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摘要：　 首次用解析的方式给出了 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁后屈曲与非线性弯曲问题的高阶二次摄动解

答．假定梁的中线不可伸长，用精确曲率公式与能量变分原理导出了非线性 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁的模

型．通过与精确解或高阶摄动解的比较，讨论了二次摄动解答的收敛性及适用域．得到主要结论如

下：低阶摄动解适用于描述梁的初始后屈曲阶段及初始非线性弯曲阶段；更高阶次的摄动解适用

于描述梁的深度后屈曲以及深度非线性弯曲．从这个意义上去说，该文不仅仅指出某些文献上的部

分结果不精确是由于摄动解答超出了其特定的适用域，并且还进一步发展与完善了二次摄动法．
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引　 　 言

摄动法又称小参数展开法．利用摄动法求解方程的渐进解通常要将物理方程和定解条件

无量纲化．在无量纲方程中选择一个能反映物理特征的无量纲小参数作为摄动量，然后假设解

可以按小参数展开成幂级数，将这一形式级数代入无量纲方程后，可得各级近似方程，依据这

些方程可确定幂级数的系数，对级数进行截断，便得到原方程的渐进解．
摄动方法在非线性系统分析中有着广泛的应用［１⁃９］，然而与高阶摄动解相关的工作并不多

见．宋涛和李家春［１０］给出了表面张力作用下深水波的高阶摄动解答，其中三角函数的降幂与

积化和差公式由符号软件递归求得．在对圆薄板的非线性弯曲分析中，陈山林［１１］ 用推演分析

的方法，求出了均布载荷与集中载荷作用的高阶钱伟长（钱氏）摄动解，并用权余法讨论了此

种方法的渐近特性．然而，这种手工推算高阶摄动解，不仅阶数有限，而且其工作量很大，难以

推广．叶开沅和周又和［１２］解决了这一问题，即在求得函数结构后，其系数的递推工作由计算机

完成，文中给出了在中心集中载荷作用下的钱氏解的 ２１ 阶摄动解，并得出如下结论：钱氏摄动

解在圆板的中心挠度与厚度之比 ｗｍ ／ ｈ ＜ １．６３ 时收敛，而在 ｗｍ ／ ｈ ＞ ２．１８ 时（出现中心下凹）其
解发散．

在钱氏摄动法［１］的基础上，沈惠申和张建武［１３］ 对单向压缩简支矩形板后屈曲摄动分析，
首次提出了二次摄动法，该方法被 Ｂｌáｚｑｕｅｚ 和 Ｐｉｃóｎ［１４］ 称为“沈⁃张方法”．该方法最有特色之
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处在于：第一，摄动参数 ε 可暂不赋予任何物理意义；第二，通过摄动参数转换，将该摄动参数

用最大挠度代替．该方法可适用梁、板、壳结构非线性分析的各种问题．应用该方法 Ｓｈｅｎ（沈惠

申）及其合作者［１５⁃２２］用手工推算二次摄动解，成功地求解了各向同性和复合材料梁板壳结构

在机械荷载、热荷载及其共同作用下的非线性弯曲、后屈曲和非线性振动问题．然而仅仅用手

工推算二次摄动解，回答不了高阶摄动解的渐近性质、解答的解析结构以及各阶次摄动解的适

用域等问题．
在飞机制造、造船工业、建筑结构、仪器设计等多个领域中，研究者们提出了大量关于梁板

壳结构的大变形与稳定性问题，因而非线性弹性力学问题已经得到了各国力学家的关注．其中

Ｎｏｖｏｚｈｉｌｏｖ（诺沃日洛夫） ［２３］从几何的角度，将弹性力学问题分为四大类：第一类，大应变问题；
第二类，小应变大转动问题，结果使物体大变形；第三类，小应变小转动，但应变的大小与转动

的平方同量级，结果也使物体大变形，如 Ｖｏｎ Ｋáｒｍáｎ 板就是属于这一类；第四类，小应变小转

动，而应变的大小与转动的大小同量级，这样就转化为线弹性力学的问题．在目前关于梁板壳

的工作中，第三与第四类问题的研究工作很多，第一与第二类问题的研究工作相对较少，其数

量少的主要原因之一是这两类问题求解难度高．
在本文中，假定梁的中线不可伸长，用精确曲率公式与能量变分原理导出了非线性 Ｅｕｌｅｒ⁃

Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁的模型，并且首次借助符号计算软件成功地给出了高阶二次摄动解，用解析的方式

给出了 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁后屈曲与非线性弯曲问题的高阶二次摄动解答，并讨论了各阶摄动

解的适用域．值得一提的是，本文的工作属于 Ｎｏｖｏｚｈｉｌｏｖ［２３］所说的第二类问题．

１　 基于精确曲率的非线性梁的建模

建立如图 １ 所示的坐标系，对于两端简支的均匀梁，其长度为 Ｌｘ， 抗弯刚度为 ＥＩ，沿 ｘ 方

向受水平压力Ｐ，横向方向受分布荷载 ｑｚ，Δｘ 表示梁沿 ｘ方向的缩短量，ｗ０ 表示梁的挠度，精确

曲率具体表达式如下：
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假定梁的中线不可伸长， Δｘ 对 ｘ 求导的具体表达式如下：
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本文公式推导过程与文献［２０］略有所不同，平衡方程是由能量变分原理导出：
　 　 δΠ ＝ ０， （３）

其中 Π ＝ Ｕ ＋ Ｖ， 虚应变能为
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通过变分运算与进一步整理，控制方程可以表达为
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需注意到，方程（５）只适用于具有端部可移条件与中线不可伸长假定的梁．

（ａ） 几何图示与坐标系统 （ｂ） 应变微元

（ａ） Ｔｈｅ ｇｅｏｍｅｔｒｙ ａｎｄ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ （ｂ） Ｔｈｅ ｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌ ｓｔｒａｉｎ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ

图 １　 简支梁

Ｆｉｇ． １　 Ａ ｕｎｉｆｏｒｍ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｓｉｍｐｌｅ ｓｕｐｐｏｒｔｓ

２　 高阶二次摄动解

在本节中，将给出关于 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁压缩后屈曲与非线性弯曲问题的高阶二次摄动

解，并进一步讨论不同阶次摄动解的适用域及其渐近特性．
２．１　 后屈曲

对于简支梁后屈曲问题的求解，首先引入如下无量纲参数：

　 　 Ｘ ＝ πｘ
Ｌｘ

， Ｗ ＝
ｗ０

Ｌｘ
， λＰ ＝

Ｌ２
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． （６）

在摄动解答的求解过程中，由于 Ｗ 的偶数项与 λＰ 的奇数项对解答没有贡献，所以在此假

定 Ｗ 按奇数项展开， λＰ 按偶数项展开：

　 　 Ｗ ＝ ∑
ｉ ＝ １，３，５，…

εｉＷｉ， λＰ ＝ ∑
ｉ ＝ ０，２，４，…

εｉλ ｉ， （７）
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其中 ε 是小摄动参数．将式（６）、（７）代入控制方程（５）中，而后合并具有相同阶次的 ε 项，即可

得到一系列的摄动方程，其解答可以通过逐阶求解各阶摄动方程得到．值得指出的是，以下的

求解过程是借助符号计算软件（如 ＭＡＴＨＥＭＡＴＩＣＡ、ＭＡＰＬＥ、ＲＥＤＵＣＥ 等）一步步推导得到，三
角函数的积化和差运算以及合并同类项、摄动参数转换等等，全部由计算机实现，这与过去手

工推算的工作（手工推算阶次有限，而且工作量很大）有所不同．所得到的第 １ 阶方程 Ｏ（ε） 表

达如下：
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方程（８）与 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁的线性屈曲方程形式相同，假定可以满足简支边界条件 Ｗ１ ＝

ｄ２Ｗ１ ／ ｄＸ２ ＝ ０ 的解答如下：
　 　 Ｗ１ ＝ Ａ（１）

１０ ｓｉｎ Ｘ ． （９）
将方程（９）代入方程（８），可以得到

　 　 λ０ ＝ １． （１０）
第 ３ 阶方程 Ｏ（ε３） 表达如下：
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将式（９）代入方程（１１）的右端，可知 Ｗ３ 具有如下形式的解答：

　 　 Ｗ３ ＝ Ａ（３）
３０ ｓｉｎ（３Ｘ） ． （１２）

将方程（１２）代入方程（１１），可以得到
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出于简洁性的考虑，更高阶次的方程与求解过程略去．值得进一步说明的是，当 ｉ ≥ ３ 时，
Ｗｉ 具有如下形式的解析结构：
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以下将直接给出第 ２１ 阶近似解答， Ｗｍ 与 λＰ 分别为
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３３ ５５４ ４３２
π１０（Ａ（１）

１０ ε） １０ ＋

　 　 　 　 ２２ ５５９ ４３１
８ ５８９ ９３４ ５９２

π１２（Ａ（１）
１０ ε） １２ ＋ ８４１ ９１５ ６５１

５４９ ７５５ ８１３ ８８８
π１４（Ａ（１）

１０ ε） １４ ＋

　 　 　 　 ３２ ２９２ ９７３ ４２１
３５ １８４ ３７２ ０８８ ８３２

π１６（Ａ（１）
１０ ε） １６ ＋ １ ２６５ ２４２ ４２４ １７１

２ ２５１ ７９９ ８１３ ６８５ ２４８
π１８（Ａ（１）

１０ ε） １８ ＋

　 　 　 　 ２５ ２１０ ０１５ ９４１ ４４９
７２ ０５７ ５９４ ０３７ ９２７ ９３６

π２０（Ａ（１）
１０ ε） ２０ ＋ Ｏ（ε２２）， （１６）

式中 Ａ（１）
１０ ε 是与无量纲最大挠度 Ｗｍ 相关的二次摄动参数．由式（１５）可得

　 　 Ａ（１）
１０ ε ＝ Ｗｍ － １

６４
π２Ｗ３

ｍ － １７
４ ０９６

π４Ｗ５
ｍ － ３９５

２６２ １４４
π６Ｗ７

ｍ － ５ ２９９
８ ３８８ ６０８

π８Ｗ９
ｍ －

　 　 　 　 ３８ ６２７
１３４ ２１７ ７２８

π１０Ｗ１１
ｍ － １ １８９ １３３

８ ５８９ ９３４ ５９２
π１２Ｗ１３

ｍ － １５２ １３９ ９４３
２ １９９ ０２３ ２５５ ５５２

π１４Ｗ１５
ｍ －

　 　 　 　 １０ ０１３ ０１６ ７７７
２８１ ４７４ ９７６ ７１０ ６５６

π１６Ｗ１７
ｍ － １６８ ４０４ ５４９ ４３７

９ ００７ １９９ ２５４ ７４０ ９９２
π１８Ｗ１９

ｍ －

　 　 　 　 １１ ５２８ ７２８ ４６６ ６３７
１ １５２ ９２１ ５０４ ６０６ ８４６ ９７６

π２０Ｗ２１
ｍ ＋ Ｏ（Ｗ２２

ｍ ） ． （１７）

将式（１７）代入式（１６），则后屈曲路径可以表达为

　 　 λＰ ＝ １ ＋ １
８

π２Ｗ２
ｍ ＋ １９

５１２
π４Ｗ４

ｍ ＋ ２９
２ ０４８

π６Ｗ６
ｍ ＋ １２ ８１１

２ ０９７ １５２
π８Ｗ８

ｍ ＋

　 　 　 　 ２３ ７８７
８ ３８８ ６０８

π１０Ｗ１０
ｍ ＋ １ ４８４ ０１３

１ ０７３ ７４１ ８２４
π１２Ｗ１２

ｍ ＋ １ ４９７ ９６９
２ １４７ ４８３ ６４８

π１４Ｗ１４
ｍ ＋

　 　 　 　 １２ ７１５ ４３７ ２１１
３５ １８４ ３７２ ０８８ ８３２

π１６Ｗ１６
ｍ ＋ ２６ ８９４ １００ ０２３

１４０ ７３７ ４８８ ３５５ ３２８
π１８Ｗ１８

ｍ ＋

　 　 　 　 １ ８５０ ２３６ ６１７ ３５９
１８ ０１４ ３９８ ５０９ ４８１ ９８４

π２０Ｗ２０
ｍ ＋ Ｏ（Ｗ２２

ｍ ） ． （１８ａ）

若将上式用浮点形式表达，则可以得到如下表达式：
　 　 λＰ ＝ １ ＋ １．２３４Ｗ２

ｍ ＋ ３．６１５Ｗ４
ｍ ＋ １３．６１Ｗ６

ｍ ＋ ５７．９６Ｗ８
ｍ ＋ ２６５．６Ｗ１０

ｍ ＋
　 　 　 　 １．２７７ × １０３Ｗ１２

ｍ ＋ ６．３６３ × １０３Ｗ１４
ｍ ＋ ３．２５４ × １０４Ｗ１６

ｍ ＋
　 　 　 　 １．６９８ × １０５Ｗ１８

ｍ ＋ ９．００８ × １０５Ｗ２０
ｍ ＋ Ｏ（Ｗ２２

ｍ ） ． （１８ｂ）
通过计算给出的简支梁在水平轴向压力作用下的后屈曲荷载⁃挠度曲线，各阶摄动解与文

献［２４］用椭圆积分所求得精确解答相比较，详见图 ２．其中 Ｐｃｒ ＝ π２ＥＩ ／ Ｌ２
ｘ 是 Ｅｕｌｅｒ 屈曲荷载，无

量纲最大挠度为 ｗｍａｘ ／ Ｌｘ ．关于各阶摄动解的适用域，可以通过直接观察，初步得到结论如下：２
阶摄动解在 ｗｍａｘ ／ Ｌｘ ＜ ０．１５ 时适用；４ 阶摄动解在 ｗｍａｘ ／ Ｌｘ ＜ ０．２５ 时适用；当 ０．２５ ＜ ｗｍａｘ ／ Ｌｘ ＜
０．４ 时，需要更高阶次的摄动解．需要补充说明一下，对于水平轴向压力继续增加，而中心挠度

反而减小的情况， 高阶二次摄动解答或许失效， 这种情况在本文中并不深入讨论， 读者若是

对此感兴趣， 请查看文献［２４］中的第一章与第三章， 当 Ｐ ／ Ｐｃｒ ＝ １．７５ 时， ｗｍａｘ ／ Ｌｘ ＝ ０．４０３ 是其

转折点．
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图 ２　 简支梁后屈曲不同阶次摄动解的结果比较

Ｆｉｇ． ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｏｒｄｅｒ ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ

ｐｏｓｔ⁃ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｏｆ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｅａｍｓ

２．２　 非线性弯曲

对于梁的非线性弯曲问题， 假定荷载为正弦荷载， 即 ｑｚ ＝ ｑ０ｓｉｎ（πｘ ／ Ｌｘ），引入如下无量纲

参数：

　 　 Ｘ ＝ πｘ
Ｌｘ

， Ｗ ＝
ｗ０

Ｌｘ
， λｑ ＝

Ｌ３
ｘｑ０

π４ＥＩ
， （１９）

并且假定

　 　 Ｗ ＝ ∑
ｉ ＝ １，３，５，…

εｉＷｉ， λｑ ＝ ∑
ｉ ＝ １，３，５，…

εｉλ ｉ ． （２０）

将方程（１９）、（２０）代入方程（５），而后合并具有相同阶次的 ε 项，得到的第一阶方程

Ｏ（ε） 表达如下：

　 　
ｄ４Ｗ１

ｄＸ４
＝ λ１ｓｉｎ Ｘ ． （２１）

选取可以满足简支边界条件 Ｗ１ ＝ ｄ２Ｗ１ ／ ｄＸ２ ＝ ０ 的解答如下：
　 　 Ｗ１ ＝ Ａ（１）

１０ ｓｉｎ Ｘ ． （２２）
将方程（２２）代入方程（２１），可以得到

　 　 λ１ ＝ Ａ（１）
１０ ． （２３）

第 ３ 阶方程 Ｏ（ε３） 表达如下：

　 　
ｄ４Ｗ３

ｄＸ４
＝ λ３ｓｉｎ Ｘ － π２ ｄＷ１

ｄＸ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２ ｄ４Ｗ１

ｄＸ４
－ ４π２ ｄ３Ｗ１

ｄＸ３

ｄ２Ｗ１

ｄＸ２

ｄＷ１

ｄＸ
－ π２ ｄ２Ｗ１

ｄＸ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

． （２４）

同样地， Ｗ３ 具有如下形式：
　 　 Ｗ３ ＝ Ａ（３）

３０ ｓｉｎ（３Ｘ） ． （２５）
将方程（２５）代入方程（２４），可以得到 Ａ（３）

３０ 与 λ３， 分别为

　 　 Ａ（３）
３０ ＝ － １

５４
π２（Ａ（１）

１０ ） ３， λ３ ＝ １
２

π２（Ａ（１）
１０ ） ３ ． （２６）

同样出于简洁性的考虑，更高阶次的方程与求解过程略去．以下将直接给出第 ２１ 阶近似

５２６张　 　 大　 　 光



解答，中心挠度与荷载的关系：
　 　 λｑ ＝ Ｗｍ ＋ ４．７５２Ｗ３

ｍ ＋ ２５．１８Ｗ５
ｍ ＋ １３７．７Ｗ７

ｍ ＋ ７５９．７Ｗ９
ｍ ＋ ４．１９５ × １０３Ｗ１１

ｍ ＋
　 　 　 　 ２．３０７ × １０４Ｗ１３

ｍ ＋ １．２６０ × １０５Ｗ１５
ｍ ＋ ６．８２９ × １０５Ｗ１７

ｍ ＋
　 　 　 　 ３．６６４ × １０６Ｗ１９

ｍ ＋ １．９４４ × １０７Ｗ２１
ｍ ＋ Ｏ（Ｗ２２

ｍ ） ． （２７）
本文通过计算， 给出了简支梁在正弦荷载作用下的荷载⁃挠度曲线， 各阶摄动解答详见图

３ ．关于各阶摄动解的适用域，通过直接观察，可以初步得到结论如下：１ 阶摄动解在 ｗｍａｘ ／ Ｌｘ ＜
０．１ 时适用； ３ 阶摄动解在 ｗｍａｘ ／ Ｌｘ ＜ ０．２ 时适用； 当 ０．２ ＜ ｗｍａｘ ／ Ｌｘ ＜ ０．４ 时， 需要更高阶次的

摄动解．
需要指出的是，在中心荷载作用下圆板的钱氏高阶摄动解［１２］ 的系数是有正有负的，而在

式（１８）与（２７）中，Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁后屈曲与非线性弯曲问题的高阶二次摄动解答各阶次的

系数都为正值．在本文中所用的几何方程是精确曲率表达式（１），适用于描述大转动问题，属于

Ｎｏｖｏｚｈｉｌｏｖ［２３］所说的第二类问题．而文献［１２］中所用的是 Ｖｏｎ Ｋáｒｍáｎ 意义下的几何非线性，
属于 Ｎｏｖｏｚｈｉｌｏｖ［２３］所说的第三类问题．从图 ２ 与图 ３ 中，可以直接观察出各阶摄动解的适用域．
因此，需要进一步指出的是，文献［２０⁃２２］中的部分结果不精确是由于摄动解答超出了其特定

的适用域．

图 ３　 简支梁非线性弯曲不同阶次摄动解的结果比较

Ｆｉｇ． ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｏｒｄｅｒ ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ

ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｂｅｎｄｉｎｇ ｏｆ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｅａｍｓ

３　 结　 　 论

本文首次用解析的方式给出了 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁后屈曲与非线性弯曲问题的高阶二次摄

动解答．通过与精确解或高阶摄动解的比较，讨论了二次摄动解的收敛性及适用域．得到主要

结论如下：
１） 低阶摄动解适于描述梁的初始后屈曲阶段及初始非线性弯曲阶段，更高阶次的摄动解

适于描述梁的深度后屈曲以及深度非线性弯曲；
２） 两端简支的 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁在端部压力作用下的后屈曲与在正弦荷载作用下的非线

性弯曲问题，其高阶二次摄动解答各阶次的系数都为正值；
３） 文献［２０⁃２２］中的部分结果不精确是由于摄动解答超出了其特定的适用域．
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