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摘要：　 在非均匀道路条件下，推广了各向异性守恒高阶交通流模型（ＣＨＯ 模型），获得流通量间

断 ＣＨＯ 模型，并基于其 Ｒｉｅｍａｎｎ 不变量性质，运用局部简化方法及 δ 映射算法，设计了求解流通量

间断 ＣＨＯ 模型的一阶 Ｇｏｄｕｎｏｖ、ＥＯ（Ｅｎｇｑｕｉｓｔ⁃Ｏｓｈｅｒ）和 ＬＦ（Ｌａｘ⁃Ｆｒｉｅｄｒｉｃｈｓ）等数值格式．通过数值模

拟表明流通量间断 ＣＨＯ 模型是合理有效的，它可以描述平衡态和非平衡态交通流，相对于流通量

间断 ＬＷＲ（Ｌｉｇｈｔｈｉｌｌ⁃Ｗｈｉｔｈａｍ⁃Ｒｉｃｈａｒｄｓ）模型，其能更好地刻画实际交通现象．
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引　 　 言

流通量间断双曲守恒律方程的一般形式为

　 　 ｕｔ ＋ ｆ（ｕ，θ（ｘ）） ｘ ＝ ｓ（ｕ，θ（ｘ））， （１）
解变量 ｕ ＝ ｕ（ｘ，ｔ） 为未知的标量或矢量，流通量函数 ｆ（ｕ，θ（ｘ）） 依赖于与空间坐标 ｘ有关的标

量或矢量 θ（ｘ）， ｓ（ｕ，θ（ｘ）） 为源项．在很多实际问题中，θ（ｘ） 多为关于 ｘ 的间断函数，流通量

关于空间依赖，本质上也是关于空间间断．
流通量间断问题存在于多孔介质渗流、水波、弹性波和交通流等问题中，应用广泛，已成为

近年来研究的热点问题，涌现出不少研究成果［１⁃１６］ ．交通中流通量间断问题主要是由于道路的

非均匀性引起的，非均匀道路一般指路面宽度或车道数变化、交通信号灯、出入匝道口和收费

站等路段．目前研究流通量间断交通流模型主要有非均匀道路条件下的推广 ＬＷＲ 模型［６⁃８，１７⁃２０］

和多车种 ＬＷＲ 模型［１３，２１⁃２６］，此外，Ｚｈａｎｇ 等［１８］ 基于推广 ＬＷＲ 模型，将 Ｚｈａｎｇ 模型［２７］ 进行推

广，获得了一个可变车道数和自由流速度的高阶交通流模型，称为推广 Ｚｈａｎｇ 模型．
对于流通量间断交通流模型，因其流通量函数关于空间间断的本质，经典的一阶单调格式

及非线性 ＷＥＮＯ（ｗｅｉｇｈｔｅｄ ｅｓｓｅｎｔｉａｌｌｙ ｎｏｎ⁃ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒｙ）和 ＲＫＤＧ（Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｏｕｓ Ｇａｌｅｒ⁃
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ｋｉｎ）高阶数值格式难以直接应用［６⁃８，２２］ ．Ｚｈａｎｇ 和 Ｌｉｕ［６，８］讨论了方程（１）的齐次标量形式，通过

对其特征线的研究，提出了将依赖于空间变化的参数 θ（ｘ）“凝固” 在网格边界的 δ 映射算法，
进而运用经典的 Ｇｏｄｕｎｏｖ、ＥＯ 和 ＬＦ 等数值流通量，构造了流通量间断交通流模型的一阶数值

格式，进一步地，将 δ 映射算法分别与 ＷＥＮＯ 和 ＲＫＤＧ 方法结合，设计了流通量间断交流通模

型的高阶 ＷＥＮＯ 和 ＲＫＤＧ 格式，详见文献［７，９，１６，２３⁃２５］．另外，Ｚｈａｎｇ 等［２２］ 视 θ（ｘ） 为解变

量，将流通量间断多车种 ＬＷＲ 模型标准化为双曲守恒律方程，运用 ＷＥＮＯ 格式求解．此外，
Ｂａｌｅ 和 Ｌｅｖｅｑｕｅ［２］基于双曲守恒律和平衡律方程，将波传播算法与有限体积法结合，提出了一

种求解方程（１）的高分辨率有限体积法．Ｂüｒｇｅｒ 等［１１，１９，２１］ 深入研究了流通量间断的运动学模

型，并给出一组差分格式集．Ｊｉｎ 等［１０］ 引入道路供求基本图，并在供求空间中构建了求解推广

ＬＷＲ 模型 Ｒｉｅｍａｎｎ 解的新框架．Ｗａｎｇ［１２］基于流通量间断双曲守恒律的标量形式，通过引入推

广的 ＥＯ 流通量函数，提出了推广的 ＥＯ 单调差分格式．Ｃｈｅｎ 等［１３］提出了一种高分辨率松弛格

式，用于求解流通量间断多车种 ＬＷＲ 模型．Ｗｉｅｎｓ 等［１４］运用柔化函数，导出了含单个间断点的

分段线性流通量双曲守恒律 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题的解析解．
尽管针对流通量间断交通流模型已有不少的研究工作，但多集中于研究描述平衡态交通

流的推广 ＬＷＲ 模型和多车种 ＬＷＲ 模型，对非均匀道路条件下各向异性高阶交通流模型（简
称各向异性模型）研究较少．而各向异性模型在交通流研究中有不可替代的优势，其可以描述

平衡态与非平衡态交通流，无论在路段还是路网上，均能够很好地刻画实际交通现象．正因如

此，各向异性模型一直受到很大的重视，对其数值算法的研究亦有不少工作：Ｌｅｂａｃｑｕｅ 等［２８⁃３０］

利用供求思想，讨论了二阶交通流模型的 Ｒｉｅｍａｎｎ 解，并运用各向异性高阶交通流模型 Ｒｉｅ⁃
ｍａｎｎ 不变量的性质，证明了 ＧＳＯＭ（ｇｅｎｅｒｉｃ ｓｅｃｏｎｄ ｏｒｄｅｒ ｔｒａｆｆｉｃ ｆｌｏｗ ｍｏｄｅｌｓ）的解析解等价于

ＬＷＲ 模型的分段解．Ｍａｍｍａｒ 等［３１］给出 ＡＲＺ （Ａｗ⁃Ｒａｓｃｌｅ⁃Ｚｈａｎｇ）模型 Ｒｉｅｍａｎｎ 解和 Ｇｏｄｕｎｏｖ 格

式．Ｚｈａｎｇ 等［３２］运用 ＣＨＯ 模型 Ｒｉｅｍａｎｎ 不变量性质，获得其 Ｒｉｅｍａｎｎ 解（Ｇｏｄｕｎｏｖ 流通量），进
一步推广获得了一系列近似 Ｒｉｅｍａｎｎ 解（ＥＯ 和 ＬＦ 等数值流通量）及相应的一阶数值格式［３３］ ．
此外，Ｑｉａｏ 等［３４］将上述各数值流通量分别与 ＷＥＮＯ 和 ＲＫＤＧ 方法结合，获得求解 ＣＨＯ 模型

的高阶 ＷＥＮＯ 和 ＲＫＤＧ 格式．
本文在上述研究工作的基础上，将各向异性 ＣＨＯ 模型进行推广，获得非均匀道路条件下

的流通量间断 ＣＨＯ 模型，并基于其 Ｒｉｅｍａｎｎ 不变量性质，运用局部简化方法及 δ 映射算法，设
计其一阶数值格式．第 １ 节给出了流通量间断 ＣＨＯ 模型；第 ２ 节设计了流通量间断 ＣＨＯ 模型

的一阶数值格式；第 ３ 节模拟了流通量间断 ＣＨＯ 模型；第 ４ 节总结了全文．

１　 流通量间断 ＣＨＯ 模型及其特征结构

１．１　 流通量间断 ＣＨＯ 模型

Ｚｈａｎｇ 等［３２］在交通中引入伪密度 “ｗ”， 提出 ＣＨＯ 模型：
　 　 ρｔ ＋ （ρＶ（ｗ）） ｘ ＝ ０， （２）

　 　 ｗ ｔ ＋ （ｗＶ（ｗ）） ｘ ＝
ｖｅ（ρ） － Ｖ（ｗ）

－ τＶ′（ｗ）
， （３）

其中 ρ ＝ ρ（ｘ，ｔ） 和 ｗ ＝ ｗ（ｘ，ｔ） 分别表示位置 ｘ 处、ｔ 时刻的密度和伪密度，伪密度 ｗ 由已知函

数 ｖ ＝ Ｖ（ｗ） 转换得到，ｖ 为车流速度，Ｖ（ｗ） 满足一般速度⁃密度关系的基本性质，即 Ｖ′（ｗ） ＜
０， ０ ≤ ｗ≤ ρｊａｍ（ρｊａｍ 为阻塞密度），ｖｅ（ρ） 为平衡速度⁃密度关系， τ为松弛时间．若 ρ ＝ ｗ， Ｖ（ｗ）
＝ ｖｅ（ρ）， 则 ＣＨＯ 模型（２）和（３）退化为 ＬＷＲ 模型［３５⁃３６］，表明 ＣＨＯ 模型与 ＬＷＲ 模型是相容的．
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Ｚｈａｎｇ 等［１８］给出可变车道数和自由流速度的 ＬＷＲ 模型：
　 　 （ａρ） ｔ ＋ （ａρｖｅ（ρ，ｂ）） ｘ ＝ ０， （４）

其中 ａ ＝ ａ（ｘ） 为位置 ｘ 处的车道数，ｂ ＝ ｂ（ｘ） ＝ ｖｍ（ｘ） ／ ｍａｘｘ { ｖｍ（ｘ） } ， ｖｍ（ｘ） 是位置 ｘ 处的自

由流速度．称方程（４）为推广 ＬＷＲ 模型（ＥＬＷＲ 模型）．
结合文献［３２］中运用 ＬＷＲ 模型的加速度方程导出 ＣＨＯ 模型中“动量”守恒方程（３）的思

想，本文基于 ＥＬＷＲ 模型（４）及其加速度方程，导出可变车道数和自由流速度的 ＣＨＯ 模型：
　 　 （ａρ） ｔ ＋ （ａρＶ（ｗ，ｂ）） ｘ ＝ ０， （５）

　 　 （ａｗ） ｔ ＋ （ａｗＶ（ｗ，ｂ）） ｘ ＝
ａ（Ｖ（ｗ，ｂ） － ｖｅ（ρ，ｂ））
－ τ（∂Ｖ（ｗ，ｂ） ／ ∂ｗ）

， （６）

其中 ∂Ｖ（ｗ，ｂ） ／ ∂ｗ 为速度关于伪密度的偏导数，且 ∂Ｖ（ｗ，ｂ） ／ ∂ｗ ＜ ０．称方程组（５）和（６）为流

通量间断 ＣＨＯ 模型，简称为推广 ＣＨＯ 模型（ＥＣＨＯ 模型），方程（５）和（６）分别为 ＥＣＨＯ 模型

的质量守恒方程和“动量”守恒方程．若 ｗ ＝ ρ， Ｖ（ｗ，ｂ） ＝ ｖｅ（ρ，ｂ）， 则 ＥＣＨＯ 模型退化为 ＥＬＷＲ
模型，表明 ＥＣＨＯ 模型与 ＥＬＷＲ 模型是相容的．
１．２　 流通量间断 ＣＨＯ 模型 Ｒｉｅｍａｎｎ问题及其特征结构

记 ａρ ≜ Ｕ， ａｗ ≜ Ｗ， 则 ＥＣＨＯ 模型可写为

　 　 Ｕｔ ＋ （ＵＶ（Ｗ ／ ａ，ｂ）） ｘ ＝ ０， （７）

　 　 Ｗｔ ＋ （ＷＶ（Ｗ ／ ａ，ｂ）） ｘ ＝
ａ（Ｖ（Ｗ ／ ａ，ｂ） － ｖｅ（Ｕ ／ ａ，ｂ））
－ τ（∂Ｖ（Ｗ ／ ａ，ｂ） ／ ∂（Ｗ ／ ａ））

． （８）

若取

　 　 ｕ ＝ （Ｕ，Ｗ） Ｔ， θ（ｘ） ＝ （ａ，ｂ） Ｔ，
　 　 ｆ（ｕ，θ（ｘ）） ＝ （ ｆ１， ｆ２） Ｔ ＝
　 　 　 　 （ ｆ１（Ｕ，Ｗ，ａ，ｂ）， ｆ２（Ｗ，ａ，ｂ）） Ｔ ＝ （ＵＶ（Ｗ ／ ａ，ｂ），ＷＶ（Ｗ ／ ａ，ｂ）） Ｔ，
　 　 ｓ（ｕ，θ（ｘ）） ＝ （ ｓ１，ｓ２） Ｔ ＝ （ ｓ１（Ｕ，Ｗ，ａ，ｂ），ｓ２（Ｕ，Ｗ，ａ，ｂ）） Ｔ ＝

　 　 　 　 ０，
ａ（Ｖ（Ｗ ／ ａ，ｂ） － ｖｅ（Ｕ ／ ａ，ｂ））
－ τ（∂Ｖ（Ｗ ／ ａ，ｂ） ／ ∂（Ｗ ／ ａ））
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Ｔ

，

则 ＥＣＨＯ 模型统一为流通量间断双曲守恒律方程（１）．其分量形式为

　 　
Ｕｔ ＋ ｆ１（Ｕ，Ｗ，ａ，ｂ） ｘ ＝ ０，
Ｗｔ ＋ ｆ２（Ｗ，ａ，ｂ） ｘ ＝ ｓ２（Ｕ，Ｗ，ａ，ｂ），{ （９）

且满足

　 　 ｆ２ ＝ Ｚｆ１， ｆ１ ＝ １
Ｚ

ｆ２， （１０）

其中 Ｚ ＝ Ｗ ／ Ｕ ＞ １， 反映道路上伪密度 Ｗ（ ＝ ａｗ） 与实际密度 Ｕ（ ＝ ａρ） 的偏差．
固定 ａ 和 ｂ， ＥＣＨＯ 模型的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵为

　 　 ｆｕ ＝
ｆ１Ｕ ｆ１Ｗ
ｆ２Ｕ ｆ２Ｗ
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０ Ｖ（Ｗ ／ ａ，ｂ） ＋ Ｗ
ａ

∂Ｖ（Ｗ ／ ａ，ｂ）
∂（Ｗ ／ ａ）
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ç
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÷
÷
÷
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，

其对应的特征值为

　 　 λ １ ＝ λ １（Ｕ，Ｗ，ａ，ｂ） ＝ Ｖ（Ｗ ／ ａ，ｂ） ＋ Ｗ
ａ

∂Ｖ（Ｗ ／ ａ，ｂ）
∂（Ｗ ／ ａ）

，

８４５ 流通量间断守恒高阶交通流模型及其数值模拟



　 　 λ ２ ＝ λ ２（Ｕ，Ｗ，ａ，ｂ） ＝ Ｖ（Ｗ ／ ａ，ｂ），
且 λ １ ≤ λ ２ ＝ Ｖ（Ｗ ／ ａ，ｂ）， 表明 ＥＣＨＯ 模型是各向异性模型．

在 ＥＣＨＯ 模型（９）中，令 ｓ２（Ｕ，Ｗ，ａ，ｂ） ＝ ０， 得其齐次形式：

　 　
Ｕｔ ＋ ｆ１（Ｕ，Ｗ，ａ，ｂ） ｘ ＝ ０，
Ｗｔ ＋ ｆ２（Ｗ，ａ，ｂ） ｘ ＝ ０ ．{ （１１）

若齐次形式的初始条件为

　 　 ｕ０（ｘ） ＝ ｕ（ｘ，０） ＝
ｕ１，　 　 ｘ ＜ ０，
ｕ２，　 　 ｘ ＞ ０，{ 　 θ（ｘ） ＝

θ１，　 　 ｘ ＜ ０，
θ２，　 　 ｘ ＞ ０，{ （１２）

其中

　 　 ｕ（ｘ，０） ＝ （Ｕ（ｘ，０），Ｗ（ｘ，０）） Ｔ， ｕ１ ＝ （Ｕ１，Ｗ１） Ｔ， ｕ２ ＝ （Ｕ２，Ｗ２） Ｔ，
　 　 θ（ｘ） ＝ （ａ（ｘ），ｂ（ｘ）） Ｔ， θ１ ＝ （ａ１，ｂ１） Ｔ， θ２ ＝ （ａ２，ｂ２） Ｔ，

则称初值问题（１１）和（１２）为 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题．
对方程（８）两端同乘 （ＷＶ（Ｗ ／ ａ，ｂ））Ｗ 得

　 　 （ＷＶ（Ｗ ／ ａ，ｂ））ＷＷｔ ＋ （ＷＶ（Ｗ ／ ａ，ｂ））Ｗ（ＷＶ（Ｗ ／ ａ，ｂ）） ｘ ＝
　 　 　 　 （ＷＶ（Ｗ ／ ａ，ｂ））Ｗ ｓ２（Ｕ，Ｗ，ａ，ｂ） ．

因

　 　 （ＷＶ（Ｗ ／ ａ，ｂ））ＷＷｔ ＝ （ＷＶ（Ｗ ／ ａ，ｂ）） ｔ， （ＷＶ（Ｗ ／ ａ，ｂ））Ｗ ＝ λ １，
则得 ＥＣＨＯ 模型的一特征方程为

　 　 （ＷＶ（Ｗ ／ ａ，ｂ）） ｔ ＋ λ １（ＷＶ（Ｗ ／ ａ，ｂ）） ｘ ＝ （ＷＶ（Ｗ ／ ａ，ｂ））Ｗ ｓ２（Ｕ，Ｗ，ａ，ｂ） ． （１３）
注意到方程（８）可以写成输运形式：

　 　 （ＵＺ） ｔ ＋ （ＵＺＶ（ＵＺ ／ ａ，ｂ）） ｘ ＝ ｓ２（Ｕ，ＵＺ，ａ，ｂ） ． （１４）
将方程（７）代入方程（１４），得另一特征方程为

　 　 Ｚ ｔ ＋ λ ２Ｚｘ ＝
ｓ２（Ｕ，ＵＺ，ａ，ｂ）

Ｕ
． （１５）

由特征方程（１３）和（１５）产生的特征场分别称为“１⁃特征场”和“２⁃特征场”：
① １⁃特征场　 特征值 λ １，特征变量 ＷＶ（Ｗ ／ ａ，ｂ）；
② ２⁃特征场　 特征值 λ ２，特征变量 Ｚ ．
根据特征线理论，特征变量 Ｚ 是 １⁃特征场的 Ｒｉｅｍａｎｎ 不变量［３７］ ．特征值 λ １ 和λ ２ 的右特征

向量分别为 Ｒ１ ＝ （Ｕ，Ｗ） Ｔ 和 Ｒ２ ＝ （１，０） Ｔ， 且

　 　 Ñλ １·Ｒ１ ＝
∂λ １

∂Ｕ
，
∂λ １

∂Ｗ
æ

è
ç

ö

ø
÷ （Ｕ，Ｗ） Ｔ ＝ Ｗ

ａ
２ ∂Ｖ（Ｗ ／ ａ，ｂ）

∂（Ｗ ／ ａ）
＋ Ｗ

ａ
∂２Ｖ（Ｗ ／ ａ，ｂ）
∂（Ｗ ／ ａ） ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≠ ０，

　 　 Ñλ ２·Ｒ２ ＝
∂λ ２

∂Ｕ
，
∂λ ２

∂Ｗ
æ

è
ç

ö

ø
÷ （１，０） Ｔ ＝ ０．

因 Ñλ １·Ｒ１ ≠０， 则 １⁃特征场为非线性特征场，对应激波或稀疏波；Ñλ ２·Ｒ２ ＝ ０， 则 ２⁃特征场为

线性退化特征场，对应接触间断［３８］ ．又因方程（１４）是输运形式， Ｚ 沿特征线穿过 １⁃特征场保持

不变．

２　 一阶数值格式

因 ＥＣＨＯ 模型是流通量间断双曲守恒律方程，可直接运用 Ｚｈａｎｇ 等提出的 δ 映射算法［６，８］

求解，对应的一阶数值格式称为格式 １．又因 ＥＣＨＯ 模型是各向异性交通流模型，利用其 Ｒｉｅ⁃
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ｍａｎｎ 不变量性质，分别通过 Ｗ ＝ Ｚ －Ｕ和Ｕ ＝ Ｗ ／ Ｚ － 局部简化 ＥＣＨＯ 模型，获得流通量间断的简

化模型 １ 和 ２（Ｚ － 表示 Ｚ 在界面上游的值），再运用 δ 映射算法求解简化模型 １ 和 ２，对应的一

阶数值格式称为格式 ２ 和 ３．以下将逐一介绍格式 １～３．
给定空间计算区间 ［０，Ｌ］ 的均匀划分 { Ｉｉ } Ｎ

ｉ ＝ １， Ｉｉ ＝ （ｘｉ －１ ／ ２，ｘｉ ＋１ ／ ２）， Δ ｉ ＝ ｘｉ ＋１ ／ ２ － ｘｉ －１ ／ ２，ｘｉ ＝
（ｘｉ －１ ／ ２ ＋ ｘｉ ＋１ ／ ２） ／ ２，ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， 使集合 { Ｉｉ } Ｎ

ｉ ＝ １ 正好覆盖计算区间，且根据需要在边界外添加

虚拟网格（如图 １），并给定时间计算区间 ［０，Ｔ］ 的划分 { Δｔｎ } Ｍ
ｎ ＝ ０， Δｔｎ ＝ ｔｎ＋１ － ｔｎ（ｎ ＝ ０，１，…，

Ｍ － １） ．取
　 　 ｕｎ

ｉ ＝ ｕ（ｘｉ，ｔｎ）， θ ｉ ＝ θ（ｘｉ）， （１６）
或

　 　 ｕｎ
ｉ ＝ １

Δ ｉ
∫
Ｉ ｉ
ｕ（ξ，ｔｎ）ｄξ， θ ｉ ＝

１
Δ ｉ
∫
Ｉ ｉ
θ（ξ）ｄξ ． （１７）

式（１６）和（１７）分别对应有限差分和有限体格式．

图 １　 空间网格划分

Ｆｉｇ． １　 Ｃｅｌｌ ｄｉｖｉｓｉｏｎ ｆｏｒ ｓｐａｃｅ ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎ

２．１　 格式 １

选取一个介于 θ ｉ 和 θ ｉ ＋１ 的中间状态 θ ｉ ＋１ ／ ２， θ ｉ ＋１ ／ ２ ＝ θ
－
（θ ｉ，θ ｉ ＋１）， 其中 θ

－
为连续函数，且满

足相容性 θ
－
（θ，θ） ＝ θ ．若流通量间断双曲守恒律方程（１） 为标量方程，θ ｉ ＋１ ／ ２ 常取为［８］

　 　 θ ｉ ＋１ ／ ２ ＝
θ ｉ， ｆ（ｕ∗

ｉ ，θ ｉ） ＜ ｆ（ｕ∗
ｉ ＋１，θ ｉ ＋１），

θ ｉ ＋１， ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ，{
其中 ｆ（ｕ∗

ｉ ，θ ｉ） 表示 θ ｉ 状态的最大流量值．
对 Ｕｎ

ｊ ， Ｗｎ
ｊ （ ｊ ＝ ｉ，ｉ ＋ １）， δ ｉ ＋１ ／ ２ 映射定义为：取 γ ∈ （ － ∞，１］ 最大，使

　 　 ｆ１（δ ｉ ＋１ ／ ２Ｕｎ
ｊ ，δ ｉ ＋１ ／ ２Ｗｎ

ｊ ，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２） ＝ γｆ１（Ｕｎ
ｊ ，Ｗｎ

ｊ ，ａ ｊ，ｂ ｊ）， （１８）
　 　 ｆ２（δ ｉ ＋１ ／ ２Ｗｎ

ｊ ，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２） ＝ γｆ２（Ｗｎ
ｊ ，ａ ｊ，ｂ ｊ）， （１９）

　 　 λ ｌ（δ ｉ ＋１ ／ ２Ｕｎ
ｊ ，δ ｉ ＋１ ／ ２Ｗｎ

ｊ ，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２）λ ｌ（Ｕｎ
ｊ ，Ｗｎ

ｊ ，ａ ｊ，ｂ ｊ） ≥ ０，　 　 ｌ ＝ １，２ （２０）
有解，且

　 　
λ ｌ（δ ｉ ＋１ ／ ２Ｕｎ

ｉ ，δ ｉ ＋１ ／ ２Ｗｎ
ｉ ，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２） ≥ ０， λ ｌ（Ｕｎ

ｉ ，Ｗｎ
ｉ ，ａｉ，ｂｉ） ＝ ０，

λ ｌ（δ ｉ ＋１ ／ ２Ｕｎ
ｉ＋１，δ ｉ ＋１ ／ ２Ｗｎ

ｉ＋１，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２） ≤ ０， λ ｌ（Ｕｎ
ｉ＋１，Ｗｎ

ｉ＋１，ａｉ ＋１，ｂｉ ＋１） ＝ ０，{ （２１）

其中 γ 最大值 γｍａｘ ＝ γｍａｘ（Ｕｎ
ｊ ，Ｗｎ

ｊ ，ａ ｊ，ｂ ｊ，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２）， 依赖于 Ｕｎ
ｊ ， Ｗｎ

ｊ ， ａ ｊ， ｂ ｊ， ａｉ ＋１ ／ ２ 和 ｂｉ ＋１ ／ ２ ．
对于上述的空间和时间网格划分，ＥＣＨＯ 模型（９）的一阶数值格式为

　 　
Ｕｎ＋１

ｉ ＝ Ｕｎ
ｉ － Δｔｎ

Δ ｉ
（ ｆ　 １ｉ＋１ ／ ２

－ ｆ　 １ｉ－１ ／ ２），

Ｗｎ＋１
ｉ ＝ Ｗｎ

ｉ － Δｔｎ

Δ ｉ
（ ｆ　 ２ｉ＋１ ／ ２

－ ｆ　 ２ｉ－１ ／ ２） ＋ Δｔｎｓ２（Ｕｎ
ｉ ，Ｗｎ

ｉ ，ａｉ，ｂｉ），

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２２）

其中

　 　 ｆ　 １ｉ＋１ ／ ２
＝ ｆ　 １（Ｕｎ

ｉ ，Ｕｎ
ｉ＋１；Ｗｎ

ｉ ，Ｗｎ
ｉ＋１；ａｉ，ａｉ ＋１；ｂｉ，ｂｉ ＋１） ＝

０５５ 流通量间断守恒高阶交通流模型及其数值模拟



　 　 　 　 ｆ　 １（δ ｉ ＋１ ／ ２Ｕｎ
ｉ ，δ ｉ ＋１ ／ ２Ｕｎ

ｉ＋１；δ ｉ ＋１ ／ ２Ｗｎ
ｉ ，δ ｉ ＋１ ／ ２Ｗｎ

ｉ＋１；ａｉ ＋１ ／ ２；ｂｉ ＋１ ／ ２） ≜ ｆ　 １ｉ＋１ ／ ２， （２３）

　 　 ｆ　 ２ｉ＋１ ／ ２
＝ ｆ　 ２（Ｗｎ

ｉ ，Ｗｎ
ｉ＋１；ａｉ，ａｉ ＋１；ｂｉ，ｂｉ ＋１） ＝

　 　 　 　 ｆ　 ２（δ ｉ ＋１ ／ ２Ｗｎ
ｉ ，δ ｉ ＋１ ／ ２Ｗｎ

ｉ＋１；ａｉ ＋１ ／ ２；ｂｉ ＋１ ／ ２） ≜ ｆ　 ２ｉ＋１ ／ ２ ． （２４）
若模型方程为流通量间断标量守恒方程（如 ＥＬＷＲ 模型），则可采用 Ｇｏｄｕｎｏｖ、ＥＯ 和 ＬＦ 等经

典数值流通量［６⁃７］ ．考虑到 ＥＣＨＯ 模型为方程组， ｆ　 １ｉ＋１ ／ ２ 和 ｆ　 ２ｉ＋１ ／ ２ 常采用简单适用的 ＬＦ 数值流

通量：

　 　 ｆ　 ＬＦ
１ｉ＋１ ／ ２

＝ １
２
［ ｆ１（δ ｉ ＋１ ／ ２Ｕｎ

ｉ ，δ ｉ ＋１ ／ ２Ｗｎ
ｉ ，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２） ＋

　 　 　 　 ｆ１（δ ｉ ＋１ ／ ２Ｕｎ
ｉ＋１，δ ｉ ＋１ ／ ２Ｗｎ

ｉ＋１，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２） － α ｎ（δ ｉ ＋１ ／ ２Ｕｎ
ｉ＋１ － δ ｉ ＋１ ／ ２Ｕｎ

ｉ ）］， （２５）

　 　 ｆ　 ＬＦ
２ｉ＋１ ／ ２

＝ １
２
［ ｆ２（δ ｉ ＋１ ／ ２Ｗｎ

ｉ ，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２） ＋ ｆ２（δ ｉ ＋１ ／ ２Ｗｎ
ｉ＋１，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２） －

　 　 　 　 α ｎ（δ ｉ ＋１ ／ ２Ｗｎ
ｉ＋１ － δ ｉ ＋１ ／ ２Ｗｎ

ｉ ）］， （２６）
　 　 α ｎ ＝ ｍａｘ

ｉ， ｊ
（ ｜ λ １（δ ｉ ＋１ ／ ２Ｕｎ

ｊ ，δ ｉ ＋１ ／ ２Ｗｎ
ｊ ，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２） ｜ ，

　 　 　 　 ｜ λ ２（δ ｉ ＋１ ／ ２Ｕｎ
ｊ ，δ ｉ ＋１ ／ ２Ｗｎ

ｊ ，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２） ｜ ） ． （２７）
若

　 　 α ｎ ＝ ｍａｘ
ｊ

（ ｜ λ １（δ ｉ ＋１ ／ ２Ｕｎ
ｊ ，δ ｉ ＋１ ／ ２Ｗｎ

ｊ ，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２） ｜ ，

　 　 　 　 ｜ λ ２（δ ｉ ＋１ ／ ２Ｕｎ
ｊ ，δ ｉ ＋１ ／ ２Ｗｎ

ｊ ，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２） ｜ ），
则式（２５）和（２６）为 ＥＣＨＯ 模型的 ＬＬＦ（ｌｏｃａｌ Ｌａｘ⁃Ｆｒｉｅｄｒｉｃｈｓ）数值流通量．为保证格式的数值稳

定性，式（２２）的时间步长 Δｔｎ 应满足 ＣＦＬ 条件［３９］：
　 　 Δｔｎ ＝ ＣΔ ｉ ／ α ｎ，　 　 Ｃ ≤ １， （２８）

其中 α ｎ 如式（２７）所示．
２．２　 局部简化

注意到 ＥＣＨＯ 模型（９）关于 λ ２ 特征速度的迎风性，且Ｚ是 １⁃特征场的 Ｒｉｅｍａｎｎ 不变量，在
界面附近假定近似有 Ｚ ＝ Ｚ －， 结合式（１０），ＥＣＨＯ 模型局部简化为

　 　
Ｕｔ ＋ ｆ１（Ｕ，Ｚ －Ｕ，ａ，ｂ） ｘ ＝ ０，

Ｗｔ ＋ ［Ｚ － ｆ１（Ｕ，Ｚ －Ｕ，ａ，ｂ）］ ｘ ＝ ｓ２（Ｕ，Ｗ，ａ，ｂ），{ （２９）

或

　 　
Ｕｔ ＋

１
Ｚ － ｆ２（Ｗ，ａ，ｂ）é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｘ

＝ ０，

Ｗｔ ＋ ｆ２（Ｗ，ａ，ｂ） ｘ ＝ ｓ２（Ｕ，Ｗ，ａ，ｂ），

ì

î

í

ïï

ïï

（３０）

称方程组（２９）和（３０）分别为 ＥＣＨＯ 模型的简化模型 １ 和 ２．在简化模型 １ 和 ２ 中，令 ｓ２（Ｕ，Ｗ，
ａ，ｂ） ＝ ０， 得其齐次形式分别为

　 　
Ｕｔ ＋ ｆ１（Ｕ，Ｚ －Ｕ，ａ，ｂ） ｘ ＝ ０，

Ｗｔ ＋ ［Ｚ － ｆ１（Ｕ，Ｚ －Ｕ，ａ，ｂ）］ ｘ ＝ ０{ （３１）

和

　 　
Ｕｔ ＋

１
Ｚ － ｆ２（Ｗ，ａ，ｂ）é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｘ

＝ ０，

Ｗｔ ＋ ｆ２（Ｗ，ａ，ｂ） ｘ ＝ ０，

ì

î

í

ïï

ïï

（３２）
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其中，方程组（３１）的第一个方程为关于解变量 Ｕ 的流通量间断标量守恒方程，方程组（３２）的
第二个方程为关于解变量 Ｗ 的流通量间断标量守恒方程．
２．３　 格式 ２

对前述的网格划分， Ｚ － ＝ Ｚｎ
ｉ ＝ Ｗｎ

ｉ ／ Ｕｎ
ｉ ．基于方程组（３１） 的第一个方程，对Ｕｎ

ｊ （ ｊ ＝ ｉ，ｉ ＋ １），
δ １
ｉ ＋１ ／ ２ 映射定义为：取 γ １ ∈ （ － ∞，１］ 最大，使

　 　
ｆ１（δ １

ｉ ＋１ ／ ２Ｕｎ
ｊ ，Ｚｎ

ｉ δ １
ｉ ＋１ ／ ２Ｕｎ

ｊ ，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２） ＝ γ １ ｆ１（Ｕｎ
ｊ ，Ｚｎ

ｉ Ｕｎ
ｊ ，ａ ｊ，ｂ ｊ），

λ（δ １
ｉ ＋１ ／ ２Ｕｎ

ｊ ，Ｚｎ
ｉ ，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２）λ（Ｕｎ

ｊ ，Ｚｎ
ｉ ，ａ ｊ，ｂ ｊ） ≥ ０{ （３３）

有解，且

　 　
λ（δ １

ｉ ＋１ ／ ２Ｕｎ
ｉ ，Ｚｎ

ｉ ，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２） ≥ ０， λ（Ｕｎ
ｉ ，Ｚｎ

ｉ ，ａｉ，ｂｉ） ＝ ０，

λ（δ １
ｉ ＋１ ／ ２Ｕｎ

ｉ＋１，Ｚｎ
ｉ ，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２） ≤ ０， λ（Ｕｎ

ｉ＋１，Ｚｎ
ｉ ，ａｉ ＋１，ｂｉ ＋１） ＝ ０，{ （３４）

其中 γ １ 最大值 γ １ｍａｘ
≜ γ １ｍａｘ

（Ｕｎ
ｊ ，Ｚｎ

ｉ ，ａ ｊ，ｂ ｊ，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２）， 依赖于 Ｕｎ
ｊ ， Ｚｎ

ｉ ， ａ ｊ， ｂ ｊ， ａｉ ＋１ ／ ２ 和 ｂｉ ＋１ ／ ２，
λ（Ｕ，Ｚ －，ａ，ｂ） ＝ ∂ｆ１（Ｕ，Ｚ －Ｕ，ａ，ｂ） ／ ∂Ｕ ．

方程组（３１）在网格边界 ｘｉ ＋１ ／ ２ 处的数值流通量为

　 　 ｆ　 １ｉ＋１ ／ ２
＝ ｆ　 １（Ｕｎ

ｉ ，Ｕｎ
ｉ＋１；Ｚｎ

ｉ ；ａｉ，ａｉ ＋１；ｂｉ，ｂｉ ＋１） ＝

　 　 　 　 ｆ　 １（δ １
ｉ ＋１ ／ ２Ｕｎ

ｉ ，δ １
ｉ ＋１ ／ ２Ｕｎ

ｉ＋１；Ｚｎ
ｉ ；ａｉ ＋１ ／ ２；ｂｉ ＋１ ／ ２） ≜ ｆ　 １ｉ＋１ ／ ２， （３５）

　 　 ｆ　 ２ｉ＋１ ／ ２
＝ Ｚｎ

ｉ ｆ
　

１ｉ＋１ ／ ２
＝ Ｚｎ

ｉ ｆ
　

１ｉ＋１ ／ ２ ． （３６）

ｆ　 １ｉ＋１ ／ ２ 可取任一经典数值流通量，简述如下：
Ｇｏｄｕｎｏｖ 流通量

　 　 ｆ　 Ｇ
１ｉ＋１ ／ ２

＝ ｆ　 Ｇ
１（Ｕ１，Ｕ２；Ｚｎ

ｉ ；ａｉ ＋１ ／ ２；ｂｉ ＋１ ／ ２） ＝

　 　 　 　
ｍｉｎ

Ｕ１≤Ｕ≤Ｕ２
ｆ１（Ｕ，Ｚｎ

ｉ Ｕ，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２）， Ｕ１ ≤ Ｕ２，

ｍａｘ
Ｕ２≤Ｕ≤Ｕ１

ｆ１（Ｕ，Ｚｎ
ｉ Ｕ，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２）， Ｕ１ ＞ Ｕ２；

ì

î

í

ïï

ïï

（３７）

ＥＯ 数值流通量

　 　 ｆ　 ＥＯ
１ｉ＋１ ／ ２

＝ ｆ　 ＥＯ
１ （Ｕ１，Ｕ２；Ｚｎ

ｉ ；ａｉ ＋１ ／ ２；ｂｉ ＋１ ／ ２） ＝

　 　 　 　 ∫Ｕ１
０
ｍａｘ（∂ｆ１（Ｕ，Ｚｎ

ｉ Ｕ，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２） ／ ∂Ｕ，０）ｄＵ ＋

　 　 　 　 ∫Ｕ２
０
ｍｉｎ（∂ｆ１（Ｕ，Ｚｎ

ｉ Ｕ，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２） ／ ∂Ｕ，０）ｄＵ ＋

　 　 　 　 ｆ１（Ｕ，Ｚｎ
ｉ Ｕ，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２） ｜ Ｕ ＝ ０； （３８）

ＬＦ 数值流通量

　 　 ｆ　 ＬＦ
１ｉ＋１ ／ ２

＝ ｆ　 ＬＦ
１ （Ｕ１，Ｕ２；Ｚｎ

ｉ ；ａｉ ＋１ ／ ２；ｂｉ ＋１ ／ ２） ＝

　 　 　 　 １
２
［ ｆ１（Ｕ１，Ｚｎ

ｉ Ｕ１，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２） ＋ ｆ１（Ｕ２，Ｚｎ
ｉ Ｕ２，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２） － α（Ｕ２ － Ｕ１）］，

α ＝ ｍａｘ
ｉ

ｍａｘ
ｍｉｎ（Ｕ１，Ｕ２）≤Ｕ≤ｍａｘ（Ｕ１，Ｕ２）

｜ ∂ｆ１（Ｕ，Ｚｎ
ｉ Ｕ，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２） ／ ∂Ｕ ｜ ， （３９）

若 α ＝ ｍａｘｍｉｎ（Ｕ１，Ｕ２）≤Ｕ≤ｍａｘ（Ｕ１，Ｕ２） ｜ ∂ｆ１（Ｕ，Ｚｎ
ｉ Ｕ，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２） ／ ∂Ｕ ｜ ， 则式（３９）为 ＬＬＦ 数值流通量．

综上，基于方程组（２９），采用式（３７）的 Ｇｏｄｕｎｏｖ 流通量，可得 ＥＣＨＯ 模型（９）的一阶 Ｇｏ⁃
ｄｕｎｏｖ 格式：

２５５ 流通量间断守恒高阶交通流模型及其数值模拟



　 　
Ｕｎ＋１

ｉ ＝ Ｕｎ
ｉ － Δｔｎ

Δ ｉ
（ ｆ　 Ｇ

１ｉ＋１ ／ ２
－ ｆ　 Ｇ

１ｉ－１ ／ ２），

Ｗｎ＋１
ｉ ＝ Ｗｎ

ｉ － Δｔｎ

Δ ｉ
（Ｚｎ

ｉ ｆ　 Ｇ
１ｉ＋１ ／ ２

－ Ｚｎ
ｉ－１ ｆ　 Ｇ

１ｉ－１ ／ ２） ＋ Δｔｎｓ２（Ｕｎ
ｉ ，Ｗｎ

ｉ ，ａｉ，ｂｉ） ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（４０）

若将 ｆ　 Ｇ
１ｉ＋１ ／ ２ 分别替换为式（３８）和（３９）的 ＥＯ 和 ＬＦ（或 ＬＬＦ）数值流通量，则得 ＥＣＨＯ 模型的一

阶 ＥＯ 和 ＬＦ（或 ＬＬＦ）格式．同样地，式（４０）的 Δｔｎ 需满足形如式（２８）的 ＣＦＬ 条件，此时 α ｎ 应替

换为

　 　 α ｎ ＝ ｍａｘ
ｉ， ｊ

（ ｜ λ １（δ １
ｉ ＋１ ／ ２Ｕｎ

ｊ ，Ｚｎ
ｉ δ １

ｉ ＋１ ／ ２Ｕｎ
ｊ ，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２） ｜ ，

　 　 　 　 ｜ λ ２（δ １
ｉ ＋１ ／ ２Ｕｎ

ｊ ，Ｚｎ
ｉ δ １

ｉ ＋１ ／ ２Ｕｎ
ｊ ，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２） ｜ ） ．

２．４　 格式 ３
基于方程组（３２）的第二个方程，对 Ｗｎ

ｊ （ ｊ ＝ ｉ，ｉ ＋ １）， δ ２
ｉ ＋１ ／ ２ 映射定义为：取 γ ２ ∈ （ － ∞，１］

最大，使

　 　
ｆ２（δ ２

ｉ ＋１ ／ ２Ｗｎ
ｊ ，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２） ＝ γ ２ ｆ２（Ｗｎ

ｊ ，ａ ｊ，ｂ ｊ），

λ（δ ２
ｉ ＋１ ／ ２Ｗｎ

ｊ ，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２）λ（Ｗｎ
ｊ ，ａ ｊ，ｂ ｊ） ≥ ０{ （４１）

有解，且

　 　
λ（δ ２

ｉ ＋１ ／ ２Ｗｎ
ｉ ，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２） ≥ ０， λ（Ｗｎ

ｉ ，ａｉ，ｂｉ） ＝ ０，

λ（δ ２
ｉ ＋１ ／ ２Ｗｎ

ｉ＋１，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２） ≤ ０， λ（Ｗｎ
ｉ＋１，ａｉ ＋１，ｂｉ ＋１） ＝ ０，{ （４２）

其中 γ ２ 最大值 γ ２ｍａｘ
≜ γ ２ｍａｘ

（Ｗｎ
ｉ ，ａ ｊ，ｂ ｊ，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２）， 依赖于Ｗｎ

ｊ ， ａ ｊ， ｂ ｊ， ａｉ ＋１ ／ ２ 和 ｂｉ ＋１ ／ ２， λ（Ｗ，ａ，
ｂ） ＝ ∂ｆ２（Ｗ，ａ，ｂ） ／ ∂Ｗ ．

方程组（３２）在网格边界 ｘｉ ＋１ ／ ２ 处的数值流通量为

　 　 ｆ　 ２ｉ＋１ ／ ２
＝ ｆ　 ２（Ｗｎ

ｉ ，Ｗｎ
ｉ＋１；ａｉ，ａｉ ＋１；ｂｉ，ｂｉ ＋１） ＝

　 　 　 　 ｆ　 ２（δ ２
ｉ ＋１ ／ ２Ｗｎ

ｉ ，δ ２
ｉ ＋１ ／ ２Ｗｎ

ｉ＋１；ａｉ ＋１ ／ ２；ｂｉ ＋１ ／ ２） ≜ ｆ　 ２ｉ＋１ ／ ２， （４３）

　 　 ｆ　 １ｉ＋１ ／ ２
＝ １
Ｚｎ

ｉ

ｆ　 ２ｉ＋１ ／ ２
＝ １
Ｚｎ

ｉ

ｆ　 ２ｉ＋１ ／ ２ ． （４４）

ｆ　 ２ｉ＋１ ／ ２ 可取任一经典数值流通量，简述如下：
Ｇｏｄｕｎｏｖ 流通量

　 　 ｆ　 Ｇ
２ｉ＋１ ／ ２

＝ ｆ　 Ｇ
２（Ｗ１，Ｗ２；ａｉ ＋１ ／ ２；ｂｉ ＋１ ／ ２） ＝

ｍｉｎ
Ｗ１≤Ｗ≤Ｗ２

ｆ２（Ｗ，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２）， Ｗ１ ≤ Ｗ２，

ｍａｘ
Ｗ２≤Ｗ≤Ｗ１

ｆ２（Ｗ，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２）， Ｗ１ ＞ Ｗ２；

ì

î

í
ïï

ïï
（４５）

ＥＯ 数值流通量

　 　 ｆ　 ＥＯ
２ｉ＋１ ／ ２

＝ ｆ　 ＥＯ
２ （Ｗ１，Ｗ２；ａｉ ＋１ ／ ２；ｂｉ ＋１ ／ ２） ＝

　 　 　 　 ∫Ｗ１
０
ｍａｘ（∂ｆ２（Ｗ，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２） ／ ∂Ｗ，０）ｄＷ ＋

　 　 　 　 ∫Ｗ２
０
ｍｉｎ（∂ｆ２（Ｗ，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２） ／ ∂Ｗ，０）ｄＷ ＋ ｆ１（Ｗ，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２） ｜ Ｗ ＝ ０； （４６）

ＬＦ 数值流通量

　 　 ｆ　 ＬＦ
２ｉ＋１ ／ ２

＝ ｆ　 ＬＦ
２ （Ｗ１，Ｗ２；ａｉ ＋１ ／ ２；ｂｉ ＋１ ／ ２） ＝

　 　 　 　 １
２
［ ｆ２（Ｗ１，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２） ＋ ｆ２（Ｗ２，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２） － α（Ｗ２ － Ｗ１）］，
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　 　 　 　 α ＝ ｍａｘ
ｉ

ｍａｘ
ｍｉｎ（Ｗ１，Ｗ２）≤Ｗ≤ｍａｘ（Ｗ１，Ｗ２）

｜ ∂ｆ２（Ｗ，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２） ／ ∂Ｗ ｜ ， （４７）

若 α ＝ ｍａｘｍｉｎ（Ｗ１，Ｗ２）≤Ｗ≤ｍａｘ（Ｗ１，Ｗ２） ｜ ∂ｆ２（Ｗ，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２） ／ ∂Ｗ ｜ ， 则式（４７）为 ＬＬＦ 数值流通量．
综上，基于方程组（３０），采用式（４５）的 Ｇｏｄｕｎｏｖ 流通量，可得 ＥＣＨＯ 模型（９）的一阶 Ｇｏ⁃

ｄｕｎｏｖ 格式：

　 　
Ｕｎ＋１

ｉ ＝ Ｕｎ
ｉ － Δｔｎ

Δ ｉ

１
Ｚｎ

ｉ

ｆ　 Ｇ
２ｉ＋１ ／ ２

－ １
Ｚｎ

ｉ－１

ｆ　 Ｇ
２ｉ－１ ／ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｗｎ＋１
ｉ ＝ Ｗｎ

ｉ － Δｔｎ

Δ ｉ
（ ｆ　 Ｇ

２ｉ＋１ ／ ２
－ ｆ　 Ｇ

２ｉ－１ ／ ２） ＋ Δｔｎｓ２（Ｕｎ
ｉ ，Ｗｎ

ｉ ，ａｉ，ｂｉ） ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（４８）

若将 ｆ　 Ｇ
２ｉ＋１ ／ ２ 分别替换为形如式（４６）和（４７）的 ＥＯ 和 ＬＦ（或 ＬＬＦ）数值流通量，则得 ＥＣＨＯ 模型

的一阶 ＥＯ 和 ＬＦ（或 ＬＬＦ）格式．此时，ＣＦＬ 条件式（２８）的 α ｎ 应替换为

　 　 α ｎ ＝ ｍａｘ
ｉ， ｊ

（ ｜ λ １（δ ２
ｉ ＋１ ／ ２Ｗｎ

ｊ ／ Ｚｎ
ｉ ，δ ２

ｉ ＋１ ／ ２Ｗｎ
ｊ ，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２） ｜ ，

　 　 　 　 ｜ λ ２（δ ２
ｉ ＋１ ／ ２Ｗｎ

ｊ ／ Ｚｎ
ｉ ，δ ２

ｉ ＋１ ／ ２Ｗｎ
ｊ ，ａｉ ＋１ ／ ２，ｂｉ ＋１ ／ ２） ｜ ） ．

３　 数 值 模 拟

算例 １ 基于 ＥＬＷＲ 模型和 ＥＣＨＯ 模型齐次形式模拟由车道数变化引起的交通瓶颈现象，
本质上是模拟 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题．算例 ２ 基于 ＥＣＨＯ 模型模拟车道数及自由流速度变化的交通瓶

颈问题．算例 ３ 基于 ＥＬＷＲ 和 ＥＣＨＯ 模型模拟交通扰动的演化．实际模拟中涉及的变量及参数

均无量纲化．
３．１　 算例 １

设道路长度为 Ｌ ．取 ｂ（ｘ） ＝ １， 车道数

　 　 ａ（ｘ） ＝
３，　 　 ｘ ＜ ０．３，
１，　 　 ｘ ≥ ０．３，{ （４９）

单车道初始密度

　 　 ρ（ｘ，０） ＝ ０．２ρ ｊａｍ， （５０）
其中 ρ ｊａｍ 为阻塞密度．

在 ＥＬＷＲ 模型中，取平衡速度⁃密度关系［６］：
　 　 ｖｅ（ρ，ｂ） ＝ ｖｆｂ（１ － ρ ／ ρ ｊａｍ）， （５１）

其中 ｖｆ 为畅行速度，初始条件

　 　 Ｕ（ｘ，０） ＝ ａρ（ｘ，０） ． （５２）
在 ＥＣＨＯ 模型中，取平衡速度⁃密度函数［４０］

　 　 ｖｅ（ρ，ｂ） ＝ ｖｆｂ（（１ ＋ ｅ（ρ ／ ρ ｊａｍ－０．２５） ／ ０．０６） －１ － ３．７２ × １０ －６）， （５３）
速度⁃密度函数［３３⁃３４］

　 　 Ｖ（ρ，ｂ） ＝ ｖｆｂ
１ － ρ ／ ρ ｊａｍ

１ ＋ ｄ（ρ ／ ρ ｊａｍ） ＋ ｃ（ρ ／ ρ ｊａｍ） ２，　 　 ｃ ＝ ４．０， ｄ ＝ － ０．８， （５４）

初始条件

　 　
Ｕ（ｘ，０） ＝ ａρ（ｘ，０），
Ｖ（Ｗ（ｘ，０） ／ ａ，ｂ） ＝ ｖｅ（ρ（ｘ，０），ｂ） ．{ （５５）

采用一阶外推边界条件，相关参数 Ｌ ＝ ４ ０００ ｍ， ｖｆ ＝ ２０ ｍ ／ ｓ， Δ ｉ ＝ １０ ｍ， Δｔｎ ＝ ０．２ ｓ ．分别运

４５５ 流通量间断守恒高阶交通流模型及其数值模拟



用格式 １ 和 ２ 中的一阶 Ｇｏｄｕｎｏｖ 格式模拟 ＥＬＷＲ 和 ＥＣＨＯ 模型，模拟结果如图 ２ 所示．

（ａ） ＥＬＷＲ 模型 （ｂ） ＥＣＨＯ 模型

（ａ） Ｔｈｅ ＥＬＷＲ ｍｏｄｅｌ （ｂ） Ｔｈｅ ＥＣＨＯ ｍｏｄｅｌ
图 ２　 车道数由 ３ 变 １ 的交通流密度

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｒａｆｆｉｃ ｆｌｏｗ ｄｅｎｓｉｔｉｅｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｌａｎｅ ｎｕｍｂｅｒ ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ ｆｒｏｍ ３ ｔｏ １

图 ２ 很好地捕捉了由 ＥＬＷＲ 模型和 ＥＣＨＯ 模型齐次形式 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题所刻画的交通激

波和稀疏波，且在车道数由 ３ 变 １ 的间断处 （ｘ ＝ ０．３） 上游形成向后传播的激波，下游形成向

前传播的稀疏波，与实际交通瓶颈的上游形成堵塞，下游逐步疏散的情况吻合．对比图 ２（ａ）和
（ｂ）发现，ＥＣＨＯ 模型与 ＥＬＷＲ 模型模拟图像形状相似，进而表明在非均匀道路条件下，由
ＣＨＯ 模型推广所得的 ＥＣＨＯ 模型是合理有效的．
３．２　 算例 ２

取车道数

　 　 ａ（ｘ） ＝
４，　 　 ｘ ＜ ０．３，
２，　 　 ｘ ≥ ０．３，{ （５６）

及

　 　 ｂ（ｘ） ＝
１．０，　 　 ｘ ＜ ０．３，
０．６，　 　 ｘ ≥ ０．３ ．{ （５７）

平衡速度⁃密度函数、 速度⁃密度函数和初始条件分别见式（５３） ～ （５５）， 采用一阶外推边界条

件， 相关参数 Ｌ ＝ １０ ０００ ｍ， ｖｆ ＝ ２０ ｍ ／ ｓ， τ ＝ ３０ ｓ， Δ ｉ ＝ １０ ｍ， Δｔｎ ＝ ０．２ ｓ ．模拟结果如图 ３ 和图

４ 所示．
运用格式 ２ 中的一阶 Ｇｏｄｕｎｏｖ 格式模拟 ＥＣＨＯ 模型的结果如图 ３ 所示，它反映了车道数

减少及自由流速度降低路段上交通流密度的变化过程．图 ３（ａ）和（ｂ）显示在间断处 （ｘ ＝ ０．３）
上游形成向后传播的时走时停波（宽幅移动阻塞），且随着时间增加宽幅移动阻塞继续向后传

播，如图 ３（ｂ）和（ｃ），直至 ｔ≈１ ９５０ ｓ 时形成如图 ３（ｄ）所示的驻波，与实际交通比较吻合．图 ４
为运用一阶 Ｇｏｄｕｎｏｖ、ＥＯ 和 ＬＬＦ 格式模拟 ＥＣＨＯ 模型在 ｔ ＝ ６００ ｓ 的密度对比图，图 ４（ａ）和
（ｂ）分别对应格式 ２ 和 ３．由图 ４（ａ）或（ｂ）知：无论是格式 ２ 或 ３，相应的一阶 Ｇｏｄｕｎｏｖ、ＥＯ 和

ＬＬＦ 格式模拟的结果差别不大，但数值误差依次增大，与理论分析相符，进而说明利用 ＥＣＨＯ
模型 Ｒｉｅｍａｎｎ 不变量设计的一阶数值格式 ２ 和 ３ 是合理有效的．
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（ａ） ｔ ＝ ４００ ｓ （ｂ） ｔ ＝ ５００ ｓ

（ｃ） ｔ ＝ ９００ ｓ （ｄ） ｔ ＝ １ ９５０ ｓ
图 ３　 交通瓶颈在不同时刻的密度变化（ＥＣＨＯ 模型）

Ｆｉｇ． ３　 Ｄｅｎｓｉｔｙ ｃｈａｎｇｅｓ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ ａｔ ａ ｂｏｔｔｌｅｎｅｃｋ （ＥＣＨＯ ｍｏｄｅｌ）

（ａ） 格式 ２ （ｂ） 格式 ３
（ａ） Ｓｃｈｅｍｅ ２ （ｂ） Ｓｃｈｅｍｅ ３

图 ４　 交通瓶颈在 ｔ ＝ ６００ ｓ 的密度对比图（ＥＣＨＯ 模型）
Ｆｉｇ． ４　 Ｄｅｎｓｉｔｉｅｓ ｆｒｏｍ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｃｈｅｍｅｓ ａｔ ａ ｂｏｔｔｌｅｎｅｃｋ ｆｏｒ ｔ ＝ ６００ ｓ （ＥＣＨＯ ｍｏｄｅｌ）
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３．３　 算例 ３
取车道数 ａ（ｘ） 为常数，ｂ（ｘ） 为

　 　 ｂ（ｘ） ＝ １０ －７， ０．４９ ＜ ｘ ＜ ０．５， ０ ｓ ≤ ｔ ≤ ３０ ｓ，
１．０， ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ ．{ （５８）

扰动条件 ｂ（ｘ） 可视为道路上突然发生交通事故， 或是交通信号灯为红灯， 车辆不能通行．平
衡速度⁃密度函数和速度⁃密度函数分别见式（５３）和（５４），初始条件如式（５５），其中 ρ（ｘ，０） ＝
０．２５ρ ｊａｍ ．采用周期边界条件，相关参数 Ｌ ＝ ２ ０００ ｍ，ｖｆ ＝ ２０ ｍ ／ ｓ，τ ＝ １０ ｓ，Δ ｉ ＝ ２ ｍ，Δｔｎ ＝ ０．０４ ｓ ．
模拟结果如图 ５ 和图 ６ 所示．

（ａ） ＥＬＷＲ 模型（格式 １） （ｂ） ＥＣＨＯ 模型（格式 ３）
（ａ） Ｔｈｅ ＥＬＷＲ ｍｏｄｅｌ （ｓｃｈｅｍｅ １） （ｂ） Ｔｈｅ ＥＣＨＯ ｍｏｄｅｌ （ｓｃｈｅｍｅ ３）

图 ５　 密度随时间的演化（０ ｓ≤ ｔ ≤５００ ｓ， 一阶 Ｇｏｄｕｎｏｖ 格式）
Ｆｉｇ． ５　 Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｄｅｎｓｉｔｙ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ （０ ｓ≤ ｔ ≤５００ ｓ， ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ Ｇｏｄｕｎｏｖ ｓｃｈｅｍｅ）

（ａ） Δｉ ＝ ２ ｍ， Δｔｎ ＝ ０．０４ ｓ （ｂ） Δｉ ＝ １ ｍ， Δｔｎ ＝ ０．０２ ｓ

图 ６　 ＥＣＨＯ 模型在不同格式下的密度对比图 （ ｔ ＝ ５００ ｓ）
Ｆｉｇ． ６　 Ｄｅｎｓｉｔｉｅｓ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ＥＣＨＯ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｃｈｅｍｅｓ （ ｔ ＝ ５００ ｓ）

图 ５（ａ）和（ｂ）分别显示了 ＥＬＷＲ 和 ＥＣＨＯ 模型在初始扰动条件下交通流密度随时间的

演化情况．图 ５（ａ）显示初始扰动导致交通在间断处上游形成高密度区域，但随着时间的增加

逐步消失，最终回到平衡态．图 ５（ｂ）显示初始扰动同样导致交通在间断处上游形成高密度区

域，且随着时间的增加逐步演化为向后传播的时走时停波，表明 ＥＣＨＯ 模型能够刻画非平衡

态交通流，且再现了与实际交通运行更加吻合的时走时停波现象．结合算例 １ 和 ２，进一步表明

ＥＣＨＯ 模型既可以描述平衡态交通流，也可以描述非平衡态交通流，比仅能描述平衡态交通流

７５５乔　 殿　 梁　 　 　 李　 晓　 洋　 　 　 郭　 明　 旻　 　 　 张　 　 鹏



的 ＥＬＷＲ 模型更有优势．
图 ６ 为运用不同的一阶 ＬＬＦ 格式模拟 ＥＣＨＯ 模型在 ｔ ＝ ５００ ｓ 的密度对比图．对比图 ６（ａ）

和（ｂ）不难发现，随着网格加密，３ 种格式模拟结果几乎无甚差别，如图 ６（ｂ）；但在相对较粗网

格下，３ 种格式模拟结果有一定差别，如图 ６（ａ）．相对于格式 １，格式 ２ 和 ３ 的误差较小，进而表

明格式 ２ 和 ３ 的逼近效果更好．此外，表 １ 列出了运用不同一阶 ＬＬＦ 格式模拟的时间，通过比

较表明，格式 ２ 和 ３ 的计算效率比格式 １ 更高．
表 １　 不同格式的运行时间（ＥＣＨＯ 模型）

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｔｉｍｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｃｈｅｍｅｓ （ＥＣＨＯ ｍｏｄｅｌ）

ｓｐａｃｅ ｓｔｅｐ， ｔｉｍｅ ｓｔｅｐ ｓｃｈｅｍｅ １ （ＬＬＦ ｆｌｕｘ） ｓｃｈｅｍｅ ２ （ＬＬＦ ｆｌｕｘ） ｓｃｈｅｍｅ ３ （ＬＬＦ ｆｌｕｘ）

Δｉ ＝ ２ ｍ， Δｔｎ ＝ ０．０４ ｓ １１１．７７ ｓ ７０．６４ ｓ ５５．３９ ｓ

Δｉ ＝ １ ｍ， Δｔｎ ＝ ０．０２ ｓ ４８３．４０ ｓ ２７５．２８ ｓ ２２０．９４ ｓ

４　 结　 　 论

本文基于 ＥＬＷＲ 模型及其加速度方程导出可变车道数和自由流速度的 ＥＣＨＯ 模型，通过

数值模拟验证了由 ＣＨＯ 模型推广获得的 ＥＣＨＯ 模型是合理有效的，能够描述平衡态和非平衡

态交通流，更好地反映了实际交通现象．同时，研究了求解 ＥＣＨＯ 模型的一阶数值格式．一方

面，由于 ＥＣＨＯ 模型为流通间断双曲守恒律方程，运用 δ 映射算法设计得到一阶数值格式 １，
该格式可应用于求解一般的流通间断双曲守恒律方程，对于流通量间断的标量方程（如 ＥＬＷＲ
模型），可设计经典的一阶 Ｇｏｄｕｎｏｖ、ＥＯ 和 ＬＦ（或 ＬＬＦ）格式，但对于矢量方程（或方程组），因
其流通量函数多为解变量的多元函数（如 ＥＣＨＯ 模型），难以设计误差较小的一阶 Ｇｏｄｕｎｏｖ 和

ＥＯ 格式，一般采用简单适用的一阶 ＬＦ（或 ＬＬＦ）格式，只是误差相对较大．另一方面，又因

ＥＣＨＯ 模型为流通间断的各向异性交通流模型，利用其 Ｒｉｅｍａｎｎ 不变量性质，运用局部简化方

法及 δ 映射算法，设计了求解 ＥＣＨＯ 模型的一阶数值格式 ２ 和 ３，且运用不同的一阶 ＬＬＦ 格式

模拟 ＥＣＨＯ 模型，格式 ２ 和 ３ 的逼近效果比格式 １ 更好，计算效率也更高，但格式 ２ 和 ３ 仅适

用于求解流通量间断的各向异性交通流模型．进一步的工作可考虑将设计 ＥＣＨＯ 模型一阶数

值格式的思想与高阶数值方法结合，设计 ＥＣＨＯ 模型的高阶数值格式；还可考虑在非均匀道

路条件下推广其他各向异性交通流模型及其数值格式．
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