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摘要：　 该文首次采用一种组合神经网络的方法，求解了一维时间分数阶扩散方程．组合神经网络

是由径向基函数（ＲＢＦ）神经网络与幂激励前向神经网络相结合所构造出的一种新型网络结构．首
先，利用该网络结构构造出符合时间分数阶扩散方程条件的数值求解格式，同时设置误差函数，使
原问题转化为求解误差函数极小值问题；然后，结合神经网络模型中的梯度下降学习算法进行循环

迭代，从而获得神经网络的最优权值以及各项最优参数，最终得到问题的数值解．数值算例验证了该

方法的可行性、有效性和数值精度．该文工作为时间分数阶扩散方程的求解开辟了一条新的途径．
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引　 　 言

目前，分数阶微积分方程的研究已成为当前数学物理、工程应用、医学研究以及社会经济

等各个领域的研究热点［１］ ．分数阶微积分作为一种有效的建模工具，不仅能够有效地描述分形

几何、幂率现象等，还能刻画出具有“记忆”和“遗传”特性的材料变化过程．分数阶微分方程产

生于一些反常扩散模型，具有深刻的物理背景和丰富的理论内涵．越来越多数学模型的建立需

要引入分数阶微积分方程进行描述，例如污染物在土壤中的迁移、湍流［２］ 和地下水传输［３］ 等．
其中，分数阶扩散方程是分数阶微分方程的一种，它是经典扩散方程（或波方程）的一种推广．在
自然界中，分数阶扩散方程可被用来描述具有分形结构的多孔介质中的反常慢扩散现象．

与整数阶微分方程相比，分数阶微积分算子是非局部的，通常难以获得分数阶微分方程的

解析解，即使能获得，由于解析解大多含有特殊函数，计算过程也非常困难［４］ ．于是，致力于分

数阶扩散方程数值方法的研究越来越多．对于这类方程的数值解，国内外专家学者做了大量的

研究．Ｓｈｅｎ 等提出了时间分数阶扩散方程的一个条件收敛和条件稳定的数值解法［５］；Ｃｈｅｎ（陈
文）等提出 Ｋａｎｓａ 方法用于求解时间分数阶扩散方程［６］；Ｇｏｒｅｎｆｌｏ 等考虑了一种离散随机行走

的方法来求解时间分数阶扩散方程［７］ ．
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近些年来，人工神经网络（ａｒｔｉｆｉｃｉａｌ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ，ＡＮＮ）方面的理论已经在众多领域取得

成功应用．它是由一些通过权值相连的简单神经元节点构成的一个计算结构系统，通过这些神

经单元的相互组合形成网络，并结合相应的算法来解决相关问题．人工神经网络的兴起为解决

分数阶微分方程提供了一个新的思路［８］ ．
本文主要根据一般神经网络拓扑结构，设计出一种新型组合神经网络结构，重点利用组合

神经网络的逼近性能给出解决时间分数阶扩散方程初边值问题的计算方法，同时给出组合神

经网络的学习算法．最后通过一个经典算例，将计算结果与已知方法进行比较，展示出其模型

较为简单、计算精度高的特点．

１　 预 备 知 识

１．１　 组合神经网络结构

人工神经网络简称神经网络（ＮＮ），是基于生物学中神经网络的基本原理，在理解和抽象

了人脑结构和外界刺激响应机制后，以网络拓扑知识为理论基础，模拟人脑神经系统对复杂信

息处理机制的一种数学模型．因其独特的知识表示方式和智能化的自适应学习能力，引起各学

科领域的广泛关注［９］ ．
神经网络实际上是一个由大量简单节点（或称神经元）相互连接而成的复杂网络．在神经

网络中，进行处理信息的单元主要分为 ３ 类：输入单元、输出单元和隐层单元．输入单元接受外

部世界的信号与数据；输出单元实现系统处理结果的输出；隐层单元是处在输入和输出单元之

间，不能由系统外部观察的单元．在隐层单元中，每一个节点代表一种特定的输出函数，这类输

出函数称为激活函数（ａｃｔｉｖａｔｉｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ）．同时，每个隐层节点与输出单元之间设有加权值，隐
层输出值乘以各自的权重传输到输出层，在输出层中进行求和．我们把这类加权值称之为权重

（ｗｅｉｇｈｔ），神经元间的连接权值反映出了单元间的连接强度．神经网络的输出结果则取决于网

络的结构、网络的连接方式、权重和激活函数．神经网络就是通过这样的方式来模拟人类的记

忆，它具有高度的非线性，能够进行复杂的逻辑操作和非线性关系的实现［１０］ ．
为了解决分数阶扩散方程初边值问题，本文构造了一个新型神经网络结构，称之为组合神

经网络．它是由传统的 ＲＢＦ 神经网络与幂激励前向神经网络结合而成，这两种神经网络在非

线性函数逼近方面能够表现出良好的性能．组合神经网络是由两个输入神经元和一个输出神

经元组成的四层前馈神经结构，当每个输入值进入隐层后，代入新设定的激励函数得到隐层输

出值，然后乘以其各自的权重进行相加，再进入输出层得出结果．根据以上描述，所构造的组合

神经网络结构如下：
输入层

　 　
Ｕ１

１ ＝ ｘ，

Ｕ１
２ ＝ ｔ；{ （１）

第一隐层

　 　
Ｕ２

１，ｉ ＝ ｆ（Ｕ１
１），　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ，

Ｕ２
２， ｊ ＝ ｇ（Ｕ１

２），　 　 ｊ ＝ １，２，…，ｍ；{ （２）

第二隐层

　 　 Ｕ３
ｉ， ｊ ＝ Ｕ２

１，ｉ·Ｕ２
２， ｊ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ， ｊ ＝ １，２，…，ｍ； （３）

输出层
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　 　 Ｎ（ｘ，ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑
ｍ

ｊ ＝ １
（ａｉ， ｊ·Ｕ３

ｉ， ｊ） ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
（ａｉ，０·Ｕ２

１，ｉ） ＋ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
（ａ０， ｊ·Ｕ２

２， ｊ） ＋ ａ０，０ ． （４）

其结构图如图 １ 所示．

图 １　 组合神经网络结构图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ

该网络结构为一般情况下的结构模型，对于分数阶偏微分方程要结合初始条件和边界条

件来构造满足相应条件的数值解形式．因此，通过给出一个偏微分方程问题的边界或初始条

件，就可以利用该组合神经网络结构来解决问题．
１．２　 分数阶微积分相关定义、性质

在利用上述组合神经网络结构来解决时间分数阶扩散方程之前，首先介绍一些分数阶导

数的一般概念和基本定义，这些概念和基本定义存在于所解决的问题中．众所周知，随着分数

阶微积分理论的发展，研究者们引入了各种各样的定义，常用的有 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶微

分和 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶微分．这里，只讨论 Ｃａｐｕｔｏ 提出的最常用的分数阶微分定义［１１］：

　 　 ＣＤα
ｘ（ｕ（ｘ）） ＝

ｄｋｕ（ｘ）
ｄｘｋ ， α ＝ ｋ ∈ Ｎ，

１
Γ（ｋ － α） ∫

ｘ

ｃ

ｕ（ｋ）（τ）
（ｘ － τ） α－ｋ＋１ ｄτ， ０ ≤ ｋ － １ ＜ α ＜ ｋ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（５）

式中， ｕ（ｘ） 是在有限区间 ［ａ，ｂ］ 上 ｋ 阶连续可导的函数，Γ（·）为 Ｇａｍｍａ 函数．
Ｃａｐｕｔｏ 分数阶微分的性质如下：
　 　 Ｄα

０（Ｃ） ＝ ０，　 　 Ｃ ＝ ｃｏｎｓｔ，

　 　 ＣＤα
ｘ（ｘβ） ＝

０， β ∈ Ｚ ＋， ｋ ＜ ［α］，
Γ（β ＋ １）

Γ（β ＋ １ － α）
ｘβ －α， β ∈ Ｚ ＋， ｋ ≥ ［α］，

ì

î

í

ïï

ïï

（６）
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式中， ［α］ 为大于 α 的最小正整数．
根据所解决的问题为时间分数阶扩散方程，给出该方程的一般形式为

　 　 Ｃ
０Ｄα

ｔ ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｄ ∂２ｕ（ｘ，ｔ）
∂ｘ２

－ ａ ∂ｕ（ｘ，ｔ）
∂ｘ

＋ ｆ（ｘ，ｔ），　 　 ０ ＜ ｘ ＜ １， ｔ ＞ ０， （７）

初始条件

　 　 ｕ（ｘ，０） ＝ ｇ０（ｘ），
边界条件

　 　 ｕ（０，ｔ） ＝ ｈ０（ ｔ）， ｕ（１，ｔ） ＝ ｈ１（ ｔ），
式中， ｆ（ｘ，ｔ） 为连续实函数．

接下来，将所设计的多层前馈神经网络用于解决时间分数阶扩散方程．

２　 组合神经网络一般方法

２．１　 数值解形式的构造以及离散化

近十年来，一些幂级数法（ｐｏｗｅｒ ｓｅｒｉｅｓ ｍｅｔｈｏｄ）被用于求解具有初始或边界条件的一系列

偏微分方程．大量研究表明，这种方法是解决复杂数学问题的有力工具［１２⁃１３］ ．如前所述，本文将

幂级数法与神经网络相结合，构成幂激励前向型神经网络，同时与传统 ＲＢＦ 神经网络相组合，
进而求解分数阶扩散方程（７）．根据该方法的基本思想，本文将定义在 Ω ＝ ［０，１］ × ［０，Ｔ］ 上的

解函数 ｕ（ｘ，ｔ） 用多项式的形式来表示，其中时间项 ｔ 用幂级数的形式表示，对于空间项 ｘ， 则

用 ＲＢＦ 神经网络中的核函数来表示，一般取 Ｇａｕｓｓ 函数作为核函数，具体形式如下：

　 　 ｕｎ，ｍ（ｘ，ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ ０
∑
ｍ

ｊ ＝ ０
ａｉ， ｊｅＡｉ（ｘ－ｃｉ） ２ ｔ ｊ， （８）

式中， ａｉ， ｊ 为常系数（ ｉ ＝ ０，１，…，ｎ； ｊ ＝ ０，１，…，ｍ），Ａｉ 为基函数扩展常数的倒数，ｃｉ 为中心点．
应当注意的是，当且仅当解函数在开集 （０，１） × （０，Ｔ） 中是可微的时候，解函数可以表示

成上述的形式，所以可以合理地利用所设计的神经网络的输出值来表示该多项式．这种组合方

法提高了解函数的准确性，从而能够解决更为复杂的关系．
在运用上述多项式来解决时间分数阶扩散方程时，同时要考虑满足初始和边界条件，所以

构造如下的测试解形式：
　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ Ｋ（ｘ，ｔ） ＋ ｘ（１ － ｘ） ｔＮ（ｘ，ｔ）， （９）

其中

　 　 Ｋ（ｘ，ｔ） ＝ （１ － ｘ）ｈ０（ ｔ） ＋ ｘｈ１（ ｔ） ＋ ｇ０（ｘ） － ［（１ － ｘ）ｇ０（０） ＋ ｘｇ０（１）］，
式中， Ｎ（ｘ，ｔ） 为神经网络的输出值．

将式（９）代入式（７），则上述时间分数阶对流扩散方程变为如下形式：

　 　 Ｃ
０Ｄα

ｔ ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｄ ∂２ｕ（ｘ，ｔ）
∂ｘ２

－ ａ ∂ｕ（ｘ，ｔ）
∂ｘ

＋ ｆ（ｘ，ｔ），　 　 （ｘ，ｔ） ∈ Ω， （１０）

式中

　 　 Ｃ
０Ｄα

ｔ ｕ（ｘ，ｔ） ＝Ｃ
０Ｄα

ｔ （Ｋ（ｘ，ｔ）） ＋ ｘ（１ － ｘ） Ｃ
０Ｄα

ｔ （ ｔＮ（ｘ，ｔ）），

　 　 ∂ｕ（ｘ，ｔ）
∂ｘ

＝ ｔ［（１ － ２ｘ）Ｎ（ｘ，ｔ） ＋ （ｘ － ｘ２）Ｎｘ（ｘ，ｔ）］ ＋ Ｋｘ（ｘ，ｔ），

　 　 ∂２ｕ（ｘ，ｔ）
∂ｘ２

＝ ｔ［ － ２Ｎ（ｘ，ｔ） ＋ （２ － ４ｘ）Ｎｘ（ｘ，ｔ） ＋ （ｘ － ｘ２）Ｎｘｘ（ｘ，ｔ）］ ＋ Ｋｘｘ（ｘ，ｔ），
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　 　 Ｃ
０Ｄα

ｔ Ｎ（ｘ，ｔ） ＝Ｃ
０Ｄα

ｔ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑
ｍ

ｊ ＝ １
ａｉ， ｊｅＡｉ（ｘ－ｃｉ） ２ ｔ ｊ ＋１( ) ＋ Ｃ

０Ｄα
ｔ ∑

ｍ

ｊ ＝ １
ａ０， ｊ ｔ ｊ

＋１( ) ＋ Ｃ
０Ｄα

ｔ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ａｉ，０ｅＡｉ（ｘ－ｃｉ） ２ ｔ( ) ＝

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑
ｍ

ｊ ＝ １
ａｉ， ｊｅＡｉ（ｘ－ｃｉ） ２ Γ（ ｊ ＋ ２）

Γ（ ｊ ＋ ２ － α）
ｔ ｊ ＋１－α ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ １
ａ０， ｊ

Γ（ ｊ ＋ ２）
Γ（ ｊ ＋ ２ － α）

ｔ ｊ ＋１－α ＋

　 　 　 　 Γ（２）
Γ（２ － α）

ｔ１－α∑
ｎ

ｉ ＝ １
ａｉ，０ｅＡｉ（ｘ－ｃｉ） ２，

其中

　 　 Ｎ（ｘ，ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑
ｍ

ｊ ＝ １
ａｉ， ｊｅＡｉ（ｘ－ｃｉ） ２ ｔ ｊ ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ １
ａ０， ｊ ｔ ｊ ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ａｉ，０ｅＡｉ（ｘ－ｃｉ） ２，

　 　 Ｎｘ（ｘ，ｔ） ＝ ２∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑
ｍ

ｊ ＝ １
ａｉ， ｊｅＡｉ（ｘ－ｃｉ） ２Ａｉ（ｘ － ｃｉ） ｔ ｊ ＋ ２∑

ｎ

ｉ ＝ １
ａｉ，０ｅＡｉ（ｘ－ｃｉ） ２Ａｉ（ｘ － ｃｉ），

　 　 Ｎｘｘ（ｘ，ｔ） ＝ ２∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑
ｍ

ｊ ＝ １
ａｉ， ｊＡｉ［ｅＡｉ（ｘ－ｃｉ） ２（１ ＋ ２Ａｉ（ｘ － ｃｉ） ２）］ ｔ ｊ ＋

　 　 　 　 ２∑
ｎ

ｉ ＝ １
ａｉ，０Ａｉ［ｅＡｉ（ｘ－ｃｉ） ２（１ ＋ ２Ａｉ（ｘ － ｃｉ） ２）］，

　 　 Ｋｘ（ｘ，ｔ） ＝ － ｈ０（ ｔ） ＋ ｈ１（ ｔ） ＋ ｇ′０（ｘ） － ｇ０（０） － ｇ０（１），
　 　 Ｋｘｘ（ｘ，ｔ） ＝ ｇ″０（ｘ） ．
现在，将设定一组网格点对该方程进行离散化．对于正整数 ｎ 和 ｍ，设 Ωｐ，ｑ 为一矩形区域，

在矩形区域内存在配点 （ｘｐ，ｔｑ） ＝ （ｐ ／ ｎ′，ｑ ／ ｍ′），其中 ｐ ＝ ０，１，…，ｎ′；ｑ ＝ ０，１，…，ｍ′， 然后将配

点代入上述方程，该问题则简化为以下方程：

　 　 Ｃ
０Ｄα

ｔ ｕ（ｘｐ，ｔｑ） ＝ ｄ
∂２ｕ（ｘｐ，ｔｑ）

∂ｘ２
－ ａ

∂ｕ（ｘｐ，ｔｑ）
∂ｘ

＋ ｆ（ｘｐ，ｔｑ），　 　 （ｘｐ，ｔｑ） ∈ Ωｐ，ｑ ． （１１）

接下来，将利用组合神经网络的方法构造一个迭代过程来求解方程（１１）．
２．２　 误差函数的设定

众所周知，在神经网络中为了得到解决该问题的最优权值 ａｉ， ｊ 以及各项系数 ｃｉ，Ａｉ， 需要

设定一个有效的标准来度量每次网络训练学习所产生的误差，本文采用最小均方函数（ＬＭＳ）
来衡量解的精度［１４］ ．对于分数阶扩散方程来说，该误差函数设定为下式：

　 　 Ｅｐ，ｑ ＝
１
２

Ｃ
０Ｄα

ｔ ｕ（ｘｐ，ｔｑ） － ｄ
∂２ｕ（ｘｐ，ｔｑ）

∂ｘ２
＋ ａ

∂ｕ（ｘｐ，ｔｑ）
∂ｘ

－ ｆ（ｘｐ，ｔｑ）
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

，

　 　 （ｘｐ，ｔｑ） ∈ Ωｐ，ｑ ． （１２）
接下来，通过训练对误差大小的判定，本文将原来正向传播的通路反向传回，并对每个隐

层的各个神经元的权值以及各项系数进行修正，以期望误差趋向于 ０．有关这类技术方法更多

的细节可以参见文献［１４］．
２．３　 学习算法的确定

为了使神经网络设定的误差函数不断减小，需要不断地调节初始权值以及其他初始参数，
当误差函数最小时，本文将得到最优权值以及最优参数值．本小节将尝试构建一个增量学习算

法，它是以最小化误差函数作为目标的一种自我学习机制，称之为梯度下降法．下面将简要介

绍该算法．
首先，任意地设置初始权值 ａｉ， ｊ（ ｉ ＝ ０，１，…，ｎ； ｊ ＝ ０，１，…，ｍ），以及初始扩展常数倒数 Ａｉ

和初始中心点 ｃｉ ．然后，设定权值以及其他参数的调整量［８］：
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　 　 ａｉ， ｊ（ ｒ ＋ １） ＝ ａｉ， ｊ（ ｒ） ＋ Δａｉ， ｊ（ ｒ）， （１３）
　 　 Ａｉ（ ｒ ＋ １） ＝ Ａｉ（ ｒ） ＋ ΔＡｉ（ ｒ）， （１４）
　 　 ｃｉ（ ｒ ＋ １） ＝ ｃｉ（ ｒ） ＋ Δｃｉ（ ｒ）， （１５）

其中

　 　 Δａｉ， ｊ（ ｒ） ＝ － η·
∂Ｅｐ，ｑ

∂ａｉ， ｊ

＋ γ·Δａｉ， ｊ（ ｒ － １），

　 　 ΔＡｉ（ ｒ） ＝ － η·
∂Ｅｐ，ｑ

∂Ａｉ

＋ γ·ΔＡｉ（ ｒ － １），

　 　 Δｃｉ（ ｒ） ＝ － η·
∂Ｅｐ，ｑ

∂ｃｉ
＋ γ·Δｃｉ（ ｒ － １），

式中， η，γ 分别为学习率和动量项常数，由于算法中梯度下降的特性，在神经网络中反向传播

时对学习率和动量常数的取值非常敏感，通常取较小的值， ｒ 为循环的次数．上述偏导数项可

表示为

　 　
∂Ｅｐ，ｑ

∂ａｉ， ｊ

＝ （ Ｃ
０Ｄα

ｔ ｕ（ｘｐ，ｔｑ） － ｄｕｘｘ（ｘｐ，ｔｑ） ＋ ａｕｘ（ｘｐ，ｔｑ） － ｆ（ｘｐ，ｔｑ）） ×

　 　 　 　
∂Ｃ

０Ｄα
ｔ ｕ（ｘｐ，ｔｑ）
∂ａｉ， ｊ

－ ｄ
∂ｕｘｘ（ｘｐ，ｔｑ）

∂ａｉ， ｊ

＋ ａ
∂ｕｘ（ｘｐ，ｔｑ）

∂ａｉ， ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１６）

　 　
∂Ｅｐ，ｑ

∂Ａｉ

＝ （ Ｃ
０Ｄα

ｔ ｕ（ｘｐ，ｔｑ） － ｄｕｘｘ（ｘｐ，ｔｑ） ＋ ａｕｘ（ｘｐ，ｔｑ） － ｆ（ｘｐ，ｔｑ）） ×

　 　 　 　
∂Ｃ

０Ｄα
ｔ ｕ（ｘｐ，ｔｑ）
∂Ａｉ

－ ｄ
∂ｕｘｘ（ｘｐ，ｔｑ）

∂Ａｉ

＋ ａ
∂ｕｘ（ｘｐ，ｔｑ）

∂Ａｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１７）

　 　
∂Ｅｐ，ｑ

∂ｃｉ
＝ （ Ｃ

０Ｄα
ｔ ｕ（ｘｐ，ｔｑ） － ｄｕｘｘ（ｘｐ，ｔｑ） ＋ ａｕｘ（ｘｐ，ｔｑ） － ｆ（ｘｐ，ｔｑ）） ×

　 　 　 　
∂Ｃ

０Ｄα
ｔ ｕ（ｘｐ，ｔｑ）
∂ｃｉ

－ ｄ
∂ｕｘｘ（ｘｐ，ｔｑ）

∂ｃｉ
＋ ａ

∂ｕｘ（ｘｐ，ｔｑ）
∂ｃｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１８）

因此，通过对每一个点进行循环训练，最终可得到最优结果．下面通过具体的数值算例验

证该方法的可行性和有效性．

３　 计 算 实 例

本节通过运用计算机软件 ＭＡＴＬＡＢ 进行编程对算例模拟，进而验证说明本文提出的组合

神经网络方法的可靠性和准确性．
首先，为了表明方法数值解的准确性，定义如下的绝对误差、相对误差和平均相对误差：
　 　 Ｅａｂ ＝ ｕｅｘ（ｘｐ，ｔｑ） － ｕｎｕｍ（ｘｐ，ｔｑ） ， （１９）

　 　 Ｅ２ ＝
ｕｅｘ（ｘｐ，ｔｑ） － ｕｎｕｍ（ｘｐ，ｔｑ）

ｕｅｘ（ｘｐ，ｔｑ）
， （２０）

　 　 Ｅ３ ＝
∑
ｎ′

ｐ ＝ １
∑
ｍ′

ｑ ＝ １
（ｕｅｘ（ｘｐ，ｔｑ） － ｕｎｕｍ（ｘｐ，ｔｑ）） ２

∑
ｎ′

ｉ ＝ ｐ
∑
ｍ′

ｊ ＝ ｑ
（ｕｅｘ（ｘｐ，ｔｑ）） ２

， （２１）
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式中， ｕｅｘ（ｘｐ，ｔｑ） 和 ｕｎｕｍ（ｘｐ，ｔｑ） 分别表示计算点 （ｘｐ，ｔｑ） 上物理量的精确解和数值解．
例 １　 给定时间分数阶对流扩散方程：

　 　

∂αｕ（ｘ，ｔ）
∂ｔα

－ ∂２ｕ（ｘ，ｔ）
∂ｘ２

＋ ∂ｕ（ｘ，ｔ）
∂ｘ

＝ ｆ（ｘ，ｔ）， （ｘ，ｔ） ∈ ［０，１］ × ［０，１］，

ｕ（ｘ，０） ＝ ０， ｘ ∈ ［０，１］，
ｕ（０，ｔ） ＝ ｕ（１，ｔ） ＝ ０， ｔ ∈ ［０，１］，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２２）

式中

　 　 ｆ（ｘ，ｔ） ＝ Γ（４ ＋ α） ｔ３

６
ｓｉｎ（πｘ） ＋ π ２ ｔ３＋αｓｉｎ（πｘ） ＋ πｔ３＋αｃｏｓ（πｘ），

其精确解为

　 　 ｕｅｘ（ｘ，ｔ） ＝ ｔ３＋αｓｉｎ（πｘ） ．
设置如下参数：分数阶阶数 α ＝ ０．２， 时间步长为 Δｔ， 空间步长为 Δｈ ．时间项隐层神经元节点

数 ｍ ＝ １０， 空间项隐层神经元节点数 ｎ ＝ １５， 学习率 μ ＝ ０．００１， 训练循环次数 ｒ ＝ １ ０００．
图 ２ 给出了时间步长与空间步长为 Δｔ ＝ Δｈ ＝ ０．０２ 时的数值解分布，图 ３ 和图 ４ 给出了相

应的绝对误差与相对误差分布情况，由上述图像可以看出数值解与解析解吻合较好．但由于边

界点处导数的近似不准确，边界节点处的数值精度相对于中心区域稍微偏低［６］ ．

图 ２　 α ＝ ０．２，Δｔ ＝ Δｈ ＝ ０．０２ 时的数值解图像

Ｆｉｇ． ２　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ α ＝ ０．２，Δｔ ＝ Δｈ ＝ ０．０２

表 １　 平均相对误差 Ｅ３ 在不同时间步长下的比较

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｍｅａｎ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ Ｅ３ ｂｅｔｗｅｅｎ ｃａｓｅｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｉｍｅ ｓｔｅｐｓ

ｎｏｄｅ ｐｏｉｎｔ ｘ
ｍｅａｎ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ Ｅ３（Δｈ ＝ ０．０２，α ＝ ０．２）

Δｔ ＝ ０．０５ Δｔ ＝ ０．０２

０．１ ３．８００ ０×１０－３ ７．１８７ ６×１０－３

０．２ ３．１２５ ８×１０－４ ２．７３０ ９×１０－４

０．３ ２．５０７ ４×１０－４ １．７３０ ９×１０－４

０．４ １．８２８ ９×１０－５ １．５０９ ０×１０－５

０．５ ２．９５２ ８×１０－５ ９．７６２ ０×１０－６

０．６ ４．８７０ ９×１０－６ ３．３８０ ８×１０－６

０．７ ４．４６９ ３×１０－６ ２．４７８ ４×１０－６

０．８ ３．６９８ ７×１０－６ １．９９７ ６×１０－６

０．９ ３．５２１ ９×１０－６ １．７８５ ２×１０－６

　 　 表 １ 列出了空间步长为 Δｈ ＝ ０．０２， 不同时间步长下，各节点处数值解的平均相对误差．由
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表 １ 可以看出，当在相同时间步长下，随着节点位置逐渐增大平均相对误差逐渐减小；在相同

节点位置处，除 ｘ ＝ ０．１ 外，随着时间步长的减小平均相对误差逐渐减小．在配置节点较少的情

况下，该方法能获得较满意的结果，同时也验证了该方法是稳定收敛的．

图 ３　 α ＝ ０．２，Δｔ ＝ Δｈ ＝ ０．０２ 时的绝对误差图像 图 ４　 α ＝ ０．２，Δｔ ＝ Δｈ ＝ ０．０２ 时的相对误差图像

Ｆｉｇ． ３　 Ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｅｘａｃｔ ａｎｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｆｉｇ． ４　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｅｘａｃｔ ａｎｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ
ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ α ＝ ０．２，Δｔ ＝ Δｈ ＝ ０．０２ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ α ＝ ０．２，Δｔ ＝ Δｈ ＝ ０．０２

接下来将组合神经网络方法所得结果与文献［１５］中近似格式方法所得结果进行比较，其
中分数阶阶数为 α ＝ ０．５， 结果如表 ２ 所示．

表 ２　 两种方法的最大绝对误差比较

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｍａｘｉｍｕｍ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ２ ｍｅｔｈｏｄｓ

Δｈ Δｔ
ｍａｘｉｍｕｍ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ

ｔｈｅ ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ
ｒｅｆ． ［１５］

１
２０

１
２０ ５．６１０ ９×１０－４ ３．５３８ ０×１０－３

１
４０

１
４０ ２．７９６ ２×１０－４ １．０９２ ４×１０－３

１
８０

１
８０ ８．６７４ ０×１０－５ ３．４６８ ４×１０－４

１
１６０

１
１６０ ６．１１２ ６×１０－５ １．１２８ ２×１０－４

　 　 由表 ２ 可知，这两种方法的计算精度均较高，但是在相同的参数下，本文所提出的组合神

经网络方法比文献［１５］中的方法计算误差更小，结果更加精确，数值结果与理论结果相一致，
这进一步说明了本文计算方法的优越性．

４　 结　 　 论

本文以人工神经网络理论为基础，通过结合 ＲＢＦ 神经网络与幂激励型神经网络，构造出

一种新型的网络框架，即组合神经网络．同时结合神经网络梯度下降学习算法，提出了时间分

数阶扩散方程初边值问题的组合神经网络算法．
数值算例结果表明，所提出算法得到的结果具有较高的计算精度，除了能得到各节点处的

近似值，还可以得到相邻节点间任意指定位置的近似值，此外该方法收敛速度较快，为分数阶

微分方程数值计算开辟了一条新的道路，能更好地解决众多领域中面临的分数阶微分方程的

问题，具有一定的应用价值．
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但是，本文所确定的梯度下降学习算法存在着一定的缺陷，当目标函数更加复杂时，会容

易收敛到非最小值点，如何进一步优化学习算法，还有待进一步的研究．
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