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摘要：　 该文基于一类 ＨＩＶ⁃１ 感染免疫治疗模型，研究了一类具有脉冲免疫治疗的 ＨＩＶ⁃１ 感染模

型．借助脉冲微分方程理论，研究了脉冲免疫治疗模型解的非负性和一致有界性．利用 Ｆｌｏｑｕｅｔ 乘子

理论和微分方程的比较定理，推导出脉冲免疫模型无感染周期解局部和全局渐近稳定以及 ＨＩＶ⁃１
一致持续的阈值条件．通过数值模拟，比较了 ３ 种不同治疗方案的治疗效果，验证了脉冲免疫治疗

的有效性．数值模拟结果表明，当药物输入量足够大或服药间隔适当短时，从理论上可以有效控制

甚至根除病毒．
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引　 　 言

自艾滋病出现以来，其高感染率和死亡率严重威胁着人类的健康，抗 ＨＩＶ 药物和疫苗一

直在研究当中［１］ ．现阶段，ＡＩＤＳ 虽不能完全被治愈，但已成为一个可控的传染病．已有大量文

献用数学模型来描述对 ＨＩＶ 携带者进行药物治疗或免疫治疗的治疗过程，并进行相应的评价

分析［２⁃１５］ ．其中，文献［３⁃６］均假设药物连续输入，而文献［７⁃１５］则考虑在固定时刻周期性地定

量输入药物或免疫因子的情形．通常使用的因子有白细胞介素⁃２（ ＩＬ⁃２）、白细胞介素⁃７ 等．其
中，ＩＬ⁃２ 具有促进 ＣＤ４＋Ｔ 细胞增殖的功能［１４⁃１８］ ．基于 ＩＬ⁃２ 的免疫机制，文献［２］建立具有免疫

治疗的 ＨＩＶ 感染模型：
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（１）

其中， Ｔ（ ｔ） 和 Ｖ（ ｔ） 分别表示 ｔ 时刻血浆中单位体积内未被感染的 ＣＤ４＋Ｔ 细胞和游离的 ＨＩＶ
数量， ｓ１ 表示胸腺等细胞产生 ＣＤ４＋Ｔ 细胞的速率， μ 表示 ＣＤ４＋Ｔ 细胞的死亡率， ｋ 表示 ＣＤ４＋Ｔ
细胞被 ＨＩＶ 感染的速率， ｃ 表示 ＨＩＶ 的损失率， ｒ（ ｔ） 是 ＩＬ⁃２ 治疗函数．ｓ２Ｖ（ ｔ） ／ （ｂ１ ＋ Ｖ（ ｔ）） 和
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ｇＶ（ ｔ） ／ （ｂ２ ＋ Ｖ（ ｔ）） 分别表示 ＨＩＶ 对 ＣＤ４＋Ｔ 细胞增殖的抑制作用和 ＨＩＶ 的输入速率，其中， ｓ２
表示 ＨＩＶ 对 ＣＤ４＋Ｔ 细胞增殖的最大抑制速率， ｇ 表示 ＨＩＶ 的最大输入速率， ｂ１ 和 ｂ２ 表示 ＨＩＶ
的半饱和常数，参数均为正常数．

对于模型（１），ＩＬ⁃２ 的连续输入引起 ＣＤ４＋Ｔ 细胞的增长率（即 ｒ（ ｔ）Ｔ（ ｔ）） 呈连续性变化．
但在临床治疗中，通常所采用的药物输入是间歇性的，其所对应的模型应为脉冲动力系

统［７⁃１４，１９］ ．同时，模型（１）中并未考虑病毒的自然清除这一客观事实，而文献［３⁃１３］中对其都有

刻画和考虑．因此，本文将基于模型（１），既考虑 ＨＩＶ 的自然死亡率，又考虑药物治疗按固定时

刻定量输入的方式实施，即采用周期性定量注射 ＩＬ⁃２ 的方式以促进体内 ＣＤ４＋Ｔ 细胞的增加．
如此，所得模型为

　 　

ｄＴ
ｄｔ

＝ ｓ１ －
ｓ２Ｖ

ｂ１ ＋ Ｖ
－ μ１Ｔ － ｋＶＴ，
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其中，正数 ｒ 表示注射一定量的 ＩＬ⁃２ 后体内每次所增加的 ＣＤ４＋Ｔ 细胞数量， μ １ 和 μ ２ 分别表示

ＣＤ４＋Ｔ 细胞和 ＨＩＶ 的自然死亡率．在 ＨＩＶ 感染过程中，文献［２０］研究了胸腺等细胞产生 ＣＤ４＋Ｔ
细胞的速率 ｓ１ 始终大于 ＨＩＶ 对 ＣＤ４＋Ｔ 细胞的最大抑制速率 ｓ２ 的情形．于是，本文假设 ｓ１ ＞ ｓ２ ．

本文结构如下： 首先，作为预备知识，介绍了脉冲微分系统和线性齐次周期系数系统等基

本理论； 其次，使用 Ｆｌｏｑｕｅｔ 乘子理论和微分方程的比较定理，讨论了系统（２）解的非负性和一

致有界性，并给出了无感染周期解局部和全局渐近稳定的阈值条件以及病毒一致持续的充分

条件； 最后，通过数值模拟，比较了 ３ 种不同治疗方案的治疗效果，验证了脉冲免疫治疗的有

效性．

１　 预 备 知 识

引理 １［１２］ 　 脉冲微分系统

　 　

ｄｕ（ ｔ）
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＝ ａ － ｂｕ（ ｔ），　 　 ｔ ≠ ｎτ， ｎ ∈ Ｎ，

ｕ（ ｔ ＋） ＝ ｕ（ ｔ） ＋ ｐ， ｔ ＝ ｎτ， ｎ ∈ Ｎ，
ａ ＞ ０， ｂ ＞ ０， ｐ ＞ ０，
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存在唯一全局渐近稳定的正周期解

　 　 ｕ∗（ ｔ） ＝ ａ
ｂ

＋ ｐｅ －ｂ（ ｔ －ｎτ）

１ － ｅ －ｂτ ，　 　 ｎτ ＜ ｔ ≤ （ｎ ＋ １）τ， ｎ ∈ Ｎ ．

对于线性齐次周期系数系统

　 　 ｘ′ ＝ Ａ（ ｔ）ｘ，　 　 ｔ ∈ Ｒ， ｘ ∈ Ｒｎ， （３）
其中， Ａ（ ｔ） 在 Ｒ 上连续并且是以 ｗ（ｗ ＞ ０） 为周期的 ｎ × ｎ 矩阵函数，即 Ａ（ ｔ） ＝ Ａ（ｗ ＋ ｔ） ．

若 Ｘ（ ｔ） 是系统（３） 的一个基解矩阵，则 Ｘ（ ｔ ＋ ｗ） 也是系统（３）的基解矩阵．
定义 １［２１］ 　 称满足 Ｘ（ ｔ ＋ ｗ） ＝ Ｘ（ ｔ）Ｍ（ ｔ ∈ Ｒ） 的矩阵 Ｍ为系统（３） 关于 Ｘ（ ｔ） 的单值矩

阵，其特征根 σ ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ） 称为系统（３）的 Ｆｌｏｑｕｅｔ 乘子．
引理 ２［２２］ 　 系统（３）的零解是
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１） 稳定的，当且仅当系统（３）的一切 Ｆｌｏｑｕｅｔ 乘子的模都不大于 １，并且每个模等于 １ 的

Ｆｌｏｑｕｅｔ 乘子都对应矩阵 Ｍ 的 Ｊｏｒｄａｎ 标准形中的一阶 Ｊｏｒｄａｎ 块；
２） 渐近稳定的，当且仅当系统（３）的一切 Ｆｌｏｑｕｅｔ 乘子的模都小于 １．
为了后续讨论 ＨＩＶ 病毒的持续性，引入如下定义及引理．
设 Ｘ是一个以 ｄ为度量的局部紧度量空间，Ｆ是 Ｘ的一个闭子集．∂Ｆ和 ｉｎｔ Ｆ分别表示集合

Ｆ 的边界和内部．设 π 是集合 Ｆ 上的一个半动力系统［２１］ ．
定义 ２［２３］ 　 如果存在 ξ ＞ ０，对所有的 ｕ∈Ｆ ＼Σ，有 ｌｉｍｔ→＋∞ ｄ（π（ｕ，ｔ），Σ） ＞ ξ，则称集合Ｆ

的子集 Σ 为一致斥子．
对于一个局部紧度量空间的一个闭子集 Ｆ上所定义的半流，如果 Ｆ 的边界是排斥的，那么

半流是一致持续的．由文献［２３］引入如下引理．
引理 ３［２３］ 　 设 Σ是 Ｘ的一个紧子集，使得 Ｘ ＼Σ是正不变集．Σ为一致斥子的充要条件是存

在 Σ 的一个邻域 Ｕ 和一个连续函数 Ｐ：Ｘ → Ｒ ＋ 满足

１） Ｐ（ｕ） ＝ ０ 当且仅当 ｕ ∈ Σ；
２） 对所有的 ｕ ∈ Ｕ ＼Σ，存在 Ｔｕ ＞ ０ 使得 Ｐ（π（ｕ，Ｔｕ）） ＞ Ｐ（ｕ） ．

２　 解的非负性与有界性

定理 １　 设 Ｔ（ ｔ），Ｖ（ ｔ） 是模型（２） 满足初值条件 Ｔ（０ ＋） ≥０，Ｖ（０ ＋） ≥０的任一解，则对所

有 ｔ ≥ ０ 有 Ｔ（ ｔ） ≥ ０，Ｖ（ ｔ） ≥ ０．
证明　 首先考虑模型（２）无脉冲时解的非负性．
先证 Ｖ（ ｔ） 的非负性．显然，Ｖ（ ｔ） ＝ ０ 是模型（２） 前两个方程的一个解．由解的存在唯一性

得，对所有非负初值 Ｖ（０ ＋），当 ｔ ≥ ０ 时有 Ｖ（ ｔ） ≥ ０．
再证 Ｔ（ ｔ） 的非负性．设当 Ｔ（０ ＋） ≥ ０ 时，对所有的 ｔ ≥０ 有 Ｔ（ ｔ） ≥ ０．否则存在 ｔ１ ＞ ０，使

得 Ｔ（ ｔ１） ＝ ０，Ｔ′（ ｔ１） ≤０并且对于 ｔ∈［０，ｔ１），有 Ｔ（ ｔ） ＞ ０．另外， 在 ｔ ＝ ｔ１ 时刻， 由模型（２） 的

第一个方程得 Ｔ′（ ｔ１） ＞ ０．显然矛盾，故假设不成立．即， 当 Ｔ（０ ＋） ≥ ０ 时， 对所有的 ｔ ≥ ０ 有

Ｔ（ ｔ） ≥ ０．
综上可知，模型（２）无脉冲时的解是非负的．
因模型（２）中输入量 ｒ ＞ ０，而无脉冲时模型（２） 的解是非负的．在此基础上，进一步保证

了 Ｔ（ ｔ） 和 Ｖ（ ｔ） 的非负性．证毕．
另外，由模型（２）的第二个方程知

　 　 ｄＶ
ｄｔ

≤ ｇ
ｂ２

－ μ ２ － ｃＴ（ ｔ）é

ë
êê

ù

û
úú Ｖ（ ｔ） ．

于是，当 ｇ≤ μ ２ｂ２ 时有 ｌｉｍｔ→＋∞ Ｖ（ ｔ） ＝ ０．进一步，根据极限系统理论和引理 １易知模型（２） 存在
唯一全局渐近稳定的无感染周期解．因此，下面仅讨论 ｇ ＞ μ ２ｂ２ 时模型（２）解的动力学行为．

定理 ２　 模型（２）的解是一致有界的．
证明　 由模型（２）的第一个方程得

　 　 ｄＴ
ｄｔ

≤ ｓ１ － μ １Ｔ ．

考虑脉冲微分系统

　 　
ｄｘ１

ｄｔ
＝ ｓ１ － μ １ｘ１，　 　 ｔ ≠ ｎτ，

ｘ１（ ｔ
＋） ＝ ｘ１（ ｔ） ＋ ｒ，　 　 ｔ ＝ ｎτ ．
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î

í

ïï

ïï

（４）

０３７ 一类具有脉冲免疫治疗的 ＨＩＶ⁃１ 感染模型的动力学分析



由引理 １ 知，系统（４）存在唯一全局渐近稳定的正周期解

　 　 ｘ∗
１ （ ｔ） ＝

ｓ１
μ １

＋ ｒｅ －μ１（ ｔ －ｎτ）

１ － ｅ －μ１τ
，　 　 ｎτ ＜ ｔ ≤ （ｎ ＋ １）τ ．

由脉冲微分方程比较定理，得 Ｔ（ ｔ） ≤ ｘ１（ ｔ） ．并且存在充分小的 ε（ ＞ ０），当 ｔ 充分大时，有

　 　 Ｔ（ ｔ） ＜ ｘ∗
１ （ ｔ） ＋ ε ≤

ｓ１
μ １

＋ ｒ
１ － ｅ －μ１τ

＋ ε ≜ Ｔｍ ＋ ε

成立．
由定理 １ 知 Ｔ（ ｔ） ≥ ０， 于是由模型（２）的第二个方程得

　 　 ｄＶ
ｄｔ

＜ ｇ
ｂ２ ＋ Ｖ

－ μ ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｖ，

有

　 　 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→＋∞

Ｖ（ ｔ） ＜
ｇ － ｂ２μ ２

μ ２
．

因此，对于上述 ε，当 ｔ 充分大时，有

　 　 Ｖ（ ｔ） ＜ ｇ
μ ２

－ ｂ２ ＋ ε ≜ Ｖｍ ＋ ε ．

令 Ｗ（ ｔ） ＝ Ｔ（ ｔ） ＋ Ｖ（ ｔ），则 Ｗ（ ｔ） 沿着模型（２）解的全导数满足

　 　 ｄＷ
ｄｔ （２）

＜ ｓ１ ＋ ｇ － μ １Ｔ － μ ２Ｖ ≤ ｓ１ ＋ ｇ － ｍｉｎ { μ １，μ ２ }Ｗ ．

记

　 　 Ｋ ＝ ｓ１ ＋ ｇ， δ ＝ ｍｉｎ { μ １，μ ２ } ．
于是，由上式及模型（２）的脉冲条件可得如下系统：

　 　

ｄＷ
ｄｔ

＜ Ｋ － δＷ，　 　 ｔ ≠ ｎτ，

Ｗ（ ｔ ＋） ＝ Ｗ（ ｔ） ＋ ｒ，　 　 ｔ ＝ ｎτ，
Ｗ（０ ＋） ＞ ０ ．

ì
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考虑脉冲微分系统

　 　

ｄｘ２

ｄｔ
＝ Ｋ － δｘ２，　 　 ｔ ≠ ｎτ，

ｘ２（ ｔ
＋） ＝ ｘ２（ ｔ） ＋ ｒ，　 　 ｔ ＝ ｎτ，

ｘ２（０
＋） ＞ ０ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（５）

由引理 １ 知，系统（５）存在唯一全局渐近稳定的正周期解

　 　 ｘ∗
２ （ ｔ） ＝ Ｋ

δ
＋ ｒｅ －δ（ ｔ －ｎτ）

１ － ｅ －δτ ，　 　 ｎτ ＜ ｔ ≤ （ｎ ＋ １）τ ．

由脉冲微分方程比较定理，得 Ｗ（ ｔ） ＜ ｘ２（ ｔ） ．并且对于上述 ε，当 ｔ 充分大时，有

　 　 Ｗ（ ｔ） ＜ ｘ∗
２ （ ｔ） ＋ ε ＜ Ｋ

δ
＋ ｒ
１ － ｅ －δτ

＋ ε ≜ Ｗｍ ＋ ε

成立．因此，模型（２）的解是一致有界的．证毕．
由于 ε 是任意小的正数，所以当 ｇ ＞ μ ２ｂ２ 时，
　 　 Ω ＝ { （Ｔ，Ｖ）：Ｔ ≤ Ｔｍ，Ｖ ≤ Ｖｍ，Ｔ ＋ Ｖ ≤ Ｗｍ }
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是模型（２）的一个正不变集．

３　 无感染周期解的稳定性

下面考虑模型（２）无感染周期解的存在性．当 Ｖ（ ｔ） ≡ ０ 时，模型（２） 可写为系统（４） 的形

式．由引理 １ 知，模型（２） 总存在唯一的无感染周期解（Ｔ∗（ ｔ），０）， 其中

　 　 Ｔ∗（ ｔ） ＝
ｓ１
μ １

＋ ｒｅ －μ１（ ｔ －ｎτ）

１ － ｅ －μ１τ
，　 　 ｎτ ＜ ｔ ≤ （ｎ ＋ １）τ ．

记

　 　 Ｒ０ ＝
τμ １（ｇ － ｂ２μ ２）
ｃｂ２（ ｒ ＋ ｓ１τ）

．

定理 ３　 当 Ｒ０ ＜ １ 时，模型（２） 的无感染周期解（Ｔ∗（ ｔ），０） 是局部渐近稳定的．
证明　 令 ｘ（ ｔ） ＝ Ｔ（ ｔ） － Ｔ∗（ ｔ），ｙ（ ｔ） ＝ Ｖ（ ｔ）， 则模型（２）在无感染周期解处的线性化系统为

　 　

ｘ′（ ｔ） ＝ － μ １ｘ － ｋＴ∗（ ｔ） ＋
ｓ２
ｂ１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｙ，

ｙ′（ ｔ） ＝ ｇ
ｂ２

－ μ ２ － ｃＴ∗（ ｔ）é

ë
êê

ù

û
úú ｙ，

　 　 ｔ ≠ ｎτ，

ｘ（ ｔ ＋） ＝ ｘ（ ｔ），
ｙ（ ｔ ＋） ＝ ｙ（ ｔ），

　 　 ｔ ＝ ｎτ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（６）

由系统（６）的后两个方程知 ｘ（ ｔ） 和 ｙ（ ｔ） 均不受脉冲的影响，故考虑如下系统：

　 　
ｘ′（ ｔ） ＝ － μ １ｘ － ｋＴ∗（ ｔ） ＋

ｓ２
ｂ１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｙ，

ｙ′（ ｔ） ＝ ｇ
ｂ２

－ μ ２ － ｃＴ∗（ ｔ）é

ë
êê

ù

û
úú ｙ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（７）

因 Ｔ∗（ ｔ） 是以τ 为周期的周期函数，故系统（７）是一个线性齐次周期系数系统．系统（７）的一个

基解矩阵是

　 　 Φ（ ｔ） ＝
ｅ －μ１ｔ φ１２（ ｔ）
０ φ２２（ ｔ）

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，

其中

　 　 φ１２（ ｔ） ＝ － １
ｂ１
∫ｔ

０
［（ｂ１ｋＴ∗（θ） ＋ ｓ２）φ２２（θ）ｅμ１（θ －ｔ）］ｄθ，

　 　 φ２２（ ｔ） ＝ ｅｘｐ １
ｂ２
∫ｔ

０
（ｇ － μ ２ｂ２ － ｃｂ２Ｔ∗（ｕ））ｄｕé

ë
êê

ù

û
úú ．

显然， Φ（０） 是单位矩阵．经验证，Φ（ ｔ ＋ τ） 也是系统（７） 的基解矩阵．于是，相应于 Φ（ ｔ） 的单

值矩阵为

　 　 Ｍ ＝ Φ（τ） ＝
ｅ －μ１τ φ１２（τ）
０ φ２２（τ）

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， φ２２（τ） ＝ ｅ

ｃ（ ｓ１τ ＋ｒ）

μ１
（Ｒ０－１） ．

显然， Ｍ 的 Ｆｌｏｑｕｅｔ 乘子为 λ １ ＝ ｅ －μ１τ ＜ １，λ ２ ＝ φ２２（τ） ．当 Ｒ０ ＜ １时，有 ｜ λ ２ ｜ ＜ １．由引理

２ 知，系统（７） 的零解是局部渐近稳定的．因此当 Ｒ０ ＜ １ 时，模型（２） 的无感染周期解（Ｔ∗（ ｔ），
０） 是局部渐近稳定的．证毕．
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定理 ４　 当 Ｒ１ ＜ １ 时，无感染周期解（Ｔ∗（ ｔ），０） 是全局渐近稳定的，其中

　 　 Ｒ１ ＝
τ（ｇ － μ ２ｂ２）（μ １ ＋ ｋＶｍ）（ｂ１ ＋ Ｖｍ）

ｃｂ２［ ｓ１ｂ１τ ＋ （ ｓ１ － ｓ２）τＶｍ ＋ ｒ（ｂ１ ＋ Ｖｍ）］
，　 　 Ｖｍ ＝

ｇ － ｂ２μ ２

μ ２
．

证明　 令

　 　 Ｒ（ｘ） ＝
τ（ｇ － μ ２ｂ２）（μ １ ＋ ｋｘ）（ｂ１ ＋ ｘ）

ｃｂ２［ ｓ１ｂ１τ ＋ （ ｓ１ － ｓ２）τｘ ＋ ｒ（ｂ１ ＋ ｘ）］
，　 　 ｘ ∈ ［０， ＋ ∞） ．

因

　 　 Ｒ′（ｘ） ＝
τ（ｇ － μ ２ｂ２）

ｃｂ２

ｋ［（ ｓ１ － ｓ２）τ ＋ ｒ］（ｂ１ ＋ ｘ） ２ ＋ ｂ１ｓ２τ［ｋ（ｂ１ ＋ ２ｘ） ＋ μ １］
［ ｓ１ｂ１τ ＋ （ ｓ１ － ｓ２）τｘ ＋ ｒ（ｂ１ ＋ ｘ）］ ２ ＞ ０，

故 Ｒ（ｘ） 是［０， ＋ ∞） 上的增函数，并且 Ｒ（０） ＝ Ｒ０，Ｒ（Ｖｍ） ＝ Ｒ１ ．由于 ｇ ＞ ｂ２μ ２，所以 Ｖｍ ＞ ０．由
Ｒ（ｘ） 的单调性可得 Ｒ（０） ＜ Ｒ（Ｖｍ），即 Ｒ０ ＜ Ｒ１ ．因此当 Ｒ１ ＜ １ 时，必有 Ｒ０ ＜ １ 成立．

因 Ｒ（Ｖｍ） ＜ １，故存在充分小的 ε ＞ ０ 使得 Ｒ（Ｖｍ ＋ ε） ＜ １， 并且

　 　 δ ＝ ｇ
ｂ２

τ － μ ２τ ＋ ｃετ －
ｃτ［ ｓ１ｂ１ ＋ （ ｓ１ － ｓ２）（Ｖｍ ＋ ε）］ ＋ ｃｒ（ｂ１ ＋ ε ＋ Ｖｍ）

（μ １ ＋ ｋε ＋ ｋＶｍ）（ｂ１ ＋ ε ＋ Ｖｍ）
＜ ０．

由模型（２）的第二个方程得

　 　 ｄＶ
ｄｔ

≤ ｇ
ｂ２ ＋ Ｖ

－ μ ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｖ，

有

　 　 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→＋∞

Ｖ（ ｔ） ≤
ｇ － ｂ２μ ２

μ ２
≜ Ｖｍ ．

对上述 ε，存在 Ｔ１ ＞ ０，使得当 ｔ ＞ Ｔ１ 时，有 Ｖ（ ｔ） ＜ Ｖｍ ＋ ε， 进而有

　 　 ｄＴ
ｄｔ

≥ ｓ１ －
ｓ２（ε ＋ Ｖｍ）
ｂ１ ＋ ε ＋ Ｖｍ

－ μ １Ｔ － ｋ（ε ＋ Ｖｍ）Ｔ，　 　 ｔ ＞ Ｔ１ ．

当 ｎτ ＞ Ｔ１ 时，考虑

　 　
ｄｘ１

ｄｔ
＝ ｓ１ －

ｓ２（ε ＋ Ｖｍ）
ｂ１ ＋ ε ＋ Ｖｍ

－ （μ １ ＋ ｋε ＋ ｋＶｍ）ｘ１，　 　 ｔ ≠ ｎτ，

ｘ１（ ｔ
＋） ＝ ｘ１（ ｔ） ＋ ｒ，　 　 ｔ ＝ ｎτ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

由引理 １ 知，上述系统存在唯一的正周期解

　 　 ｘ∗
１ （ ｔ） ＝

ｓ１ｂ１ ＋ （ ｓ１ － ｓ２）（Ｖｍ ＋ ε）
（μ １ ＋ ｋε ＋ ｋＶｍ）（ｂ１ ＋ ε ＋ Ｖｍ）

＋ ｒｅ －（μ１＋ｋε ＋ｋＶｍ）（ ｔ －ｎτ）

１ － ｅ －（μ１＋ｋε ＋ｋＶｍ）τ
，

　 　 ｎτ ＜ ｔ ≤ （ｎ ＋ １）τ，
它是全局渐近稳定的．由脉冲微分方程比较定理得 Ｔ（ ｔ） ≥ ｘ１（ ｔ） ．并且对于上述 ε 存在 Ｔ２ ＞
Ｔ１，使得当 ｔ ＞ Ｔ２ 时，Ｔ（ ｔ） ＞ ｘ∗

１ （ ｔ） － ε 成立．
由模型（２）的第二个方程得

　 　 ｄＶ
ｄｔ

≤ ［ｇ － μ ２ｂ２ － ｃｂ２Ｔ（ ｔ）］
Ｖ
ｂ２

，　 　 ｔ ＞ Ｔ２ ．

当 ｔ ≥ ｎτ ＞ Ｔ２ 时，有

　 　 Ｖ（ ｔ） ≤ Ｖ（ｎτ）ｅｘｐ １
ｂ２
∫ｔ
ｎτ
（ｇ － μ ２ｂ２ － ｃｂ２Ｔ（ ｔ））ｄｔ

é

ë
êê

ù

û
úú ≤
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　 　 　 　 Ｖ（ｎτ）ｅｘｐ １
ｂ２
∫ｔ
ｎτ
（ｇ － μ ２ｂ２ ＋ ｃｂ２ε － ｃｂ２ｘ∗

１ （ ｔ））ｄｔ
é

ë
êê

ù

û
úú ．

当 Ｒ（Ｖｍ ＋ ε） ＜ １ 时，即

　 　 １
ｂ２
∫τ

０
［ｇ － μ ２ｂ２ － ｃｂ２ｘ∗

１ （ ｔ）］ｄｔ ＜ ０．

对上述 ε，因 δ ＜ ０， 所以不等式

　 　 １
ｂ２
∫τ

０
［ｇ － μ ２ｂ２ － ｃｂ２ｘ∗

１ （ ｔ） ＋ ｃｂ２ε］ｄｔ ＜ ０

成立．于是，

　 　 ｌｉｍ
ｔ→∞

ｅｘｐ １
ｂ２
∫ｔ
ｎτ
（ｇ － μ ２ｂ２ － ｃｂ２ｘ∗

１ （ ｔ） ＋ ｃｂ２ε）ｄｔ
é

ë
êê

ù

û
úú ＝ ０．

故 ｌｉｍｔ→∞ Ｖ（ ｔ） ≤ ０．结合 Ｖ（ ｔ） 的非负性，有ｌｉｍｔ→∞ Ｖ（ ｔ） ＝ ０．因此，由极限系统理论知，脉冲微分

系统

　 　
ｄＴ
ｄｔ

＝ ｓ１ －
ｓ２Ｖ

ｂ１ ＋ Ｖ
－ μ １Ｔ － ｋＶＴ，　 　 ｔ ≠ ｎτ，

Ｔ（ ｔ ＋） ＝ Ｔ（ ｔ） ＋ ｒ，　 　 ｔ ＝ ｎτ

ì

î

í

ï
ï

ïï

有极限系统

　 　
ｄＴ
ｄｔ

＝ ｓ１ － μ １Ｔ，　 　 ｔ ≠ ｎτ，

Ｔ（ ｔ ＋） ＝ Ｔ（ ｔ） ＋ ｒ，　 　 ｔ ＝ ｎτ ．

ì

î

í

ïï

ïï

由引理 １ 知，上述系统存在全局渐近稳定的正周期解 Ｔ∗（ ｔ） ．于是，当 Ｒ（Ｖｍ ＋ ε） ＜ １ 时，
无感染周期解（Ｔ∗（ ｔ），０） 是全局吸引的．由于ｌｉｍε→０ Ｒ（Ｖｍ ＋ ε） ＝ Ｒ１，故当 Ｒ１ ＜ １ 时，无感染周

期解（Ｔ∗（ ｔ），０） 是全局吸引的．因Ｒ０ ＜ Ｒ１，故当Ｒ１ ＜ １时，无感染周期解（Ｔ∗（ ｔ），０） 是渐近稳

定的．因此，当 Ｒ１ ＜ １ 时，无感染周期解（Ｔ∗（ ｔ），０） 是全局渐近稳定的．证毕．

４　 病毒的一致持续性

由于集合 Ω 是模型（２） 的一个正不变集，故对任意的 ｕ０ ＝ （Ｔ０，Ｖ０） ∈ Ω，模型（２） 都有定

义在 Ｒ ＋ 上，且满足π（ｕ０，０） ＝ ｕ０ 的唯一解π（ｕ０，ｔ） ＝ （Ｔ，Ｖ）（ ｔ；ｕ０），所以对于 ｔ∈Ｒ ＋ 有π（ｕ０，
ｔ） ∈ Ω 且 π 是 Ω 内的半动力系统．

下证当 Ｒ０ ＞ １时，Σ ＝ { （Ｔ，Ｖ） ∈Ω：Ｖ ＝ ０ } 是模型（２） 的一个一致斥子，即半动力系统π
是一致持续的．

定理 ５　 当 Ｒ０ ＞ １ 时，病毒 Ｖ（ ｔ） 是一致持续的．
证明　 由于 Ｖ ＝ ０ 即 Σ 是模型（２） 的一个不变集，故 Ω ＼Σ 也是模型（２） 的一个正不变集，

并且集合 Σ 是 Ω 的一个紧子集．定义 Ｐ：Ω → Ｒ ＋ 为 Ｐ（Ｔ，Ｖ） ＝ Ｖ，记 Ｕ ＝ { （Ｔ，Ｖ） ∈ Ω：Ｐ（Ｔ，Ｖ）
＜ ρ } ，其中 ρ ＞ ０ 充分小，满足

　 　
ｂ２Ｒ０

ｂ２ ＋ ρ
－
μ １τρ（μ ２ ＋ ｃｂ２ ＋ ｃρ）
ｃ（ ｓ１τ ＋ ｒ）（ｂ２ ＋ ρ）

＞ １．

假设存在 ｕ－ ∈Ｕ（ｕ－ ＝ （Ｔ
－
，Ｖ

－
）） 使得对每一个 ｔ ＞ ０都有 Ｐ（π（ｕ－，ｔ）） ＜ Ｐ（ｕ－） ＜ ρ，即当 ｔ ＞

０ 时，Ｖ（ ｔ；ｕ－） ＜ ρ 成立．由模型（２）的第一个方程得
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　 　 ｄＴ
ｄｔ

≤ ｓ１ － μ １Ｔ ．

考虑脉冲微分系统

　 　
ｄｘ１

ｄｔ
＝ ｓ１ － μ １ｘ１，　 　 ｔ ≠ ｎτ，

ｘ１（ ｔ
＋） ＝ ｘ１（ ｔ） ＋ ｒ，　 　 ｔ ＝ ｎτ ．

ì

î

í

ïï

ïï

由引理 １ 知，上述系统存在全局渐近稳定的正周期解

　 　 ｘ∗
１ （ ｔ） ＝

ｓ１
μ １

＋ ｒｅ －μ１（ ｔ －ｎτ）

１ － ｅ －μ１τ
＝ Ｔ∗（ ｔ），　 　 ｎτ ＜ ｔ ≤ （ｎ ＋ １）τ ．

由比较定理得 Ｔ（ ｔ）≤ｘ１（ ｔ） ．对于上述 ρ 存在 ｔ１ ＞ ０，使得当 ｔ ＞ ｔ１ 时，Ｔ（ ｔ） ＜ Ｔ∗（ ｔ） ＋ ρ 成立．
定义辅助函数 Ｌ（ ｔ） ＝ Ｖ（ ｔ），则 Ｌ（ ｔ） 沿着 π（ｕ－，ｔ） 的导数为

　 　 ｄＬ
ｄｔ

＝ ｇＶ
ｂ２ ＋ Ｖ

－ μ ２Ｖ － ｃＶＴ，

对于 Ｖ（ ｔ） ＜ ρ 和 ｔ ＞ Ｔ１ 有

　 　 ｄＬ
ｄｔ

≥ ｇ
ｂ２ ＋ ρ

－ μ ２ － ｃρ － ｃＴ∗（ ｔ）é

ë
êê

ù

û
úú Ｖ ．

因

　 　
ｂ２Ｒ０

ｂ２ ＋ ρ
－
μ １τρ（μ ２ ＋ ｃｂ２ ＋ ｃρ）
ｃ（ ｓ１τ ＋ ｒ）（ｂ２ ＋ ρ）

＞ １

成立，即

　 　 ｇ
ｂ２ ＋ ρ

－ μ ２ － ｃρ － ｃＴ∗（ ｔ） ＞ ０，

所以 ｌｉｍｔ→∞ Ｌ（ ｔ） ＝ ∞ ．由定理 ２ 知，Ｖ（ ｔ） 在 Ω 上是有界的．因此，上述假设不成立．
于是，对每一个 ｕ ∈ Ω ＼ Σ 且 ｕ 属于 Σ 的某个适当的邻域时，都存在一个 Ｔｕ 使得 Ｐ（π（ｕ，

Ｔｕ）） ＞ Ｐ（ｕ） ．因此，由引理 ３ 知，当 Ｒ０ ＞ １ 时，Σ ＝ { （Ｔ，Ｖ） ∈ Ω：Ｖ ＝ ０ } 是模型（２）的一个一

致斥子，故病毒是一致持续的．证毕．

５　 数值模拟与讨论

下面借助文献［２，１５，２０］中的部分参数值和初始值对模型进行一系列数值模拟．显然， ｇ
＞ ｂ２μ ２ 成立．

　 　 ｓ１ ＝ ２ ｍｍ３·ｄ－１， ｓ２ ＝ １．５ ｍｍ３·ｄ－１， ｃ ＝ ０．０１ ｍｍ３·ｄ－１， ｋ ＝ ２．５ × １０ －４ ｍｍ３·ｄ－１，
　 　 ｇ ＝ ３０ ｄ－１， ｂ１ ＝ １４ ｍｍ３， ｂ２ ＝ １ ｍｍ３， μ １ ＝ ０．０１ ｄ－１， μ ２ ＝ ３．１ ｄ－１，
　 　 Ｔ０ ＝ １ ０００ ｍｍ－３， Ｖ０ ＝ １ ０００ ｍＬ－１ ．
本文已得到如下结论： 当基本再生数 Ｒ０ ＜ １时无感染周期解是局部渐近稳定的，当 Ｒ１ ＜

１时无感染周期解是全局渐近稳定的以及当Ｒ０ ＞ １时病毒是一致持续的．因为Ｒ０ ＜ Ｒ１，所以当

Ｒ０ ＜ Ｒ１ ＜ １ 时病毒被根除，当 １ ＜ Ｒ０ ＜ Ｒ１ 时病毒持续存在．对于 Ｒ０ ＜ １ ＜ Ｒ１ 的情形，由上

述结论可知无感染周期解是局部渐近稳定的但不是全局渐近稳定的．下面通过数值模拟验证

上述结论，并分析 Ｒ０ ＜ １ ＜ Ｒ１ 情形下无感染周期解的稳定性．
考虑 １ ＜ Ｒ０ ＜ Ｒ１，Ｒ０ ＜ １ ＜ Ｒ１ 和 Ｒ０ ＜ Ｒ１ ＜ １ 这 ３ 种情形下，模型（２）中各变量随时间

的变化情况．选取药物输入量 ｒ ＝ １００，服药间隔 τ ＝ ３，４，５ 分别进行数值模拟，相应的动力学行
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为如图 １ 所示．图 １ 表明： 当 τ ＝ ３ 时，基本再生数 Ｒ０ ＝ ０．７６１ ＜ Ｒ１ ＝ ０．９４２ ＜ １，此时病毒是绝

灭的； 当 τ ＝ ５ 时，有 １ ＜ Ｒ０ ＝ １．２２３ ＜ Ｒ１ ＝ １．５２８，此时病毒是持续存在的．显然，上述结论是

正确的．对于 τ ＝ ４，Ｒ０ ＜ １ ＜ Ｒ１ 的情形，数值模拟发现病毒是被根除的，具体理论研究将后续

进行．因此，在理论上当 Ｒ０ ＜ Ｒ１ ＜ １ 或 Ｒ０ ＜ １ ＜ Ｒ１ 时病毒绝灭，当 １ ＜ Ｒ０ ＜ Ｒ１ 时病毒持续

存在．

图 １　 当 １ ＜ Ｒ０ ＜ Ｒ１，Ｒ０ ＜ １ ＜ Ｒ１，Ｒ０ ＜ Ｒ１ ＜ １ 时，模型（２）的动力学行为

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ ｍｏｄｅｌ （２） ｆｏｒ １ ＜ Ｒ０ ＜ Ｒ１，Ｒ０ ＜ １ ＜ Ｒ１，Ｒ０ ＜ Ｒ１ ＜ １

接下来将比较 ３ 种不同治疗方案的效果，分别为： １） 不治疗（即 ｒ ＝ ０）； ２） 服药间隔 τ固

定，药物输入量 ｒ 变化； ３） 药物输入量 ｒ 固定，服药间隔 τ 变化．
首先，考虑不治疗即 ｒ ＝ ０ 时，病人体内 ＣＤ４＋Ｔ 细胞计数和 ＨＩＶ 病毒载量的变化情况．此

时，模型（２）是一个常微分方程，基本再生数 Ｒ０ ＝ １３．４５， 表示一个病毒在其生命周期内平均感

染 １３．４５ 个 ＣＤ４＋Ｔ 细胞．另外，图 ２ 刻画了在不治疗情形下，ＣＤ４＋Ｔ 细胞计数随时间延长呈递

减趋势， ＨＩＶ 病毒载量随时间延长而增加．显然，不治疗时病毒是持续存在的．

图 ２　 无治疗时，模型（２）的动力学行为

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ ｍｏｄｅｌ （２） ｗｉｔｈｏｕｔ ｔｈｅｒａｐｙ

其次，分析服药间隔 τ ＝ ５，药物输入量 ｒ ＝ ５０和 ｒ ＝ ６０时的脉冲免疫治疗情形．基于上述参

数值和初始值，图 ３ 分别用深色实线和浅色实线刻画了 ｒ ＝ ５０ 和 ｒ ＝ ６０ 时模型（２） 的动力学行

为．易见，ｒ ＝ ５０ 和 ｒ ＝ ６０ 的基本再生数分别为 Ｒ０ ＝ ２．２４ 和 Ｒ０ ＝ １．９２．注意到，周期环境和自治

传染病模型中所定义的基本再生数的生物意义是不同的．文献［２４］ 将周期环境基本再生数的

生物意义解释为“渐近的每代增长率”，在本文中，Ｒ０ 表示每代病毒的增殖速率．也就是说，当 ｒ
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＝ ５０时，每代病毒以２．２４的速率增殖；ｒ ＝ ６０时，每代病毒以１．９２的速率增殖．显然，药物输入量

ｒ 越大，病毒的增殖率相对较小，体现了药物对病毒强的抑制作用．另外，因 Ｒ０ ＞ １，由定理 ５ 知

病毒是持续存在的，与数值模拟的结果是一致的．同时，也说明了 ｒ ＝ ５０和 ｒ ＝ ６０ 时的药物输入

量不够大，不足以将病毒彻底根除，只能将病毒控制到一定水平．

图 ３　 服药间隔 τ ＝ ５ 时，模型（２）的动力学行为

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ ｍｏｄｅｌ （２） ｆｏｒ ｄｏｓｉｎｇ ｉｎｔｅｒｖａｌ τ ＝ ５

图 ４　 药物输入量 ｒ ＝ ５０ 时，模型（２）的动力学行为

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ ｍｏｄｅｌ （２） ｆｏｒ ｄｒｕｇ ｉｎｐｕｔ ｒ ＝ ５０

最后，讨论药物输入量 ｒ ＝ ５０，服药间隔 τ 变化的情形．图 ４ 用深色实线和浅色实线刻画了

τ ＝ ５和 τ ＝ １０ 时 ＣＤ４＋Ｔ 细胞和病毒随时间的变化情况．显然病毒和 ＣＤ４＋Ｔ 细胞的数量随时间

延长分别呈递减和递增趋势，最终均维持在某一固定水平．此时，因 Ｒ０ ＞ １，故病毒是持续存在

的．对于 τ ＝ １０ 时的脉冲免疫治疗来说，Ｒ０ ＝ ３．８４表明每代病毒以 ３．８４的速率增殖．与 τ ＝ ５ 相

比，服药间隔扩大了两倍后病毒的增殖速率约扩大了 １．７ 倍，体现了服药间隔越长越有利于病

毒的生存．因此，当药物输入量固定时，适当短的服药间隔更有利于对病毒的控制．
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考虑一种特殊情形，当服药间隔足够短时，系统（２）近似于一种连续治疗模型．数值模拟发

现，药物用量固定时，连续治疗的效果优于某一服药间隔下脉冲免疫治疗的效果．但连续服药

是不符合常理的，而且药物具有一定的毒副作用，综合考虑连续治疗是不符合实际的，而脉冲

免疫治疗更符合实际临床治疗．因此，在治疗 ＨＩＶ 过程中，建议采用脉冲疗法．
综上可得，当药物输入量 ｒ 足够大或服药间隔 τ 适当短时，从理论上可以有效控制甚至根

除病毒，体现了脉冲免疫治疗的有效性．另外，因 Ｒ０ 表示“每代病毒的渐近增殖率”，由 Ｒ０ 表达

式可知： 服药间隔 τ 越短或药物输入量 ｒ越大时，Ｒ０ 越小，即病毒的增殖率越小．这一关系进一

步说明了 τ 适当短或 ｒ 足够大更有助于病毒载量的控制．同时，与连续治疗相比，脉冲免疫治疗

更符合临床 ＨＩＶ 的治疗．

６　 总　 　 结

通过考虑按固定时刻定量注射 ＩＬ⁃２ 的方式治疗 ＨＩＶ 感染，本文建立并分析了一类具有脉

冲免疫治疗 ＨＩＶ 感染的动力学模型．借助 Ｆｌｏｑｕｅｔ 理论和比较定理等，得到了 ＨＩＶ 感染消除的

条件，又应用一致斥子理论给出了 ＨＩＶ 感染一致持续的相应条件．这些条件对控制 ＨＩＶ 的感

染具有一定的理论指导作用．同时，通过数值模拟验证了所得的理论结果，并比较了 ３ 种不同

治疗方案的治疗效果．数值模拟也显示每次注射 ＩＬ⁃２ 的量和用药间隔对治疗效果有着直接的

影响．
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