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摘要：　 利用增广 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子法和自适应法则，得到求解单侧障碍自由边界问题的自适应 Ｕｚａｗａ
块松弛法．单侧障碍自由边界问题离散为有限维线性互补问题，等价于一个用辅助变量和增广 Ｌａ⁃
ｇｒａｎｇｅ 函数表示的鞍点问题．采用 Ｕｚａｗａ 块松弛算法求解该问题得到一个两步迭代法，主要的子问

题为一个线性问题，同时能显式求解辅助变量．由于 Ｕｚａｗａ 块松弛算法的收敛速度显著依赖于罚参

数，而且对具体问题很难选择合适的罚参数．为提高算法的性能，提出了自适应法则，该方法自动调

整每次迭代所需的罚参数．数值结果验证了该算法的理论分析．
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引　 　 言

自由边界问题在工程和科学问题中有广泛的应用，如渗流问题、障碍问题等［１⁃３］ ．这类问题

不同于一般的边值问题，因为自由边界问题在所考虑区域内部要满足微分不等式约束条件，从
而具有很强的非线性，通常不能用解析方法求解，一般只能通过适当的数值方法获得近似解．
利用变分不等式理论，这类问题解的存在唯一性已得到广泛的研究，采用有限差分法、有限元

法和基本解方法等可将问题转化为有限维线性互补问题、二次规划问题或向量变分不等式等

优化问题［４⁃８］，并可用 Ｕｚａｗａ 算法等迭代法进行数值求解，但这种方法的收敛速度对参数的取

值非常敏感［２，７⁃８］ ．
Ｕｚａｗａ 块松弛算法已广泛应用于求解各种等式或不等式约束条件的非线性问题．如 Ｇｌｏｗ⁃

ｉｎｓｋｉ 等针对 Ｂｉｎｇｈａｍ 流问题、弹塑性扭转问题等非线性问题，通过引入一个表示梯度函数的

辅助变量，导出一个用增广 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数表示的鞍点问题，提出基于交替方向的 Ｕｚａｗａ 块松弛

算法，用变分不等式理论证明了算法的收敛性［２，９］ ．在此基础上，Ｋｏｋｏ 提出了求解单侧接触问

题的 Ｕｚａｗａ 块松弛算法，包括无摩擦和摩擦问题，并给出了具体的算法过程［１０］ ．Ｕｚａｗａ 块松弛

算法的主要优点是每次迭代均把所求非线性问题分解为两个线性子问题，迭代矩阵始终保持

不变．另外，算法对罚参数具有全局收敛性．然而，该方法的罚参数取值对收敛速度影响非常

大，罚参数太大或太小都将大大减缓收敛速度，因此在实际应用中面临如何优化选择罚参数的

问题．
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本文将 Ｕｚａｗａ 块松弛算法进一步推广到单侧障碍自由边界问题，并对罚参数的选择给出

具体可行的办法．首先用差分法把单侧障碍自由边界问题离散为有限维线性互补问题，通过引

入一个表示待求函数的辅助变量和增广 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子法表示的鞍点问题，再用 Ｕｚａｗａ 块松弛

算法求解，从而得到一个简单的两步迭代方法．该方法的每一次迭代均是先求解一个简单的线

性问题，再利用对偶理论显式计算辅助变量．为了克服罚参数对收敛速度的影响，给出基于平

衡原理灵活调整罚参数的自适应法则，这种法则已成功应用于投影算法［１１⁃１４］ ．本文在上述 Ｕｚａ⁃
ｗａ 块松弛算法基础上，进一步得到了类似的法则，自动选取使得算法收敛较快的可变罚参数，
从而显著提高算法性能．最后用数值算例验证了算法的有效性．

１　 自由边界问题的有限差分格式

考虑经典的二维单侧障碍自由边界问题，其数学模型的一般形式为

　 　

－ Ｌｖ（ｘ） － ｆ（ｘ） ≥ ０， ｘ ∈ Ω，
ｖ（ｘ） ≥ ψ（ｘ）， ｘ ∈ Ω，
ｖ（ｘ）（Ｌｖ（ｘ） ＋ ｆ（ｘ）） ＝ ０， ｘ ∈ Ω，
ｖ（ｘ） ＝ ｇ（ｘ）， ｘ ∈ Γ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１）

其中 Ω 是平面 Ｒｎ 中的有界区域，其边界 Γ ＝ ∂Ω，ｘ ＝ （ｘ１，ｘ２），Ｌ ＝ ∂２ ／ ∂ｘ２
１ ＋ ∂２ ／ ∂ｘ２

２， ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）
和 ψ（ｘ） 是已知函数，利用变分不等式理论，便可得到该问题解的存在唯一性［１⁃２］ ．

采用五点差分格式对问题（１）中的微分算子离散化：

　 　

－ Ｌｈｕ（ｘ） － ｆ（ｘ） ≥ ０， ｘ ∈ Ω，
ｕ（ｘ） ≥ ψ（ｘ）， ｘ ∈ Ω，
ｕ（ｘ）（Ｌｈｕ（ｘ） ＋ ｆ（ｘ）） ＝ ０， ｘ ∈ Ω，
ｕ（ｘ） ＝ ｇ（ｘ）， ｘ ∈ Γ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２）

其中向量函数 ｕ（ｘ） 表示未知函数 ｖ（ｘ） 在网格节点上的近似值．将已知区域 Ω 内的函数

ｆ（ｘ）、障碍函数 ψ（ｘ） 和边界 Γ 上的函数 ｇ（ｘ） 代入式（２），则上述问题可改写为标准的 Ｎ 维

线性互补问题：
　 　 ｕ ≥ ０， Ａｕ ＋ ｑ ≥ ０， 〈ｕ，Ａｕ ＋ ｑ〉 ＝ ０， （３）

其中 Ａ 为一个 Ｎ 阶对称正定矩阵，Ｎ 维列向量 ｑ 的元素依赖于已知函数 ｆ（ｘ），ψ（ｘ） 及 ｇ（ｘ） ．
　 　 定义非空有界闭凸集：

　 　 ＲＮ
＋ ＝ { ｕ ∈ ＲＮ ｕｉ － ψ ｉ ≥ ０ } 　 　 （ ｉ ＝ １，２，…，Ｎ） ．

互补问题（３）等价于向量变分不等式

　 　 〈ｕ － ｕ∗，Ａｕ∗ ＋ ｑ〉 ≥ ０，　 　 ∀ｕ ∈ ＲＮ
＋，

或极小值问题寻找 Ｎ 维列向量 ｕ 满足

　 　 ｍｉｎ １
２

ｕＴＡｕ ＋ ｑＴｕæ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 ｓ．ｔ． ｕ ≥ ψ ．

由于该极小值问题存在唯一解 ｕ∗， 因此线性互补问题（３）也存在唯一解 ｕ∗ ．

２　 增广 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子法

为了求解上述有限维问题（３）的数值解，引入区域 Ω上的辅助变量 ｐ∈ＲＮ，使得 ｕ ＝ ｐ ．首
先定义 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数

　 　 Ｌ（ｖ，ｑ，μ） ＝ Ｅ（ｖ） － 〈μ，ｖ － ｑ〉 （４）
和相应的增广 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数
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　 　 Ｌｒ（ｖ，ｑ，μ） ＝ Ｅ（ｖ） － 〈μ，ｖ － ｑ〉 ＋ ｒ
２
‖ｖ － ｑ‖２， （５）

其中 Ｅ（ｖ） ＝ １
２

ｖＴＡｖ ＋ ｑＴｖ， 罚参数 ｒ ≥ ０，∀ｖ ∈ ＲＮ，ｑ ∈ ＲＮ， μ ∈ ＲＮ ．

考虑式（４）与（５）对应的如下鞍点问题：
　 　 Ｌ（ｕ，ｐ，μ） ≤ Ｌ（ｕ，ｐ，λ） ≤ Ｌ（ｖ，ｑ，λ），　 　 ∀ { ｖ，ｑ，μ } ∈ ＲＮ × ＲＮ × ＲＮ，
　 　 Ｌｒ（ｕ，ｐ，μ） ≤ Ｌｒ（ｕ，ｐ，λ） ≤ Ｌｒ（ｖ，ｑ，λ），　 　 ∀ { ｖ，ｑ，μ } ∈ ＲＮ × ＲＮ × ＲＮ，

则有如下结果［２，９］ ．
定理 １　 如果 { ｕ，ｐ，λ} 是 Ｌ 在 ＲＮ × ＲＮ × ＲＮ 上的一个鞍点，则对任意 ｒ≥０， { ｕ，ｐ，λ} 也

是 Ｌｒ 的鞍点，反之也成立．而且 ｕ 也是问题（３）的解，且 ｐ ＝ ｕ ．
证明　 􀃠 因为 { ｕ，ｐ，λ} 是 Ｌ 在 ＲＮ × ＲＮ × ＲＮ 上的一个鞍点， Ｌ（ｖ，ｑ，λ） ∈ Ｒ， 则

　 　 Ｌ（ｕ，ｐ，μ） ≤ Ｌ（ｕ，ｐ，λ） ≤ Ｌ（ｖ，ｑ，λ），　 　 ∀ { ｖ，ｑ，μ } ∈ ＲＮ × ＲＮ × ＲＮ ． （６）
由式（６）的前一部分以及式（４）可得到

　 　 〈λ － μ，ｕ － ｐ〉 ≤ ０，　 　 ∀μ ∈ ＲＮ，
由 μ 的任意性可得到

　 　 ｕ ＝ ｐ ． （７）
由式（６）的后一部分以及式（７）可得到

　 　 Ｅ（ｕ） ＝ Ｌ（ｕ，ｐ，λ） ≤ Ｌ（ｖ，ｑ，λ），　 　 ∀ { ｖ，ｑ } ∈ ＲＮ × ＲＮ，
令 ｑ ＝ ｖ 可得到

　 　 Ｅ（ｕ） ＝ Ｌ（ｖ，ｖ，λ） ＝ Ｅ（ｖ），　 　 ∀ｖ ∈ ＲＮ ． （８）
因为 ｐ ＝ ｕ， 所以

　 　 Ｌｒ（ｕ，ｐ，μ） ＝ Ｌ（ｕ，ｐ，μ） ＝ Ｅ（ｕ），　 　 ∀μ ∈ ＲＮ ． （９）
由式（６）和（９）可得

　 　 Ｅ（ｕ） ＝ Ｌｒ（ｕ，ｐ，μ） ＝ Ｌｒ（ｕ，ｐ，λ） ＝ Ｌ（ｕ，ｐ，λ） ≤ Ｌ（ｖ，ｑ，λ），
　 　 ∀ { ｖ，ｑ，μ } ∈ ＲＮ × ＲＮ × ＲＮ ． （１０）

因为 Ｌｒ（ｖ，ｑ，μ） ＝ Ｌ（ｖ，ｑ，μ） ＋ ｒ
２
‖ｖ － ｑ‖２， 其中 ｒ ≥ ０， 由式（１０）可得

　 　 Ｌｒ（ｕ，ｐ，μ） ≤ Ｌｒ（ｕ，ｐ，λ） ≤ Ｌｒ（ｖ，ｑ，λ），　 　 ∀ { ｖ，ｑ，μ } ∈ ＲＮ × ＲＮ × ＲＮ ．
以上证明了 { ｕ，ｐ，λ} 也是 Ｌｒ 的鞍点．

下面对上述证明做一个小结，由式（６）可知 { ｕ，ｐ } 是下式的解：
　 　 Ｌ（ｕ，ｐ，λ） ≤ Ｌ（ｖ，ｑ，λ） ． （１１）

在式（１１）中令 ｑ ＝ ｐ 得

　 　 Ｅ（ｖ） － Ｅ（ｕ） － 〈λ，ｖ － ｕ〉 ≥ ０，　 　 ∀ { ｖ，ｑ } ∈ ＲＮ × ＲＮ ． （１２）
在式（１１）中令 ｖ ＝ ｕ 得

　 　 〈λ，ｑ － ｐ〉 ≥ ０，　 　 ∀ｑ ∈ ＲＮ ． （１３）
􀃡 当 ｒ ≥ ０ 时， { ｕ，ｐ，λ} 是 Ｌｒ 的一个鞍点，则
　 　 Ｌｒ（ｕ，ｐ，μ） ≤ Ｌｒ（ｕ，ｐ，λ） ≤ Ｌｒ（ｖ，ｑ，λ），　 　 ∀ { ｖ，ｑ，μ } ∈ ＲＮ × ＲＮ × ＲＮ ． （１４）

利用􀃠中的方法，同理可得 ｕ ＝ ｐ， 且 ｕ 也是问题（３）的解．
由式（１４）可知 { ｕ，ｐ } 是下式的解：
　 　 Ｌｒ（ｕ，ｐ，λ） ≤ Ｌｒ（ｖ，ｑ，λ），　 　 ∀ { ｖ，ｑ，μ } ∈ ＲＮ × ＲＮ × ＲＮ ． （１５）
在式（１５）中令 ｑ ＝ ｐ 得
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　 　 Ｅ（ｖ） － Ｅ（ｕ） － 〈λ，ｖ － ｕ〉 ＋ ｒ
２

（‖ｖ － ｐ‖２ － ‖ｕ － ｐ‖２） ≥ ０， （１６）

因为 ∀ｕ∈ ＲＮ，对∀ｖ∈ ＲＮ，有 ｕ ＋ ｔ（ｖ － ｕ） ∈ ＲＮ，即∀ｔｖ ＋ （１ － ｔ）ｕ∈ ＲＮ，其中 ｔ∈（０，１］ ．考
虑 （ ｒ ／ ２）（‖ｖ － ｐ‖２ － ‖ｕ － ｐ‖２），令 ｖ ＝ ｕ ＋ ｔ（ｖ － ｕ）， 代入其中得 （ ｒｔ ／ ２）‖ｖ － ｕ‖２ ＋ ρ〈ｕ
－ ｐ，ｖ － ｕ〉， 当 ｔ → ０ 时，结合式（１６）得

　 　 Ｅ（ｖ） － Ｅ（ｕ） － 〈λ，ｖ － ｕ〉 ＋ ｒ〈ｕ － ｐ，ｖ － ｕ〉 ≥ ０． （１７）
在式（１５）中令 ｖ ＝ ｕ 得

　 　 〈λ，ｑ － ｐ〉 ＋ ｒ
２
（‖ｕ － ｑ‖２ － ‖ｕ － ｐ‖２） ≥ ０， （１８）

因为 ∀ｐ ∈ ＲＮ， 对 ∀ｑ ∈ ＲＮ，有 ｐ ＋ ｔ（ｑ － ｐ） ∈ ＲＮ，即 ｔｑ ＋ （１ － ｔ）ｐ ∈ ＲＮ，其中 ｔ ∈ （０，１］ ．
考虑（ ｒ ／ ２）（‖ｕ － ｑ‖２ － ‖ｕ － ｐ‖２），令 ｑ ＝ ｐ ＋ ｔ（ｑ － ｐ），代入其中得 （ ｒｔ ／ ２）‖ｑ － ｐ‖２ ＋ ρ〈ｐ
－ ｕ，ｑ － ｐ〉，当 ｔ → ０ 时，结合式（１８）得

　 　 〈λ，ｑ － ｐ〉 ＋ ｒ〈ｐ － ｕ，ｑ － ｐ〉 ≥ ０． （１９）
因为 ｕ ＝ ｐ， 所以式（１７）及（１９）可归纳为式（１２）及（１３），故 { ｕ，ｐ，λ} 是式（１１）的解．再

由式（９）可知， { ｕ，ｐ，λ} 也是式（６）的解．综上，此定理得证．

３　 Ｕｚａｗａ 块松弛算法

根据定理 １， 要求解原问题（３）的解， 只需求解增广 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数 Ｌｒ 的鞍点 { ｕ，ｐ，λ} ，
使得

　 　 Ｌｒ（ｕ，ｐ，μ） ≤ Ｌｒ（ｕ，ｐ，λ） ≤ Ｌｒ（ｖ，ｑ，λ），　 　 ∀ { ｖ，ｑ，μ } ∈ ＲＮ × ＲＮ × ＲＮ ．
由这个问题出发可得到问题（３）的 Ｕｚａｗａ 块松弛算法［９⁃１０］，算法过程如下：

第 １ 步　 给定初始值， { ｐ０，λ１ } ∈ ＲＮ × ＲＮ，ρ ＞ ０， 置 ｎ ＝ １．
第 ２ 步　 求得 ∀ｕｎ ∈ ＲＮ， 使得对 ∀ｖ ∈ ＲＮ 有

　 　 Ｌｒ（ｕｎ，ｐｎ－１，λｎ） ≤ Ｌｒ（ｖ，ｐｎ－１，λｎ） ． （２０）
第 ３ 步　 求得 ｐｎ ∈ ＲＮ， 使得对 ∀ｑ ∈ ＲＮ 有

　 　 Ｌｒ（ｕｎ，ｐｎ，λｎ） ≤ Ｌｒ（ｕｎ，ｑ，λｎ） ． （２１）
第 ４ 步　 更新 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子：
　 　 λｎ＋１ ＝ λｎ － ρ（ｕｎ － ｐｎ） ． （２２）
第 ５ 步　 对给定的某种判定条件，若满足，则停止迭代得到数值解 ｕｎ； 否则，置 ｎ ＝ ｎ ＋ １，

返回第 ２ 步．
接下来详细讨论子问题（２０）和（２１）的具体求解方法．
问题（２０）等价于求解以下方程：

　 　 ∂
∂ｖ

Ｌｒ（ｕｎ，ｐｎ－１，λｎ） ＝ ０，　 　 ∀ｖ ∈ ＲＮ，

即

　 　 Ａｕｎ ＋ ｒｕｎ ＝ － ｑ ＋ λｎ ＋ ｒｐｎ＋１ ． （２３）
令

　 　 Ｆ（ｑ） ＝ Ｌｒ（ｕｎ，ｑ，λｎ） ＝ Ｅ（ｕｎ） ＋ 〈λｎ，ｕｎ － ｑ〉 ＋ ｒ
２
‖ｕｎ － ｑ‖２，

根据式（２１），能找到 ｐｎ ∈ ＲＮ 使得

　 　 Ｆ（ｐｎ） ≤ Ｆ（ｑ），　 　 ∀ｑ ∈ ＲＮ， （２４）
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且在 Ω 上有

　 　 ｐｎ － ψ ≥ ０． （２５）
因为式（２４）和（２５）是约束极小值问题，故可以用鞍点理论来显式地求解该问题．问题（２１）等
价于以下式子：

　 　 ∂
∂ｑ

Ｆ（ｐｎ） － γｎ ＝ ０，　 　 ∀ｑ ∈ ＲＮ， （２６）

　 　 〈γｎ，ｐｎ － ψ〉 ＝ ０， （２７）
其中 γｎ 是式（２５）的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子，且 γｎ ＞ ０．由式（２６）可得到

　 　 ｐｎ ＝ １
ｒ
（γｎ － λｎ ＋ ｒｕｎ） ． （２８）

将式（２８）代入式（２７）得到

　 　 γｎ， １
ｒ
（γｎ － λｎ ＋ ｒｕｎ） － ψ ＝ ０．

又因为 γｎ ＞ ０， 所以

　 　 １
ｒ
（γｎ － λｎ ＋ ｒｕｎ） － ψ ＝ ０，

即

　 　 γｎ ＝ λｎ － ｒ（ｕｎ － ψ） ．
故得到 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子：

　 　 γｎ ＝ （λｎ － ｒｕｎ ＋ ｒψ） ＋ ． （２９）
将式（２９）代入式（２８）得到

　 　 ｐｎ ＝ ｕｎ － １
ｒ

λｎ － （λｎ － ｒｕｎ ＋ ｒψ） ＋[ ] ．

综合以上分析，得到如下 Ｕｚａｗａ 块松弛算法．
算法 １ （ＵＢＲ）
第 １ 步　 给定初始值， { ｐ０，λ１ } ∈ ＲＮ × ＲＮ，ｒ ≥ ０，令 ｎ ＝ １．
第 ２ 步　 求解 ｕｎ ∈ ＲＮ， 使得对 ∀ｖｎ ∈ ＲＮ 有

　 　 Ａｕｎ ＋ ｒｕｎ ＝ － ｑ ＋ λｎ ＋ ｒｐｎ－１ ．
第 ３ 步　 计算辅助变量：

　 　 ｐｎ ＝ ｕｎ － １
ｒ

λｎ － （λｎ － ｒｕｎ ＋ ｒψ） ＋[ ] ．

第 ４ 步　 更新 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子：
　 　 λｎ＋１ ＝ λｎ － ρ（ｕｎ － ｐｎ） ．
第 ５ 步　 对给定的误差限 ε ＞ ０， 若满足

　 　 ‖ｕｎ － ｕｎ－１‖２

‖ｕｎ‖２ ≤ ε，

则迭代停止，否则返回第 ２ 步．

４　 算法收敛性分析

为了证明算法收敛性，在此先给出以下引理［２］ ．
引理 １　 若 ＡＮ×Ｎ：ＲＮ → ＲＮ 是一个连续并且强单调的映射， { ｐｎ } ｎ≥０ 是 ＲＮ 中的一个序列，
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对于任意的 ｎ， 存在 ｐ ∈ ＲＮ， 使得

　 　 ｌｉｍ
ｎ→＋∞

〈Ａｐｎ － Ａｐ，ｐｎ － ｐ〉 ＝ ０，

则

　 　 ｌｉｍ
ｎ→＋∞

ｐｎ ＝ ｐ ．

从而，可得 Ｕｚａｗａ 块松弛法的收敛性结果［２］ ．
定理 ２　 当

　 　 ０ ＜ ρ ＜ １ ＋ ５
２

ｒ　 　 （ ｒ ＞ ０），

由算法产生的序列 { ｕｎ，ｐｎ，λｎ } 收敛于 Ｌｒ 在 Ｒ 上的鞍点 { ｕ，ｐ，λ} ．
证明　 令 δｕｎ ＝ ｕｎ － ｕ，δｐｎ ＝ ｐｎ － ｐ，δλｎ ＝ λｎ － λ ．因为 { ｕ，ｐ，λ} 是 Ｌｒ 在 Ｒ 上的鞍点，

从而有

　 　 〈Ｅ′（ｕ），ｖ － ｕ〉 － 〈λ，ｖ － ｕ〉 ＋ ｒ〈ｕ － ｐ，ｖ － ｕ〉 ≥ ０，　 　 ∀ｖ ∈ ＲＮ， （３０）
　 　 〈λ，ｑ － ｐ〉 ＋ ｒ〈ｐ － ｕ，ｑ － ｐ〉 ≥ ０，　 　 ∀ｑ ∈ ＲＮ， （３１）
　 　 λ ＝ λ － ρ（ｕ － ｐ） ． （３２）

再通过式（２０） ～ （２２）分别定义 { ｕｎ，ｐｎ，λｎ＋１ } ， 有

　 　 〈Ｅ′（ｕｎ），ｖ － ｕｎ〉 － 〈λｎ，ｖ － ｕｎ〉 ＋ ｒ〈ｕｎ － ｐｎ－１，ｖ － ｕｎ〉 ≥ ０，　 　 ∀ｖ ∈ ＲＮ， （３３）
　 　 〈λｎ，ｑ － ｐｎ〉 ＋ ｒ〈ｐｎ － ｕｎ，ｑ － ｐｎ〉 ≥ ０，　 　 ∀ｑ ∈ ＲＮ， （３４）
　 　 λｎ＋１ ＝ λｎ － ρ（ｕｎ － ｐｎ） ． （３５）
分别在式（３０）和（３３）中令 ｖ ＝ ｕｎ 和 ｖ ＝ ｕ， 相加得

　 　 〈Ｅ′（ｕｎ） － Ｅ′（ｕ），δｕｎ〉 ＋ ｒ〈δｕｎ － δｐｎ－１，δｕｎ〉 － 〈δλｎ，δｕｎ〉 ≤ ０． （３６）
分别在式（３１）和（３４）中令 ｑ ＝ ｐｎ 和 ｑ ＝ ｐ， 相加得

　 　 ｒ〈δｐｎ － δｕｎ，δｐｎ〉 ＋ 〈δλｎ，δｐｎ〉 ≤ ０． （３７）
再将式（３６）和（３７）相加得

　 　 〈Ｅ′（ｕｎ） － Ｅ′（ｕ），δｕｎ〉 － 〈δλｎ，δｕｎ － δｐｎ〉 ＋
　 　 　 　 ｒ〈δｐｎ － δｐｎ－１，δｕｎ〉 ＋ ｒ‖δｕｎ － δｐｎ‖２ ≤ ０． （３８）
结合式（３２）和（３５）可得

　 　 δλｎ＋１ ＝ δλｎ － ρ（δｕｎ － δｐｎ），
进而得到

　 　 ‖δλｎ‖２ － ‖δλｎ＋１‖２ ＝ ２ρ〈δλｎ，δｕｎ － δｐｎ〉 － ρ ２‖δｕｎ － δｐｎ‖２ ． （３９）
结合式（３８）和（３９）可得

　 　 ‖δλｎ‖２ － ‖δλｎ＋１‖２ ≥ ２ρ〈Ｅ′（ｕｎ） － Ｅ′（ｕ），δｕｎ〉 ＋
　 　 　 　 ２ρｒ〈δｕｎ，δｐｎ － δｐｎ－１〉 ＋ ρ（２ｒ － ρ）‖δｕｎ － δｐｎ‖２ ． （４０）
根据 δｕｎ ＝ （δｕｎ － δｕｎ－１） ＋ （δｕｎ－１ － δｐｎ－１） ＋ δｐｎ－１， 可得到

　 　 〈δｕｎ，δｐｎ － δｐｎ－１〉 ＝ 〈δｕｎ － δｕｎ－１，δｐｎ － δｐｎ－１〉 ＋
　 　 　 　 〈δｕｎ－１ － δｐｎ－１，δｐｎ － δｐｎ－１〉 ＋ 〈δｐｎ－１，δｐｎ － δｐｎ－１〉 ． （４１）

因为

　 　 〈δｐｎ－１，δｐｎ － δｐｎ－１〉 ＝ １
２
（‖δｐｎ‖２ － ‖δｐｎ－１‖２ － ‖δｐｎ － δｐｎ－１‖２），

根据式（４１）可得

　 　 ２ρｒ〈δｕｎ，δｐｎ － δｐｎ－１〉 ＝
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　 　 　 　 ２ρｒ〈δｕｎ － δｕｎ－１，δｐｎ － δｐｎ－１〉 ＋ ２ρｒ〈δｕｎ－１ － δｐｎ－１，δｐｎ － δｐｎ－１〉 ＋
　 　 　 　 ρｒ（‖δｐｎ‖２ － ‖δｐｎ－１‖２ － ‖δｐｎ － δｐｎ－１‖２） ． （４２）

在式（３４）中用 ｎ － １ 代替 ｎ 得到

　 　 〈λｎ－１，ｑ － ｐｎ－１〉 ＋ ｒ〈ｐｎ－１ － ｕｎ－１，ｑ － ｐｎ－１〉 ≥ ０． （４３）
分别在式（３４）和（４３）中令 ｑ ＝ ｐｎ－１ 和 ｑ ＝ ｐｎ， 相加得

　 　 ｒ‖δｐｎ － δｐｎ－１‖２ － ｒ〈δｕｎ － δｕｎ－１，δｐｎ － δｐｎ－１〉 ＋
　 　 　 　 〈δλｎ － δλｎ－１，δｐｎ － δｐｎ－１〉 ≤ ０． （４４）

根据式（３５）可得

　 　 λｎ ＝ λｎ－１ － ρ（ｕｎ－１ － ｐｎ－１） ． （４５）
结合式（３２）和（４５）可得

　 　 δλｎ － δλｎ－１ ＝ － ρ（δｕｎ－１ － δｐｎ－１） ． （４６）
根据式（４４）和（４６）可得

　 　 ｒ〈δｕｎ － δｕｎ－１，δｐｎ － δｐｎ－１〉 ≥
　 　 　 　 ｒ‖δｐｎ － δｐｎ－１‖２ － ρ〈δｕｎ－１ － δｐｎ－１，δｐｎ － δｐｎ－１〉， （４７）

根据式（４２）和（４７）可得

　 　 ２ρｒ〈δｕｎ，δｐｎ － δｐｎ－１〉 ≥ ρｒ（‖δｐｎ － δｐｎ－１‖２ ＋ ‖δｐｎ‖２ － ‖δｐｎ－１‖２） ＋
　 　 　 　 ２ρ（ ｒ － ρ）〈δｕｎ－１ － δｐｎ－１，δｐｎ － δｐｎ－１〉 ． （４８）

结合式（４０）和（４８）可得

　 　 ‖δλｎ‖２ － ‖δλｎ＋１‖２ ≥ ２ρ〈Ｅ′（ｕｎ） － Ｅ′（ｕ），δｕｎ〉 ＋
　 　 　 　 ρｒ（‖δｐｎ － δｐｎ－１‖２ ＋ ‖δｐｎ‖２ － ‖δｐｎ－１‖２） ＋
　 　 　 　 ２ρ（ ｒ － ρ）〈δｕｎ－１ － δｐｎ－１，δｐｎ － δｐｎ－１〉 ＋
　 　 　 　 ρ（２ｒ － ρ）‖δｕｎ － δｐｎ‖２，

即

　 　 （‖δλｎ‖２ ＋ ρ ２‖δｐｎ－１‖２） － （‖δλｎ＋１‖２ ＋ ρ ２‖δｐｎ‖２） ≥
　 　 　 　 ２ρ〈Ｅ′（ｕｎ） － Ｅ′（ｕ），δｕｎ〉 ＋ ２ρ（ ｒ － ρ）〈δｕｎ－１ － δｐｎ－１，δｐｎ － δｐｎ－１〉 ＋
　 　 　 　 ρ（２ｒ － ρ）‖δｕｎ － δｐｎ‖２ ＋ ρｒ‖δｐｎ － δｐｎ－１‖２，

其中　 　 〈Ｅ′（ｕｎ） － Ｅ′（ｕ），δｕｎ〉 ＝ 〈Ａｕｎ － Ａｕ，ｕｎ － ｕ〉 ．
当 ρ ＝ ｒ 时，显然有

　 　 ｌｉｍ
ｎ→＋∞

〈Ａｕｎ － Ａｕ，ｕｎ － ｕ〉 ＝ ０，

则根据引理 １ 可知

　 　 ｌｉｍ
ｎ→＋∞

ｕｎ ＝ ｕ， ｌｉｍ
ｎ→＋∞

ｐｎ ＝ ｐ ．

当 ρ ≠ ｒ 时，由文献［５］可得以上结果．
λ∗ 是 {λｎ } ｎ 在 ＲＮ 上的一个弱聚点，在式（３３）和（３４）中取极限并且利用 Ｅ 的下半连续

性可得

　 　 Ｅ（ｖ） － 〈λ∗，ｖ － ｕ〉 ＋ ρ〈ｕ － ｐ，ｖ － ｕ〉 ≥
　 　 　 　 ｌｉｍ ｉｎｆ Ｅ（ｕｎ） ≥ Ｅ（ｕ） ≥ ０，　 　 ∀ｖ ∈ ＲＮ， ｕ ∈ ＲＮ， （４９）
　 　 〈λ∗，ｑ － ｐ〉 ＋ ρ〈ｐ － ｕ，ｑ － ｐ〉 ≥ ０，　 　 ∀ｑ ∈ ＲＮ， ｐ ∈ ＲＮ ． （５０）

式（４９）、（５０）等价于以下式子：
　 　 Ｌｒ（ｕ，ｐ，λ∗） ≤ Ｌｒ（ｖ，ｑ，λ∗），　 　 ∀ { ｖ，ｑ } ∈ ＲＮ × ＲＮ， { ｕ，ｐ } ∈ ＲＮ × ＲＮ ．

因为 ｐ ＝ ｕ， 所以

　 　 Ｌｒ（ｕ，ｐ，μ） ＝ Ｌ（ｕ，ｐ，μ） ＝ Ｅ（ｕ），　 　 ∀μ ∈ ＲＮ， （５１）
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　 　 Ｌｒ（ｕ，ｐ，μ） ＝ Ｌｒ（ｕ，ｐ，λ∗），　 　 ∀μ ∈ ＲＮ ． （５２）
根据式（５１）和（５２），可知 { ｕ，ｐ，λ∗ } 也是 Ｌｒ 的鞍点．

５　 改进 Ｕｚａｗａ 块松弛算法

在应用 Ｕｚａｗａ 块松弛法求解实际问题时，通常取固定参数 ρ ＝ ｒ［９⁃１０］ ．然而，不同罚参数对
收敛速度影响较大．因此，本文提出自适应 Ｕｚａｗａ 块松弛法，利用自适应法则，得到变参数序列
{ ρ ｎ } 代替固定参数 ρ ［１１⁃１４］ ．使用如下规则来调整参数，在算法收敛性分析中，如果 ρ ＝ ｒ ＝ ρ ｎ，
则由算法 ２ 生成的序列 { （ｕｎ，ｐｎ，λｎ） } 满足以下不等式：

　 　 （‖λｎ － λ‖２ ＋ ρ ２
ｎ‖ｐｎ－１ － ｐ‖２） － （‖λｎ＋１ － λ‖２ ＋ ρ ２

ｎ‖ｐｎ － ｐ‖２） ≥
　 　 　 　 ２βρ ｎ‖ｕｎ － ｕ‖２ ＋ ρ ２

ｎ‖ｕｎ － ｕ － （ｐｎ － ｐ）‖２，
其中 β ＞ ０， 可以得到

　 　 ‖λｎ＋１ － λ‖２ ＋ ρ ２
ｎ‖ｐｎ － ｐ‖２ ≤ ‖λｎ － λ‖２ ＋ ρ ２

ｎ‖ｐｎ－１ － ｐ‖２ ．
显然，序列 { ‖λｎ＋１ － λ‖２ ＋ ρ ２

ｎ‖ｐｎ － ｐ‖２ } 单调递减且有界．为了加快收敛速度，我们希望

　 　 ‖λｎ＋１ － λｎ‖ ≈ ρ ｎ‖ｐｎ － ｐｎ－１‖ ．
这提供了一个选择 ρ ｎ＋１ 的基本思路．对于一个给定的正常数 τ， 如果 ρ ｎ‖ｐｎ － ｐｎ－１‖ ＞ （１ ＋
τ）‖λｎ＋１ － λｎ‖， 就在下一次迭代中减小 ρ ｎ； 如果 ρ ｎ‖ｐｎ － ｐｎ－１‖ ＜ （１ ／ （１ ＋ τ））‖λｎ＋１ －
λｎ‖， 就在下一次迭代中增加 ρ ｎ ．令 ω ｎ ＝ ‖λｎ＋１ － λｎ‖ ／ （ρ ｎ‖ｐｎ － ｐｎ－１‖）， 可以通过以下方
式选择参数 ρ ｎ＋１：

　 　 ρ ｎ＋１ ＝

（１ ＋ τ）ρ ｎ， ω ｎ ＞ １ ＋ τ，
１

１ ＋ τ
ρ ｎ， ω ｎ ＜ １

１ ＋ τ
，

ρ ｎ， ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

综上，得到如下自适应 Ｕｚａｗａ 块松弛算法．
算法 ２ （ＭＵＢＲ）
第 １ 步　 给定初始值， { ｐ０，λ１ } ∈ ＲＮ × ＲＮ， 参数 ρ ＞ ０，τ ＞ ０， 令 ρ １ ＝ ρ，ｎ ＝ １．
第 ２ 步　 求解 ｕｎ ∈ ＲＮ， 使得对 ∀ｖｎ ∈ ＲＮ 有
　 　 Ａｕｎ ＋ ρ ｎｕｎ ＝ － ｑ ＋ λｎ ＋ ρ ｎｐｎ－１ ．
第 ３ 步　 计算辅助变量：

　 　 ｐｎ ＝ ｕｎ － １
ρ ｎ

λｎ － （λｎ － ρ ｎｕｎ ＋ ρ ｎψ） ＋[ ] ．

第 ４ 步　 更新 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子：
　 　 λｎ＋１ ＝ λｎ － ρ ｎ（ｕｎ － ｐｎ） ．

第 ５ 步　 计算 ω ｎ ＝ ‖λｎ＋１ － λｎ‖
ρ ｎ‖ｐｎ － ｐｎ－１‖

， 选取罚参数：

　 　 ρ ｎ＋１ ＝

（１ ＋ τ）ρ ｎ， ω ｎ ＞ １ ＋ τ，
１

１ ＋ τ
ρ ｎ， ω ｎ ＜ １

１ ＋ τ
，

ρ ｎ， ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

第 ６ 步　 对给定的误差限 ε ＞ ０， 若满足

　 　 ‖ｕｎ － ｕｎ－１‖２

‖ｕｎ‖２ ≤ ε，
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则迭代停止；否则，置 ｎ ＝ ｎ ＋ １， 返回第 ２ 步．

６　 算 例 分 析

为了验证算法的可靠性，用本文提出的算法得到了两个算例的数值结果．对于 Ｕｚａｗａ 块松

弛算法（算法 １），取固定参数 ρ ＝ ｒ ．两种算法的迭代终止条件均取 ε ＝ １０ －４ ．
算例 １　 考虑在正方形区域 Ω ＝ （ － １．５，１．５） × （ － １．５，１．５） 中的自由边界问题［１５］，其中 ｆ

＝ － ２，ψ ＝ ０， Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件可由解析解

　 　 ｖ（ｘ） ＝
ｒ２

２
－ ｌｎ（ ｒ） － １

２
， ｒ ＞ １，

０， ｒ ≤ １

ì

î

í

ïï

ïï

确定， ｒ ＝ ｘ２
１ ＋ ｘ２

２ ， 从而边界条件可由解析解得到．采用自适应 Ｕｚａｗａ 块松弛算法求解，图 １
为取步长 ｈ ＝ １ ／ ４０ 和 τ ＝ １ 的数值结果，图 ２ 给出了自由边界的数值解与精确解结果对比，它
们是吻合的．

图 １　 数值解 图 ２　 自由边界的数值解与精确解

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ Ｆｉｇ． ２　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｎｄ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ

对于不同的初始罚参数 ρ 和不同的步长 ｈ， 表 １ 对算例 １ 的 Ｕｚａｗａ 块松弛算法和自适应

Ｕｚａｗａ 块松弛算法所需的迭代次数进行了比较，其中“－”表示迭代次数超过 ５００ 次．结果表明

自适应 Ｕｚａｗａ 块松弛算法不仅收敛快，而且非常稳定．
表 １　 两种算法的迭代次数情况（算例 １）

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｅａｃｈ ｍｅｔｈｏｄ（ｅｘａｍｐｌｅ １）

ρ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍ １ （ＵＢＲ）

ｈ ＝ １ ／ １０ ｈ ＝ １ ／ ２０ ｈ ＝ １ ／ ４０ ｈ ＝ １ ／ ８０

ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ２ （ＭＵＢＲ）

ｈ ＝ １ ／ １０ ｈ ＝ １ ／ ２０ ｈ ＝ １ ／ ４０ ｈ ＝ １ ／ ８０

１０－２ － － － － ３２ ３１ ２９ ３１

１０－１ ２８２ ２１１ ２０１ ２０１ ２８ ２６ ２７ ２８

１ ８９ ９０ ７８ ７６ ２３ ２１ ２４ ２５

１０ ２７ ３４ ２８ ２７ ２２ ２４ ２３ ２３

１０２ ７０ ６９ ６８ ６８ ２３ ２４ ２４ ２６

１０３ － － － － ２７ ２７ ２７ ２８

１０４ － － － － ３１ ２９ ３２ ３２

０９６ 自由边界问题的自适应 Ｕｚａｗａ 块松弛算法



　 　 算例 ２　 考虑在正方形区域 Ω ＝ （ － ２，２） × （ － ２，２） 中的自由边界问题［６⁃７，１６］，其中

　 　 ｆ ＝ ０，

　 　 ψ ＝ １ － ｘ２ － ｙ２ ， ｘ２ ＋ ｙ２ ≤ １，
－ １， ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ，{

解析解为

　 　 ｖ（ｘ） ＝

１ － ｘ２ － ｙ２ ， ｒ ＜ ｒ∗，

－
ｒ∗ ｌｎ ｒ

Ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１ － ｒ∗２
， ｒ ≥ ｒ∗，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

其中 ｒ ＝ ｘ２ ＋ ｙ２ ，Ｒ ＝ ２，ｒ∗ ＝ ０．６９７ ９６５ １４２ ８…，ｒ∗ 满足条件 ｒ∗２（１ － ｌｎ（ ｒ∗ ／ Ｒ）） ＝ １．采用自

适应 Ｕｚａｗａ 块松弛算法求解，同样取 ｈ ＝ １ ／ ４０ 和 τ ＝ １， 图 ３ 为数值解结果，图 ４ 给出了自由边

界的数值解与精确解结果对比，它们同样是吻合的．
对算例 ２，表 ２ 列举了两种算法对不同的初始罚参数 ρ 和不同的步长 ｈ 所需的迭代次数，

通过比较结果，同样表明自适应 Ｕｚａｗａ 块松弛算法是非常有效的．而且从两个算例的数值结果

看出，自适应 Ｕｚａｗａ 块松弛算法的收敛速度几乎不受初始参数 ρ 和步长 ｈ 的影响．

图 ３　 数值解 图 ４　 自由边界的数值解与精确解

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ Ｆｉｇ． ４　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｎｄ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ

表 ２　 两种算法的迭代次数情况（算例 ２）
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｅａｃｈ ｍｅｔｈｏｄ（ｅｘａｍｐｌｅ ２）

ρ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍ １ （ＵＢＲ）

ｈ ＝ １ ／ １０ ｈ ＝ １ ／ ２０ ｈ ＝ １ ／ ４０ ｈ ＝ １ ／ ８０

ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ２ （ＭＵＢＲ）

ｈ ＝ １ ／ １０ ｈ ＝ １ ／ ２０ ｈ ＝ １ ／ ４０ ｈ ＝ １ ／ ８０

１０－２ － － － － ３５ ２９ ３０ ３３

１０－１ １６０ ２１４ １６０ １８０ ３２ ２６ ２８ ３０

１ ６７ ６０ ５５ ５０ ３２ ２５ ２８ ３０

１０ ３７ ４３ ４９ ５５ ３３ ２９ ３０ ３４

１０２ ２９１ ３１３ ３６１ ４１３ ３６ ３０ ３３ ３８

１０３ － － － － ３９ ３４ ３７ ３９

１０４ － － － － ４３ ３９ ４０ ４３

１９６郭　 　 楠　 　 馨　 　 　 张　 　 守　 　 贵



７　 结　 　 论

本文提出了求解单侧障碍自由边界问题的 Ｕｚａｗａ 块松弛法及其改进算法．Ｕｚａｗａ 块松弛

法的主要优点是每次迭代计算简单．然而，Ｕｚａｗａ 块松弛算法中的迭代次数高度依赖罚参数 ρ，
为了提高算法的性能，本文提出基于自适应法则的自适应 Ｕｚａｗａ 块松弛法，该方法在迭代过程

中自动调整罚参数 ρ， 数值算例表明自适应 Ｕｚａｗａ 块松弛算法具有更快的收敛速度和稳定性．
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