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摘要：　 蜂窝夹芯板在飞行器、高速列车等领域有广泛的用途，对其开展振动分析具有明确的科学

价值及工程意义．为区别于诸简支等传统约束边界，提出了弹性约束边界下蜂窝夹芯板结构的自由

振动特性分析方法．具体来说，首先通过将蜂窝夹芯层等效为各向异性板，将夹芯板问题转变为三

层板结构．进一步地，将板结构的位移场函数由改进的二维 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数表示，并基于能量原理的

Ｒａｙｌｅｉｇｈ⁃Ｒｉｔｚ 法得到结构的固有频率和固有振型，理论预测结果与数值模拟分析吻合较好．提出的

理论模型可用于系统讨论约束边界对蜂窝夹芯结构自由振动特性的影响，为此类结构的约束方案

设计提供理论依据．
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引　 　 言

作为一种典型的轻量化结构，蜂窝夹芯板由于比刚度、比模量较高等诸多优点而广泛应用

于飞行器和高速列车等领域，其振动特性也长期受到研究人员的关注．例如，鲍四元和邓子

辰［１］依照板变形的对称性，验证了频率方程组形式的正确性，得到了不同边界条件下板结构

频率方程之间的联系与转化．冀伟等［２］利用控制方程和线性微分算子的可交换性，通过引入中

间变量位移函数，将包含三个广义位移的控制方程简化为一个方程，最终给出了四边简支蜂窝

夹芯板的固有频率显式表达式，其中控制方程的理论基础为 Ｌｉｂｏｖｅ 和 Ｂａｔｄｏｒｆ 的各向异性夹层

板理论．任树伟等［３］基于 Ｒｅｉｓｓｎｅｒ 夹层板理论建立了蜂窝夹芯板的声振耦合模型，系统讨论了

夹芯厚度、蜂窝壁厚、夹层板面内尺寸和声压入射角度等系统参数对结构振动和声学特性的影

响规律．综上所述，目前有关蜂窝夹芯板的振动分析多数限于对称夹层板理论，无法考虑面内

外运动的耦合影响，而这种耦合效应在非对称夹层板情况下尤其无法忽略．
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此外，目前多数理论分析工作局限于传统的简支边界分析，之所以没有考虑其他类型的约

束边界并非由于简支边界本身的独特重要性，主要缘故在于数学处理上的困难．例如，早在

１９７３ 年，Ｌｅｉｓｓａ［４］就系统讨论了多达 ２１ 种简单约束边界（简支、固支和自由）组合情况下薄板

的自由振动，研究发现只有 ６ 种对边简支情形可以得出确切的固有振动特征方程，而剩余 １５
种情况需借助于 Ｒｉｔｚ 法进行分析．当基于 Ｒａｙｌｅｉｇｈ⁃Ｒｉｔｚ 法求解板的振动问题时，合适的估计函

数（ａｄｍｉｓｓｉｂｌｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ）是决定结果收敛速度和精度的关键因素．目前，多数文献［５⁃９］ 都选用具

有相似边界条件的梁函数作为板结构的估计函数，这种方案的优点在于思路清晰、结果较为准

确，缺点在于针对不同的边界组合需要找寻对应的量函数，因此适用面较窄．２００４ 年，Ｌｉ 等提

出了一种改进 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数的方法解决了在弹性约束边界下薄板结构的振动问题，收敛速度和

精度均令人满意．此后，这一方法被拓展使用到弹性约束边界下正交各向异性板［１０］、板⁃腔声振

耦合系统［１１］、复合材料层合板［１２］等结构问题，充分说明了该方法的有效性．需要说明的是，通
过选取一定的约束刚度，弹性约束边界可以退化为传统的简支、固支、自由边界，避免了传统梁

函数法只能处理单一简单约束边界的局限性，因此讨论弹性约束边界下结构的振动特性具有

重要的理论和工程价值．本文拟结合蜂窝夹芯的等效处理以及 Ｌｉ 等提出的改进 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数

法，研究了弹性约束边界下蜂窝夹芯板的自由振动问题，为今后蜂窝夹芯板的约束设计和分析

提供了必要的理论依据．

１　 理 论 模 型

１．１　 问题说明

如图 １ 所示，考虑一个四边弹性约束的蜂窝夹芯板结构，假设由铝制上面板、下面板和正六

边形蜂窝夹芯组成（对于非正六边形蜂窝层芯结构，相邻壁长不相等）．上、下面板的厚度为 ｄ、长
度为 ａ、宽度为 ｂ，蜂窝夹芯的厚度为 ｈ，蜂窝层芯相邻壁长度为 Ｌ和Ｈ，对于正六边形蜂窝有 Ｌ ＝
Ｈ，蜂窝的壁厚为 δ ．考虑沿 ｘ轴、ｙ轴、ｚ轴的平动位移和绕 ｙ轴、ｘ轴的转动位移分别为 ｕ０（ｘ，ｙ，
ｔ），ｖ０（ｘ，ｙ，ｔ），ｗ０（ｘ，ｙ，ｔ），φｘ（ｘ，ｙ，ｔ），φｙ（ｘ，ｙ，ｔ） ．对应于 ５ 个位移变量，在夹芯板边界引入线性

弹簧（包括 κｕ，κｖ，κｗ） 和扭转弹簧（Ｋｘ，Ｋｙ） 来描述弹性约束边界的刚度．不同下标符号对应不

同边界的约束，比如（κｕ
ｘ０，κｖ

ｘ０，κｗ
ｘ０，Ｋｘ

ｘ０，Ｋｙ
ｘ０） 对应 ｘ ＝ ０ 处的约束刚度．值得注意的是，各种经典边

界条件及其任意组合都可以通过调节边界约束弹簧的刚度近似得到．以 ｘ ＝ ０ 处边界为例：
简支边界（ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ， 简写为 Ｓ）
　 　 κｕ

ｘ０ ＝ κｖ
ｘ０ ＝ κｗ

ｘ０ ＝ Ｋｙ
ｘ０ ＝ ∞， Ｋｘ

ｘ０ ＝ ０；
自由边界（ｆｒｅｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ， 简写为 Ｆ）
　 　 κｕ

ｘ０ ＝ κｖ
ｘ０ ＝ κｗ

ｘ０ ＝ Ｋｘ
ｘ０ ＝ Ｋｙ

ｘ０ ＝ ０；
固支边界（ｃｌａｍｐｅｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ， 简写为 Ｃ）
　 　 κｕ

ｘ０ ＝ κｖ
ｘ０ ＝ κｗ

ｘ０ ＝ Ｋｘ
ｘ０ ＝ Ｋｙ

ｘ０ ＝ ∞ ．
实际计算中，∞用一较大数分析即可，本文取 １０９ ．
１．２　 振动理论模型

对于 Ｙ 型周期性六边形蜂窝芯层结构（如图 ２ 所示），定义 β ＝ Ｌ ／ Ｈ，当 β ＝ １ 时，蜂窝层芯

为正六边形，θ 为相邻胞壁夹角与直角的差值．可从结构力学和材料力学角度计算正六边形蜂

窝层芯结构的等效弹性参数，具体过程可参考文献［１３⁃１４］，参数表达式为：
面内弹性模量
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面外等效弹性模量
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其中 Ｅｓ 和 Ｇｓ 分别是蜂窝材料的弹性模量和剪切模量．

图 １　 弹性约束边界条件下蜂窝夹芯板示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｓｋｅｔｃｈ ｏｆ ｔｈｅ ｈｏｎｅｙｃｏｍｂ⁃ｃｏｒｅｄ ｐｌａｔｅ ｕｎｄｅｒ ｅｌａｓｔｉｃａｌｌｙ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

图 ２　 蜂窝单胞几何模型示意图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｓｋｅｔｃｈ ｏｆ ａ ｓｉｎｇｌｅ ｃｅｌｌ ｉｎ ｔｈｅ ｈｏｎｅｙｃｏｍｂ ｃｏｒｅ

若蜂窝夹芯等效为正交各向异性材料层，此时蜂窝夹芯板可近似视作三层板结构．基于一

阶剪切理论，蜂窝夹芯板的位移函数可以表示如下：

　 　
ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ ｕ０（ｘ，ｙ，ｔ） ＋ ｚφｘ（ｘ，ｙ，ｔ），
ｖ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ ｖ０（ｘ，ｙ，ｔ） ＋ ｚφｙ（ｘ，ｙ，ｔ），
ｗ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ ｗ０（ｘ，ｙ，ｔ），

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１）

其中 ｕ０（ｘ，ｙ，ｔ），ｖ０（ｘ，ｙ，ｔ），ｗ０（ｘ，ｙ，ｔ） 表示中面 ｘ，ｙ，ｚ 方向的位移，φｘ，φｙ 表示中面法向矢量绕

ｙ 轴及 ｘ 轴的转角．根据应力⁃应变关系，可得
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５８５弹性约束边界条件下矩形蜂窝夹芯板的自由振动分析



其中 Ｑ
－

ｉｊ（ ｉ， ｊ ＝ １，２，…，６） 代表弹性系数，并考虑应变⁃位移关系：

　 　 εｘ ＝
∂ｕ
∂ｘ

， εｙ ＝
∂ｖ
∂ｙ

， γｘｙ ＝
∂ｕ
∂ｙ

＋ ∂ｖ
∂ｘ

， γｙｚ ＝
∂ｖ
∂ｚ

＋ ∂ｗ
∂ｙ

， γｘｚ ＝
∂ｕ
∂ｚ

＋ ∂ｗ
∂ｘ

． （３）

设 Ｎｘ，Ｎｙ，Ｎｘｙ 和Ｍｘ，Ｍｙ，Ｍｘｙ 分别为蜂窝夹芯板等效后的横截面上的内力和内力矩， Ｑｘ，Ｑｙ

是横截面上的剪力，可由结构上的应力沿其厚度积分求得，设蜂窝夹芯板的厚度为 ｈ， 即有

　 　
Ｎｘ ＝ ∫ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
σｘｄｚ， Ｎｙ ＝ ∫ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
σｙｄｚ， Ｎｘｙ ＝ ∫ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
τｘｙｄｚ， Ｍｘ ＝ ∫ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
σｘｚｄｚ，

Ｍｙ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

σｙｚｄｚ， Ｍｘｙ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

τｘｙｚｄｚ， Ｑｘ ＝ Ｋｃ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

τｘｙｄｚ， Ｑｙ ＝ Ｋｃ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

τｙｚｄｚ，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（４）

其中 Ｋｃ 为剪切修正因子．将方程（１） ～ （３）代入式（４），得到
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其中 Ａｉｊ，Ｂ ｉｊ，Ｄｉｊ 分别代表拉伸刚度、拉弯耦合刚度和弯曲刚度系数，

　 　 Ａｉｊ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

Ｑ
－

ｉｊｄｚ， Ｂ ｉｊ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

Ｑ
－

ｉｊｚｄｚ， Ｄｉｊ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

Ｑ
－

ｉｊｚ２ｄｚ ．

１．３　 改进 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数法

为使位移场函数解满足弹性约束边界，可在标准二维 Ｆｏｕｒｉｅｒ 余弦级数的基础上增加辅助

级数来克服弯曲、扭转及面内位移在边界上空间导数的不连续性．相应的数值结果已经证明该

方法有快速的收敛性和较高的计算精度［１０⁃１２］ ．具体来说，蜂窝夹芯板的面内、弯曲及扭转位移

场函数可表示为
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∞
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ｍπｘ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ ｎπｙ

ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋é

ë
êê

　 　 ∑
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（６ａ）
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φｘ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ∑
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ｍ ＝ ０
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　 　 ∑
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其中 Ａｍｎ，Ｂｍｎ，Ｃｍｎ，Ｄｍｎ，Ｅｍｎ，Ａｙ
ｌｍ，Ｂｙ

ｌｍ，Ｃｙ
ｌｍ，Ｄｙ

ｌｍ，Ｅｙ
ｌｍ，Ａｘ

ｌｎ，Ｂｘ
ｌｎ，Ｃｘ

ｌｎ，Ｄｘ
ｌｎ，Ｅｘ

ｌｎ 为待定系数．区别于传统

余弦级数展开法，改进 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数法的基本思路是通过添加辅助级数来处理约束边界处的位

移及导数的不连续，从而达到迅速收敛到真实解的效果．辅助函数 ξｌｙ（ｙ） 和 ξｌｘ（ｘ） 的形式为

　 　
ξ１ｘ（ｘ） ＝ ｘ ｘ

ａ
－ １æ
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， ξ２ｘ（ｘ） ＝ ｘ２
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２
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－ １æ

è
ç
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÷ ．
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î

í
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（７）

１．４　 自由振动的能量法求解

为了避免分别处理控制方程和边界条件的繁琐问题，可基于能量法加以求解．具体来说，
首先写出蜂窝夹芯板的应变能 Ｕｖ：

　 　 Ｕｖ ＝
１
２ ∫

ａ

０
∫ｂ

０
［Ｎｘεｘ ＋ Ｎｙεｙ ＋ Ｎｘｙεｘｙ ＋ Ｍｘ∂φｘ ／ ∂ｘ ＋ Ｍｙ∂φｙ ／ ∂ｙ ＋

　 　 　 　 Ｍｘｙ（∂φｘ ／ ∂ｙ ＋ ∂φｙ ／ ∂ｘ） ＋ Ｑｙ（∂ｗ ／ ∂ｙ ＋ φｙ） ＋ Ｑｘ（∂ｗ ／ ∂ｘ ＋ φｘ）］ｄｘｄｙ ． （８）
储存在弹性约束边界弹簧中的弹性势能 Ｕｓｐ 表达式为

　 　 Ｕｓｐ ＝ １
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蜂窝夹芯板中的总动能 Ｔ 可表示为
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} ｄｘｄｙ， （１０）

其中惯性项 ［ Ｉ０，Ｉ１，Ｉ２］ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

ρ［１，ｚ，ｚ２］ｄｚ ．最后，蜂窝夹芯板的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 能量函数 Ｌ 可写为

　 　 Ｌ ＝ Ｔ － Ｕｖ － Ｕｓｐ ． （１１）
将式（８） ～ （１０）代入式（１１），得到以蜂窝夹芯板位移函数表示的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 能量函数 Ｌ， 进

一步对位移场中的所有待定系数分别取极值即得到矩阵形式的特征值方程：
　 　 （Ｋ － ω ２Ｍ）Ｙ ＝ ０， （１２）
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其中待定系数向量 Ｙ ＝ { ［Ａｍｎ］， ［Ａｘ
ｌｎ］， ［Ａｙ

ｌｍ］， ［Ｂｍｎ］， ［Ｂｘ
ｌｎ］， ［Ｂｙ

ｌｍ］， ［Ｃｍｎ］， ［Ｃｘ
ｌｎ］， ［Ｃｙ

ｌｍ］，

［Ｄｍｎ］，［Ｄｘ
ｌｎ］，［Ｄｙ

ｌｍ］，［Ｅｍｎ］，［Ｅｘ
ｌｎ］，［Ｅｙ

ｌｍ］ } Ｔ， 矩阵
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ê
ê
ê
ê

ù
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ê
ê
ê
ê

ù
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ú

为系统的等效刚度矩阵和质量矩阵．通过特征值方程即可求出固有频率以及待定系数向量，进
一步将待定系数代入位移场函数（６）可得到固有振型．

２　 数值结果与分析

为验证上述理论模型的有效性和正确性，可与不同边界条件下蜂窝夹芯板的有限元结果

进行对比．综合考虑蜂窝夹芯结构的实际参数以及建模的便利性，仿真计算中选取的蜂窝层芯

边长为 ８ ｍｍ，层芯厚度为 １０ ｍｍ，蜂窝壁厚为 ０．８８６ ｍｍ，面板长 ２２２ ｍｍ、宽 ２０８ ｍｍ、厚 １ ｍｍ ．
材料常数 Ｅｓ ＝ ７０ ＧＰａ， υ ＝ ０．３３， ρ ＝ ２ ７００ ｋｇ ／ ｍ３， 除非特别说明， 下面的算例均采用这些参

数．数值讨论内容分三部分，首先通过设置弹性约束边界的弹簧刚度，得到几种经典边界条件

下的理论预测结果，与有限元对比验证；进一步，讨论边界约束刚度对蜂窝夹芯结构的影响规

律；最后，分析讨论非对称蜂窝夹芯结构面内和面外变形的耦合对固有频率的影响．
２．１　 经典约束边界条件

现有的绝大多数研究均假设结构约束边界为几种经典约束边界，包括四边自由（Ｆ⁃Ｆ⁃Ｆ⁃
Ｆ）、四边固支（Ｃ⁃Ｃ⁃Ｃ⁃Ｃ）、四边简支（Ｓ⁃Ｓ⁃Ｓ⁃Ｓ）．表 １ 和图 ３ 分别给出了 ３ 种经典边界条件下固

有频率和固有振型的理论及有限元模拟结果．
表 １　 经典边界条件下理论解与数值模拟解的模态频率对比（单位： Ｈｚ）（其中∗为有限元模拟结果）

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｍｏｄａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ ｔｈｅ ＦＥＭ ｍｏｄｅｌ （ｕｎｉｔ： Ｈｚ）

（∗ ｄｅｎｏｔｅ ＦＥＭ ｒｅｓｕｌｔｓ）

ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ
ｍｏｄａｌ ｏｒｄｅｒ

１ ２ ３ ４ ５ ６

Ｆ⁃Ｆ⁃Ｆ⁃Ｆ

８０９．７４ １ ２１４．４９ １ ５７１．２０ １ ９６７．５６ ２ ０５３．２１ ３ ３１４．４７

８０９．８９∗ １ ２０５．８０∗ １ ５６９．５０∗ ２ ０１６．００∗ ２ １１３．６０∗ ３ ４５４．９０∗

－０．０１９％ ０．７２１％ ０．１０８％ －２．４０％ －２．８６％ －４．１０％

Ｃ⁃Ｃ⁃Ｃ⁃Ｃ

２ ２２７．９１ ３ ９３０．５５ ４ ２２５．１０ ５ ７５８．８４ ６ ２６９．４３ ６ ８０８．８３

２ ２１０．７０∗ ３ ９７６．４∗ ４ ２５７．２∗ ５ ７０２．３∗ ６ ３８６．６∗ ６ ９５９．５∗

０．７７８％ －１．１５％ －０．７５４％ ０．９９％ －１．８３％ －２．１６％

Ｓ⁃Ｓ⁃Ｓ⁃Ｓ

１ ２１０．７４ ２ ６３７．６０ ２ ９１７．６０ ３ ９４４．８０ ４ １９６．２０ ４ ５２４．００

１ ２２０．４０∗ ２ ６３６．３０∗ ２ ８７２．９０∗ ３ ９４９．５０∗ ４ ４０５．７０∗ ４ ６５２．７∗

－０．７９２％ ０．００４ ９％ １．５６％ －０．１１９％ －４．７６％ －２．７７％

　 　 需要说明的是，此处有限元建模是指在软件中建立实体的蜂窝夹芯结构模型，可近似看作

实验结果，而理论结果则经过了两次近似处理，包括蜂窝夹芯的弹性等效以及整体结构动力学

方程的能量法求解．由表 １ 中的固有频率及图 ３ 中的固有振型均可看出，理论结果和有限元结

果吻合较好，前六阶固有频率误差不超过 ５％，而且最大误差都在第 ５ 阶之后．在一定程度上说

明了采用的蜂窝夹芯弹性等效模型以及改进 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数方法的有效性和正确性．此外，只需
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简单修改弹性约束刚度就可通过同一个模型获得 ３ 种经典边界条件下结构的动力学结果，无
需仿照传统方法对位移函数进行修改和重新推导，体现了改进 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数法的优越性．

（ａ） １ 阶振型

（ａ） Ｍｏｄｅ １

（ｂ） ２ 阶振型

（ｂ） Ｍｏｄｅ ２

（ｃ） ３ 阶振型

（ｃ） Ｍｏｄｅ ３

９８５弹性约束边界条件下矩形蜂窝夹芯板的自由振动分析



（ｄ） ４ 阶振型

（ｄ） Ｍｏｄｅ ４

（ｅ） ５ 阶振型

（ｅ） Ｍｏｄｅ ５

（ｆ） ６ 阶振型

（ｆ） Ｍｏｄｅ ６
图 ３　 蜂窝夹芯板自由约束条件下振型理论解和有限元模型对比

Ｆｉｇ． ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｍｏｄａｌ ｓｈａｐｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｈｏｎｅｙｃｏｍｂ⁃ｃｏｒｅｄ ｐｌａｔｅ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｎｄ ｔｈｅ ＦＥＭ ｍｏｄｅｌ
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２．２　 弹性约束边界条件

结构的约束边界对系统的振动特性具有重要的影响，上小节中讨论的经典约束边界只是

几种较理想的情况，实际工程应用中的约束十分复杂，往往不能完全等效为经典边界条件．基
于文中建立的理论模型，可系统讨论约束刚度对结构固有振动特性的影响规律．由于 ４ 个边界

分别有 ５ 个约束弹簧，可讨论的参数较多，需选择具有代表性的参数加以讨论．笔者观察到，从
弹性约束弹簧的角度，简支边界和固支边界有 ４ 个约束刚度相同，只有 １ 个扭转弹簧刚度有区

别（简支为 ０，固支为∞），因此可通过讨论该扭转弹簧刚度的影响来反映约束刚度的作用．具
体来说，在 ｘ ＝ ０，ａ 边界处，假设蜂窝夹芯板边界弹性约束的弹簧刚度为 κ ｕ

ｘ０ ＝ κ ｖ
ｘ０ ＝ κｗ

ｘ０ ＝ Ｋｙ
ｘ０ ＝

１０９，Ｋｘ
ｘ０ ＝ ｋ，其中 ｋ 表示边界约束扭转弹簧刚度；类似地，在 ｙ ＝ ０，ｂ 处，蜂窝夹芯板边界弹性约

束的弹簧刚度为 κ ｕ
ｙ０ ＝ κ ｖ

ｙ０ ＝ κｗ
ｙ０ ＝ Ｋｙ

ｙ０ ＝ １０９，Ｋｘ
ｙ０ ＝ ｋ ．表 ２ 给出了不同扭转弹簧刚度下蜂窝夹芯

板的固有频率．
表 ２　 不同扭转弹簧刚度下蜂窝夹芯板固有频率（单位： Ｈｚ）

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｍｏｄａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｈｏｎｅｙｃｏｍｂ⁃ｃｏｒｅｄ ｐｌａｔｅ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｏｒｓｉｏｎａｌ ｓｐｒｉｎｇ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ（ｕｎｉｔ： Ｈｚ）

ｋ ／ （Ｎ ／ ｍ）
ｍｏｄａｌ ｏｒｄｅｒ

１ ２ ３ ４ ５ ６

０ １ ２１０．７４ ２ ６３７．６０ ２ ９１７．６０ ３ ９４４．８０ ４ １９６．２０ ４ ５２４．００

１０１ １ ２１５．５２ ２ ６３８．７４ ２ ９３０．４４ ３ ９４９．９３ ４ ２０１．９６ ４ ５２５．５０

１０３ １ ５６７．１５ ２ ９９２．６９ ３ ３２６．１０ ４ ２３９．９２ ４ ６５９．３１ ５ ３７２．６３

１０６ ２ ２１３．２４ ３ ９２３．２３ ４ ２１５．２７ ５ ７４５．３８ ６ ２６０．５７ ６ ８００．３１

１０９ ２ ２２７．９１ ３ ９３０．５５ ４ ２２５．１０ ５ ７５８．８４ ６ ２６９．４３ ６ ８０８．８３

　 　 当扭转弹簧刚度 ｋ 从 ０ 增加到 １０９，相当于从简支边界转变为固支边界状态．由表 ２ 可以

看出，随着扭转弹簧刚度的提高，结构固有频率逐步提高，结果符合单自由度系统固有频率公

式 ω ｎ ＝ ｋ ／ ｍ 的规律．从定量来看，扭转刚度从 １０６变化到 １０９，结构固有频率变化不大，而当扭

转刚度从 １０３变化到 １０６时，固有频率变化明显，这是由于当扭转刚度变成 １０６时，扭转刚度数

量级远超过结构质量，已经趋近于固支约束边界了，可近似等效为固支约束．
２．３　 面内⁃面外耦合运动的影响

除却弹性约束条件外，相比于绝大多数研究，文中提出的理论模型另一优点在于建立了包

含面内自由度的动力学控制方程，因此可分析面内⁃面外耦合运动对固有振动的影响．
表 ３　 经典边界条件下耦合刚度对固有频率的影响（单位： Ｈｚ）

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｕｐｌｉｎｇ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｏｎ ｔｈｅ ｍｏｄａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ（ｕｎｉｔ： Ｈｚ）

ｂｏｕｎｄａｒｙ

ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

ｃｏｕｐｌｉｎｇ

ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ
１ ２ ３ ４ ５ ６

Ｃ⁃Ｃ⁃Ｃ⁃Ｃ
Ｂ ＝ ０ ２ ７６２．５０ ４ ９９２．１６ ５ ２２６．９３ ７ １１０．０８ ８ ８０７．４９ ８ ９０５．６８

Ｂ ≠ ０ ２ ７７８．３１ ４ ９５４．４９ ５ ３６３．７４ ７ ０５９．５９ ８ ７７０．４８ ９ ０５８．７２

Ｆ⁃Ｆ⁃Ｆ⁃Ｆ
Ｂ ＝ ０ １ ０６２．４５ １ ５９２．２４ １ ７２２．４６ ２ ５０２．６９ ２ ５５５．０９ ２ ８５８．１０

Ｂ ≠ ０ １ ０５３．６６ １ ５９１．５８ １ ７０７．６７ ２ ４８２．２７ ２ ５３４．８０ ２ ８３６．０４

Ｓ⁃Ｓ⁃Ｓ⁃Ｓ
Ｂ ＝ ０ １ ８２４．７２ ３ ７２６．３４ ４ １６４．８２ ５ ８２７．４４ ７ ０４３．１６ ７ ４８５．４１

Ｂ ≠ ０ １ ８１４．３２ ３ ６９７．９４ ４ １３５．４３ ５ ７８６．８６ ６ ９９２．１９ ７ ４３６．５５

　 　 由复合材料力学［１５］可知，系统面内⁃面外运动产生耦合作用的前提是非对称层合板，即上

下面板的材料参数或几何参数有所区别．此处通过假设上面板厚度为 １ ｍｍ，下面板厚度为 ２ ｍｍ

１９５弹性约束边界条件下矩形蜂窝夹芯板的自由振动分析



来引入面内⁃面外耦合作用．定量上看，面内⁃面外耦合运动影响主要体现在式（６）中的拉弯耦合

刚度矩阵 Ｂ，通过人为设定刚度矩阵 Ｂ 为 ０，结果近似为忽略面内⁃面外耦合运动的情况．表 ３
给出了 ３ 种经典边界条件下是否考虑耦合刚度情况下的结果．可以发现，蜂窝夹芯板面内面外

的耦合刚度对结构固有频率有一定的影响．由于耦合刚度的定量影响取决于结构的非对称程

度，此处仅以该算例说明理论模型的优越性以及忽略面内⁃面外耦合运动可能产生的影响，不
再做定量分析．

３　 结　 　 论

综合蜂窝夹芯的弹性等效以及一种改进的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数方法，本文给出了弹性约束边界下

蜂窝夹芯矩形板结构的自由振动理论模型，基于能量法和 Ｒａｙｌｅｉｇｈ⁃Ｒｉｔｚ 法得到了结构的固有

振动解，结论如下：
１） 通过与有限元模拟结果对比，验证了自由振动理论模型的正确性和有效性．同时说明

了改进 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数方法在处理弹性约束边界问题时的优越性，避免了针对不同约束边界需要

分别求解的繁琐步骤．
２） 通过对边界扭转弹簧刚度的讨论，分析了从简支边界到固支边界转变过程中蜂窝夹芯

板固有频率的影响，结果再次说明了约束刚度对结构振动的重要意义．
３） 通过引入非对称结构，分析了面内⁃面外耦合运动对蜂窝夹芯结构固有振动的影响，体

现了本文理论模型的另一优点，即可处理结构的面内⁃面外耦合运动．
４） 虽然文中讨论的仅是蜂窝夹芯结构的自由振动问题，但通过引入外力做功，文中的方

法可进一步分析蜂窝夹芯结构的受迫振动问题．
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