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摘要：　 准确模拟非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体的运动特性具有重要的工程意义．物质点法作为一种相对新兴的

粒子型算法，其结合了 Ｌａｇｒａｎｇｅ 算法和 Ｅｕｌｅｒ 算法的双重优势，已广泛有效地应用于各个工程领域．
基于物质点法，结合人工状态方程，分析了两种非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体（ｃｒｏｓｓ 流体和幂律流体）在平板 Ｐｏｉ⁃
ｓｅｕｉｌｌｅ 流和 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流情况下的流动特性．结果表明：对 Ｎｅｗｔｏｎ 流体，物质点模拟结果与理论值一

致；对非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体，物质点法可准确模拟其剪切稀化和剪切稠化现象．表明了物质点法在模拟非

Ｎｅｗｔｏｎ 流体流动问题时的适用性，拓展了物质点法的应用范围．

关　 键　 词：　 物质点法；　 非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体；　 Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ 流；　 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流；　 ｃｒｏｓｓ 流体；　
幂律流体
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引　 　 言

非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体广泛存在于自然界的各个领域，例如人体及大多数生物体内的血液、淋巴

液等体液都属于非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体，高分子聚合物的浓溶液及悬浮液一般为非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体，食品

工业中的番茄汁、蛋清、果酱等也都是非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体．
对于非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体，液体动力黏度 μ 不再是常数，而是与剪切速率有关，即非 Ｎｅｗｔｏｎ 流

体的切应力与剪切速率不再满足线性关系．非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体又分为时变性和非时变性两种．对非

时变性非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体，其动力黏度仅与剪切速率有关，与时间无关，一般称为广义 Ｎｅｗｔｏｎ 流

体；而对于时变性非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体，其动力黏度不仅与剪切速率有关，还受剪切持续时间的影

响．非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体具有很多 Ｎｅｗｔｏｎ 流体所不具备的特性，因此准确地模拟和预测非 Ｎｅｗｔｏｎ 流

体的流动行为具有重要的工程意义．
随着计算机技术的高速发展，数值模拟方法在非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体的研究中起到了越来越重要

的作用［１］ ．模拟非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体的数值方法主要分为两类：一类为有网格类方法，如有限元

法［２］、有限差分法［３］、有限体积法［４］ 等；另一类为无网格类方法． 光滑粒子动力学方法

（ｓｍｏｏｔｈｅｄ ｐａｒｔｉｃｌｅ ｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃｓ， ＳＰＨ） ［５⁃７］作为一种公认发展较早的无网格粒子型方法在非

Ｎｅｗｔｏｎ 流体的模拟方面已取得了一系列的研究成果．Ｚｈｏｕ 和 Ｇｅ 等［８］ 采用光滑粒子动力学法
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对非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流的剪切稀化进行了模拟研究，结果表明了 ＳＰＨ 模拟非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体

的有效性；Ｆａｎ 等［９］和 Ｓｈａｍｓｏｄｄｉｎｉ 等［１０］分别利用隐式 ＳＰＨ 法和不可压 ＳＰＨ 法对非 Ｎｅｗｔｏｎ 幂

律流体进行了研究，表明了 ＳＰＨ 法模拟幂律流体的有效性；Ｃｈａｕｓｓｏｎｎｅｔ 等［１１］利用弱可压 ＳＰＨ
法对黏弹性非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体在高压空气作用下的力学响应进行了模拟，并与试验相对比，表明

了 ＳＰＨ 法模拟复杂非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体问题的能力．
物质点法（ｍａｔｅｒｉａｌ ｐｏｉｎｔ ｍｅｔｈｏｄ， ＭＰＭ） ［１２⁃１３］ 是一种相对新兴的粒子型方法，其具有 Ｌａ⁃

ｇｒａｎｇｅ 粒子和 Ｅｕｌｅｒ 背景网格双重描述，既包含了 Ｌａｇｒａｎｇｅ 粒子型无网格算法的优势，又可避

免网格畸变和求解非线性对流项，可方便地追踪自由表面和粒子信息的时间历程；同时利用

Ｅｕｌｅｒ 型背景网格求解动量方程和梯度，可方便地施加各种边界条件，且避免了粒子搜索算法

带来的巨大计算成本．
自提出之日起，物质点法已在涉及材料特大变形和破坏等一系列复杂工程问题中得到了

广泛应用［１４⁃１６］ ．张雄等［１７］ 和笔者及合作者［１８］ 就物质点法与 ＳＰＨ 法在求解高速冲击和流体流

动问题中的求解精度和效率分别进行了对比研究， 结果表明： 在保证求解精度的同时， 物质

点法相较 ＳＰＨ 法具有较高的求解效率．但目前尚未见物质点法在非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体中的相关研究

报道．
非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体种类繁多，在各种非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体中，ｃｒｏｓｓ 流和幂律流体同属于广义 Ｎｅｗ⁃

ｔｏｎ 流体，即其动力黏度仅与剪切速率有关而与时间无关，两者的本构模型简单易解，且可较好

地用于分析工程实际问题，如水泥、黄黏土以及羰甲基纤维素等固体的悬浮液问题［１９⁃２０］ ．本文

在传统物质点法的基础上，通过引入人工状态方程，对两类广义 Ｎｅｗｔｏｎ 流体（ｃｒｏｓｓ 流和幂律

流体）在平板 Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ 和 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流动下的特性进行分析研究，旨在表明物质点法在求解非

Ｎｅｗｔｏｎ 流体中的有效性．

１　 理 论 方 法

１．１　 物质点法

与各种数值方法一样，物质点法需满足连续介质力学的 ３ 个基本方程：
连续方程

　 　 ρ ＋ ρ Ñ·Ｖ ＝ ０； （１）
运动方程

　 　 ρａ ＝ Ñ·σ ＋ ρｂ； （２）
能量方程

　 　 ρｅ ＝ Ñ·（ｋ ÑＴ） ＋ σ ∶ （Ñ􀱋 Ｖ）， （３）
式中 ρ 为质量密度，ａ 为加速度矢量，ｂ 为单位体积力矢量，σ 为 Ｃａｕｃｈｙ 应力张量， Ｔ 为温度，ｅ
为单位质量内能，ｋ 为热传导率，ｔ 为时间，Ｖ 为速度矢量．

在物质点法中，求解域由若干 Ｌａｇｒａｎｇｅ 型物质点粒子离散，物质点粒子携带整个求解域的

物理信息，包括应力、应变、质量、密度等．物质点粒子在整个计算过程中随求解域的变形而运

动， 其各自质量保持不变， 因此连续性方程（１）自动满足； 本文未考虑热能交换， 因此可忽略

能量方程（３）； 取虚位移 δｕｉ 作为权函数， 得到动量方程（２） 在整个求解域 Ω 上的等效弱积分

形式［１２⁃１３］：

　 　 ∫
Ω
δｕｉ（σ ｉｊ， ｊ ＋ ρｂｉ － ρｕｉ）ｄＶ ＝ ０． （４）
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式（４）中左端第一项可写作

　 　 ∫
Ω
δｕｉσ ｉｊ， ｊｄＶ ＝ ∫

Ω
［（δｕｉσ ｉｊ） ， ｊ － δｕｉ， ｊσ ｉｊ］ｄＶ ＝

　 　 　 　 ∫
Γ
δｕｉσ ｉｊｎ ｊｄＡ － ∫

Ω
δｕｉ， ｊσ ｉｊｄＶ ＝

　 　 　 　 ∫
Γｕ
δｕｉσ ｉｊｎ ｊｄＡ ＋ ∫

Γｔ
δｕｉσ ｉｊｎ ｊｄＡ － ∫

Ω
δｕｉ， ｊσ ｉｊｄＶ ． （５）

在本质边界 Γｕ 处，位移已知，即 δｕｉ Γｕ ＝ ０；在自然边界 Γ ｔ 处，应力边界条件为 σ ｉｊｎ ｊ Γ ｔ ＝
ｔ－ ｉ， 代入式（５），得

　 　 ∫
Ω
δｕｉσ ｉｊ， ｊｄＶ ＝ ∫

Γｔ
δｕｉ ｔ

－
ｉｄＡ － ∫

Ω
δｕｉ， ｊσ ｉｊｄＶ ． （６）

将式（６）代入式（４），得

　 　 ∫
Ω
ρｕｉδｕｉｄＶ ＋ ∫

Ω
σ ｉｊδｕｉ， ｊｄＶ － ∫

Γｔ
ｔ－ ｉδｕｉｄＡ － ∫

Ω
ρｂｉδｕｉｄＶ ＝ ０． （７）

将比应力 σ ｓ
ｉｊ ＝ σ ｉｊ ／ ρ、 比面力 ｔ－ ｓ

ｉ ＝ ｔ－ ／ ρ 引入式（７） 中， 同时引入边界层厚度 ｈ， 则 ｄＡ ＝
ｄＶ ／ ｈ， 可得

　 　 ∫
Ω
ρｕｉδｕｉｄＶ ＋ ∫

Ω
ρσ ｓ

ｉｊδｕｉ， ｊｄＶ － ∫
Γｔ
ρ ｔ－ ｓ

ｉ ｈ
－１δｕｉｄＶ － ∫

Ω
ρｂｉδｕｉｄＶ ＝ ０． （８）

由于物质点法将连续体离散为一系列物质点，连续体的密度可写为

　 　 ρ（ｘ） ＝ ∑
Ｎｐ

ｐ ＝ １
ｍｐδ（ｘ － ｘｐ）， （９）

将式（９）代入式（８），得

　 　 ∑
Ｎｐ

ｐ ＝ １
ｍｐｕｉｐδｕｉｐ ＋ ∑

Ｎｐ

ｐ ＝ １
ｍｐσ ｓ

ｉｊｐδｕｉｐ， ｊ － ∑
Ｎｐ

ｐ ＝ １
ｍｐ ｔ

－ ｓ
ｉｐｈ

－１δｕｉｐ － ∑
Ｎｐ

ｐ ＝ １
ｍｐｂｉｐδｕｉｐ ＝ ０． （１０）

在物质点法中，物质点粒子和背景网格节点的各个物理量可通过插值函数进行相互映射．
本文采用有限元单元传统 ４ 节点平面单元的形函数作为插值函数 Ｎ， 即物质点粒子 ｐ 处的位

移 ｕｉｐ 及其导数 ｕｉｐ， ｊ、 位移增量 δｕｉ ｐ 可由节点 Ｉ处的位移 ｕｉＩ 和位移增量 δｕｉＩ 映射得到（本文中

若无特别说明， 则分别由 ｐ代表物质点粒子， ｉ和 ｊ代表张量形式中的哑指标， Ｉ 代表背景网格

节点）：
　 　 ｕｉｐ ＝ ＮＩｐｕｉＩ， （１１）
　 　 ｕｉｐ， ｊ ＝ ＮＩｐ， ｊｕｉＩ， （１２）
　 　 δｕｉｐ ＝ ＮＩｐδｕｉＩ ． （１３）

相应的背景网格节点 Ｉ 处的质量 ｍＩ 可由物质点粒子 ｐ 的质量 ｍｐ 映射得到

　 　 ｍＩ ＝ ＮＩｐｍｐ ． （１４）
将式（１１） ～ （１４）代入式（１０），得在背景网格节点 Ｉ 处的运动方程：

　 　 ｍＩｕｉＩδｕｉＩ ＋ ∑
ｎｐ

ｐ ＝ １
ｍｐσ ｓ

ｉｊｐＮＩｐ， ｊδｕｉＩ － ∑
ｎｐ

ｐ ＝ １
ｍｐ ｔ

－ ｓ
ｉｐｈ

－１ＮＩｐδｕｉＩ － ∑
ｎｐ

ｐ ＝ １
ｍｐｂｉｐＮＩｐδｕｉＩ ＝ ０． （１５）

考虑 δｕｉＩ 的任意性，得背景网格节点 Ｉ 处的运动方程：

　 　 ｍＩｕｉＩ ＋ ∑
ｎｐ

ｐ ＝ １
ｍｐσ ｓ

ｉｊｐＮＩｐ， ｊ － ∑
ｎｐ

ｐ ＝ １
ｍｐ ｔ

－ ｓ
ｉｐｈ

－１ＮＩｐ － ∑
ｎｐ

ｐ ＝ １
ｍｐｂｉｐＮＩｐ ＝ ０， （１６）

代入比应力 σ ｓ
ｉｊ ＝ σ ｉｊ ／ ρ， 比面力 ｔ－ ｓ

ｉ ＝ ｔ－ ／ ρ， 式（１６）可写为
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　 　 ∑
ｎｐ

ｐ ＝ １
ｍｐＮＩｐｕｉＩ ＋ ∑

ｎｐ

ｐ ＝ １

ｍｐ

ρ ｐ
σ ｉｊｐＮＩｐ， ｊ － ∑

ｎｐ

ｐ ＝ １

ｍｐ

ρ ｐ
ｔ－ ｉｐｈ

－１ＮＩｐ － ∑
ｎｐ

ｐ ＝ １
ｍｐｂｉｐＮＩｐ ＝ ０． （１７）

利用当前时间步下各物质点携带的质量、应力和密度信息，结合应力边界和体力条件，通
过求解式（１７）可得当前子步下各个背景网格节点的速度和加速度信息，进而可得到各物质点

粒子的加速度、速度和位置信息：

　 　 ｕｔ
ｉｐ ＝ ∑

ＮＩ

Ｉ ＝ １
ｕｔ
ｉＩＮｉＩ（ｘｔ

ｐ）， （１８）

　 　 ｕｔ ＋Δｔ
ｉｐ ＝ ｕｔ

ｉｐ ＋ ｕｔ
ｉｐΔｔ， （１９）

　 　 ｕｔ ＋Δｔ
ｉｐ ＝ ｕｔ

ｉｐ ＋ ｕｔ ＋Δｔ
ｉｐ Δｔ ． （２０）

物质点上的应力信息可由材料模型得到．
１．２　 材料模型

１．２．１　 本构模型

对流体材料其本构模型可写为［２１］

　 　 σ ｆ
ｉｊｐ ＝ ２με ｉｊｐ － ２

３
με ｋｋｐδ ｉｊ － Ｐｐδ ｉｊ， （２１）

式中 Ｐｐ 为物质点粒子 ｐ 处的压力，μ 为流体动力黏度系数，ε ｉｊｐ 为应变率张量：

　 　 ε ｉｊｐ ＝
１
２
（ＮＩｐ， ｊｕｉＩ ＋ ＮＩｐ，ｉｕ ｊＩ） ． （２２）

１．２．２　 人工状态方程

对不可压缩流体的计算，一般通过引入人工状态方程将不可压缩流体看作弱可压缩来求

解流体压力 Ｐ ［２２］以提高计算效率，本文采用在求解 Ｎｅｗｔｏｎ 流体［２３⁃２４］ 和非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体［９，２５］ 中

均广泛使用的人工状态：

　 　 Ｐ ＝ Ｋ ρ
ρ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

γ

－ １．０é

ë
êê

ù

û
úú ， （２３）

式中 ρ ＝ ρ ／ （１ ＋ ε ｉｉｐΔｔ），Ｋ 为人工体积模量，ρ ０ 为参考密度，γ ＝ ７．０．
１．２．３　 非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体模型

对 Ｎｅｗｔｏｎ 流体，其动力黏度系数 μ 为常数；而对非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体，其动力黏度系数 μ 与剪

切速率 γ 有关．本文主要考虑两种非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体：ｃｒｏｓｓ 流和幂律流体，两者的动力黏度 μ 与剪

切速率 γ 的关系式分别为

　 　 μ γ( ) ＝ μ∞ ＋
μ ０ － μ∞

１ ＋ （Ｋγ）Ｍ， （２４）

　 　 μ（γ） ＝
μ ０γ ｎ－１， γ ≠ ０，
μ ０， γ ＝ ０，{ （２５）

式中 μ ０ 和 μ∞ 分别为零剪切率和高剪切率下的动力黏度；Ｋ，Ｍ 和 ｎ 为液体常数．对 ｃｒｏｓｓ 流，定
义常数 ａ ＝ μ∞ ／ μ ０，则 ａ ＝ １，ａ ＜ １，ａ ＞ １ 分别对应 Ｎｅｗｔｏｎ 流体、剪切稀化和剪切稠化 ｃｒｏｓｓ 流；
对于幂律流体， ｎ ＝ １，ｎ ＜ １，ｎ ＞ １ 分别对应 Ｎｅｗｔｏｎ 流体、剪切稀化和剪切稠化幂律流体．

２　 计算模型及结果分析

分别研究两种非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体（ｃｒｏｓｓ 流和幂律流体）在平板 Ｐｏｉｓｕｉｌｌｅ 流和 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流中的

流动表现．对 ｃｒｏｓｓ 流，液体常数取 Ｋ ＝ Ｍ ＝ １．０，分别考虑 ５ 种不同材料参数，分别为：Ｎｅｗｔｏｎ 流
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体 （ａ ＝ １）、 剪切稀化 ｃｒｏｓｓ 流体 （ａ ＝ ０．２５，０．５）、 剪切稠化 ｃｒｏｓｓ 流体 （ａ ＝ ２．０，４．０） ．对幂律流

体同样计算 ５ 种不同材料参数，即 Ｎｅｗｔｏｎ 流体 （ｎ ＝ １）、 剪切稀化幂律流体 （ｎ ＝ ０．６，０．８）、剪
切稠化幂律流体（ｎ ＝ １．２，１．４） ．本文计算中取人工体积模量 Ｋ ＝ １４３ Ｐａ，参考密度 ρ ０ ＝ １ ０００
ｋｇ ／ ｍ３，计算时间步长为 ５ μｓ， μ ０ ＝ １ × １０ －６ Ｐａ·ｓ ．
２．１　 Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ流

Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ 流模型如图 １ 所示， 静止于两固定平板中间的流体在恒定体力 Ｆ 作用下， 开始

运动直至稳定． 计算模型的几何尺寸为 Ｈ ＝ １ ｍｍ 和 Ｌ ＝ ０．５ ｍｍ， 体积驱动力为 Ｆ ＝ ８ ｍｍ ／ ｓ２；
对 Ｎｅｗｔｏｎ 流体，其稳态最大速度为 Ｖ（Ｈ ／ ２，∞ ） ＝ Ｈ２Ｆμ －１

０ ／ ８，即对 Ｎｅｗｔｏｎ 流体稳态最大速度为

１ ｍｍ ／ ｓ ．取背景网格为边长为 １ ／ ２０ ｍｍ 的正方形，每个背景网格内布置有 ２×２ 个物质点粒子．

图 １　 Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ 流计算模型

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ ｆｌｏｗ

Ｍｏｒｒｉｓ 等［２３］给出了 Ｎｅｗｔｏｎ 流体 Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ 流速度随高度和时间变化的理论解：

　 　 Ｖ（ｙ，ｔ） ＝ Ｆ
２μ ０

ｙ（ｙ － Ｈ） ＋ ∑
∞

ｎ ＝ ０

４ＦＨ２

μ ０π ３（２ｎ ＋ １） ３
×

　 　 　 　 ｓｉｎ πｙ
Ｈ

（２ｎ ＋ １）é

ë
êê

ù

û
úú ｅｘｐ －

（２ｎ ＋ １） ２π ２μ ０

Ｈ２ ｔ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （２６）

图 ２ 给出了 Ｎｅｗｔｏｎ 流体 Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ 流的物质点法求解结果［１８］，其中图 ２（ａ）给出了 Ｎｅｗｔｏｎ
流体 Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ 流最大水平速度随时间的变化规律，图 ２（ｂ）给出了不同时刻下物质点法和

ＳＰＨ 法所得的速度在高度方向的分布曲线，可以看出物质点法所得结果与精确解吻合较好，
且较 ＳＰＨ 法具有较高的稳定性和求解精度．

图 ３～５ 分别给出了非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体 Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ 流的物质点法模拟结果．其中图 ３（ａ）和图 ３
（ｂ）分别给出了不同 ｃｒｏｓｓ 流和幂律流体模型下 Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ 流在 ｙ ＝ Ｈ ／ ２ 截面处的平均速度随时

间的变化规律；图 ４ 和图 ５ 分别给出了 ｔ ＝ ０．０５ ｓ 时刻，不同 ｃｒｏｓｓ 流和不同幂律流模型下平均

剪切速率和平均无量纲动力黏度随高度方向的变化规律．
由图 ３（ａ）和图 ３（ｂ）可以看出：对于剪切稠化液体，Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ 流更快地达到稳定，且得到

的稳态最大速度要小于 Ｎｅｗｔｏｎ 流体的值，对于剪切稀化流体则恰好相反．由图 ４ 和图 ５ 可以

看出：在 Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ 流中，中心截面处的剪切速率最小，越靠近上下边界，剪切速率越大，剪切速
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率和动力黏度沿高度中心呈对称分布．结果表明物质点法可以很好地反映非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体的剪

切稀化和剪切稠化现象，即对剪切稀化流体，随着剪切速率的增大，动力黏度逐渐减小；对剪切

稠化流体，随着剪切速率的增大，动力黏度逐渐增大．

（ａ） 最大水平速度随时间的变化规律 （ｂ） 不同时刻下物质点法和 ＳＰＨ 法所得的

（ａ） Ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｖｅｌｏｃｉｔｙ 速度在高度方向的分布曲线

ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｘ ⁃ａｘｉｓ （ｂ） Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｐｒｏｆｉｌｅｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ＭＰＭ
ａｎｄ ＳＰＨ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ
ｆｏｒ ｔｈｅ Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ ｆｌｏｗ ｐｒｏｂｌｅｍ

图 ２　 Ｎｅｗｔｏｎ 流体 Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ 流物质点法求解结果

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ＭＰＭ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｎｅｗｔｏｎｉａｎ Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ ｆｌｏｗ

（ａ） Ｃｒｏｓｓ 流 （ｂ） 幂律流

（ａ） Ｔｈｅ ｃｒｏｓｓ ｆｌｏｗ （ｂ） Ｔｈｅ ｐｏｗｅｒ⁃ｌａｗ ｆｌｏｗ
图 ３　 非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体的物质点法求解结果

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ＭＰＭ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｎ⁃Ｎｅｗｔｏｎｉａｎ ｆｌｕｉｄ ｆｌｏｗ

由图 ４（ａ）和图 ４（ｂ）可以看出：剪切稀化 ｃｒｏｓｓ 流体的动力黏度 （ａ ＝ ０．２５，０．５） 均要小于

初始黏度（ａ ＝ １．０）； 而剪切稠化 ｃｒｏｓｓ 流体 （ａ ＝ ２．０，４．０） 的动力黏度总是大于初始黏度．图 ５
（ａ）和图 ５（ｂ）表明：对幂律流体，当应变速率大于 １ 时，剪切稀化 （ｎ ＝ ０．６，０．８） 和剪切稠化（ｎ
＝ １．２，１．４） 幂律流体的动力黏度分别小于和大于液体的初始黏度（ｎ ＝ １．０）；而当应变速率小

于 １时，剪切稀化幂律流体（ｎ ＝ ０．６，０．８） 的动力黏度将大于液体的初始黏度（ｎ ＝ １．０），相对应

的剪切稠化幂律流体（ｎ ＝ １．２，１．４） 的动力黏度要小于初始黏度（ｎ ＝ １．０） ．
由图 ３ 和图 ５ 可以看出，对剪切稀化幂律流体（如 ｎ ＝ ０．６，０．８ 时），在高度中心位置附近

处的液体黏度也大于初始液体黏度，而在靠近上下边界处的液体黏度要小于初始液体黏度，考
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虑其最终稳态速度和到达稳态时间均大于 Ｎｅｗｔｏｎ 流体时的情形，因此可以得出结论：平板 Ｐｏ⁃
ｉｓｅｕｉｌｌｅ 流的最终稳态速度和到达稳态时间是由靠近上下边界处的液体黏度和液体所受体力

所决定．

（ａ） 平均剪切速率 （ｂ） 平均无量纲动力黏度

（ａ） Ｔｈｅ ａｖｅｒａｇｅ ｓｈｅａｒ ｒａｔｅｓ （ｂ） Ｔｈｅ ａｖｅｒａｇｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｖｉｓｃｏｓｉｔｉｅｓ
图 ４　 ｔ ＝ ０．０５ ｓ 时刻不同 ｃｒｏｓｓ 流模型下 Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ 流随高度方向的变化规律

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ ｆｌｏｗ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｙ ⁃ａｘｉｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｃｒｏｓｓ ｆｌｏｗ ｍｏｄｅｌ ａｔ ｔ ＝ ０．０５ ｓ

（ａ） 平均剪切速率 （ｂ） 平均无量纲动力黏度

（ａ） Ｔｈｅ ａｖｅｒａｇｅ ｓｈｅａｒ ｒａｔｅｓ （ｂ） Ｔｈｅ ａｖｅｒａｇｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｖｉｓｃｏｓｉｔｉｅｓ
图 ５　 ｔ ＝ ０．０５ ｓ 时刻不同幂律流模型下 Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ 流随高度方向的变化规律

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ ｆｌｏｗ ａｌｏｎｇ ｙ ⁃ａｘｉｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｐｏｗｅｒ⁃ｌａｗ ｆｌｏｗ ｍｏｄｅｌ ａｔ ｔ ＝ ０．０５ ｓ

２．２　 Ｃｏｕｅｔｔｅ流
Ｃｏｕｅｔｔｅ 流模型如图 ６ 所示，下平板固定不动，上平板以恒定速度 Ｖ０ 运动， 同时驱动初始

静止于上下平板间的流体运动， 直至达到平衡．计算模型的几何尺寸同样取为 Ｈ ＝ １ ｍｍ 和 Ｌ ＝
０．５ ｍｍ，上平板恒定速度 Ｖ０ ＝ ０．１ ｍｍ ／ ｓ；对 Ｎｅｗｔｏｎ 流体，其中间位置处的稳态速度为 Ｖ（Ｈ ／ ２，
∞ ） ＝ ０．０５ ｍｍ ／ ｓ ．同样地，计算背景网格取边长为 １ ／ ２０ ｍｍ 的正方形，每个背景网格内布置有

２×２ 个物质点粒子．
Ｍｏｒｒｉｓ 等［２３］给出了 Ｎｅｗｔｏｎ 流体 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流速度随时间和高度分布的理论解：

　 　 Ｖ（ｙ，ｔ） ＝
Ｖ０

Ｈ
ｙ ＋ ∑

∞

ｎ ＝ ０

２Ｖ
ｎπ

（ － １） ｎｓｉｎ ｎπｙ
Ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅｘｐ － ｎ２π ２μ

Ｈ２ ｔæ

è
ç

ö

ø
÷ ． （２７）
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图 ６　 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流计算模型

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｃｏｕｅｔｔｅ ｆｌｏｗ

图 ７　 Ｎｅｗｔｏｎ 流体 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流的物质点求解结果

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ＭＰＭ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｎｅｗｔｏｎｉａｎ Ｃｏｕｅｔｔｅ ｆｌｏｗ

（ａ） ｃｒｏｓｓ 流 （ｂ） 幂律流

（ａ） Ｔｈｅ ｃｒｏｓｓ ｆｌｏｗ （ｂ） Ｔｈｅ ｐｏｗｅｒ⁃ｌａｗ ｆｌｏｗ
图 ８　 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流在 ｙ ＝ Ｈ ／ ２ 截面处平均速度随时间的变化规律

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｔｉｍｅ⁃ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ａｖｅｒａｇｅ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｃｏｕｅｔｔｅ ｆｌｏｗ ａｔ ｓｅｃｔｉｏｎ ｙ ＝ Ｈ ／ ２
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图 ７ 给出了 Ｎｅｗｔｏｎ 流体 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流的物质点法求解结果［１８］，其中图 ７（ａ）给出了 Ｎｅｗｔｏｎ
流体 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流在 ｙ ＝ Ｈ ／ ２ 处的最大水平速度随时间的变化规律；图 ７（ｂ）给出了不同时刻下物

质点法和 ＳＰＨ 法所得的速度在高度方向的分布曲线，可以看出物质点法所得结果与精确解吻

合较好．
图 ８～１０ 分别给出了非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流的物质点法模拟结果．图 ８ 给出了不同 ｃｒｏｓｓ

流和幂律流模型下 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流在 ｙ ＝ Ｈ ／ ２ 截面处的平均速度随时间的变化规律；图 ９ 和图 １０ 分

别给出了 ｔ ＝ ０．０５ ｓ 时刻，不同 ｃｒｏｓｓ 流和不同幂律流模型下 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流平均剪切速率和平均无

量纲动力黏度随高度方向的变化规律．
由图 ８ 可以看出：当 ａ ＝ １．０ 和 ｎ ＝ １．０ 时，即 Ｎｅｗｔｏｎ 流体时，计算所得稳定速度与理论解

一致；对于不同的剪切稀化和剪切稠化液体，Ｃｏｕｅｔｔｅ 流最终达到稳定的时间虽然不同，但最终

的稳定速度一致．

（ａ） 平均剪切速率 （ｂ） 平均无量纲动力黏度

（ａ） Ｔｈｅ ａｖｅｒａｇｅ ｓｈｅａｒ ｒａｔｅｓ （ｂ） Ｔｈｅ ａｖｅｒａｇｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｖｉｓｃｏｓｉｔｉｅｓ
图 ９　 ｔ ＝ ０．０５ ｓ 时刻不同 ｃｒｏｓｓ 流模型下 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流随高度方向的变化规律

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ Ｃｏｕｅｔｔｅ ｆｌｏｗ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｙ ⁃ａｘｉｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｒｏｓｓ ｆｌｏｗ ｍｏｄｅｌｓ ａｔ ｔ ＝ ０．０５ ｓ

（ａ） 平均剪切速率 （ｂ） 平均无量纲动力黏度

（ａ） Ｔｈｅ ａｖｅｒａｇｅ ｓｈｅａｒ ｒａｔｅｓ （ｂ） Ｔｈｅ ａｖｅｒａｇｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｖｉｓｃｏｓｉｔｉｅｓ
图 １０　 ｔ ＝ ０．０５ ｓ 时刻不同幂律流模型下 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流随高度方向的变化规律

Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅ Ｃｏｕｅｔｔｅ ｆｌｏｗ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｙ ⁃ａｘｉｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐｏｗｅｒ⁃ｌａｗ ｆｌｏｗ ｍｏｄｅｌｓ ａｔ ｔ ＝ ０．０５ ｓ

由图 ９ 和图 １０ 可以看出：在 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流中，距离移动上平板越近处，剪切速率越大，越靠近

上下边界，剪切速率越小．对剪切稀化流体，随着应变速率的减小，动力黏度逐渐增大；对剪切
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稠化流体，随着应变速率的减小，动力黏度逐渐降低．
由图 １０ 可以看出，对幂律流体，当剪切速率小于 １ 时，剪切稀化幂律流体 （ｎ ＝ ０．６，０．８） 的

动力黏度要大于液体的初始黏度（ｎ ＝ １．０）， 因此其将更快地达到稳定状态，如图 ８ 所示，即
Ｃｏｕｅｔｔｅ 流到达稳态所需时间与液体黏度有关，但其稳态速度大小只与平板的移动速度有关．

３　 结　 　 论

本文基于传统的物质点法，通过引入人工状态方程，研究了两种非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体（ｃｒｏｓｓ 流

和幂律流体），在剪切稠化和剪切稀化情况下，Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ 流和 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流的流动特性，从模拟结

果可以看出：
１） 物质点法所得 Ｎｅｗｔｏｎ 流体下的 Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ 流和 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流模拟结果与理论解吻合较好；
２） 物质点法可很好地模拟非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体的流动特性，即对剪切稀化流体，随着应变速率

的减小，动力黏度逐渐增大；对剪切稠化流体，随着应变速率的减小，动力黏度逐渐降低，表明

了物质点法模拟非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体的可行性；
３） 平板 Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ 流的稳态速度和到达稳态时间与液体所受体力呈正比，与上下边界处

的液体黏度呈反比；平板 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流的稳态速度只与平板的移动速度有关与液体黏度无关，但
其到达稳态时间与液体黏度有关．
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