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摘要：　 首先，运用拟设方法和动力系统分支方法，获得了（３＋ １）维时间分数阶 ＫｄＶ⁃Ｚａｋｈａｒｏｖ⁃
Ｋｕｚｎｅｔｓｏｖ 方程的奇异孤子解、 亮孤子解、 拓扑孤子解、 周期爆破波解、 孤立波解等．再利用 ＭＡ⁃
ＰＬＥ 软件画出了 ＫｄＶ⁃Ｚａｋｈａｒｏｖ⁃Ｋｕｚｎｅｔｓｏｖ 方程在不同条件下的分支相图．最后，讨论了行波解之间

的联系．
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引　 　 言

分数阶偏微分方程不仅在物理学、生物学、流体力学、化学、信号处理、控制理论等众多领

域中有重要的应用，而且在动力系统、拟混沌动力系统、混沌动力行为、复杂物质的动力学和多

孔介质的动力学等领域中也有应用．因此，寻找分数阶偏微分方程的精确解和数值解对理解非

线性的物理现象是很有价值的．近年来，许多方法已用来构建分数阶偏微分方程的精确解，如
首次积分法［１⁃２］、Ａｄｏｍｉａｎ 分析法［３⁃７］、变分迭代法［８⁃９］、ｅｘｐ 展开法［１０⁃１２］、 （Ｇ′ ／ Ｇ） ⁃ 展开法［１３⁃１４］ ．

本文主要考虑如下的（３＋１）维时间分数阶 ＫｄＶ⁃Ｚａｋｈａｒｏｖ⁃Ｋｕｚｎｅｔｓｏｖ 方程［１５⁃１８］：
　 　 Ｄα

ｔ ｕ ＋ ａｕｕｘ ＋ ｕｘｘｘ ＋ ｃ（ｕｙｙｘ ＋ ｕｚｚｘ） ＝ ０，　 　 ０ ＜ α ≤ １， （１）
其中， ａ 和 ｃ是常数，α 是分数阶导数．ＫｄＶ⁃ＺＫ 方程是研究冷热电子、离子流以及等离子体构成

的流体的方程．Ｓａｈｏｏ 等［１５］用改进的子方程方法来构建方程（１）的精确分析解．Ｍａｃｅ 等［１６］ 用
ｅｘｐ 方法获得了方程（１）的三角函数解、有理函数解、椭圆函数解．Ｏｚｋａｎ 等［１８］ 用 Ｋｕｄｒｙａｓｈｏｖ 方

法、ｅｘｐ 函数方法和函数变量方法来推导了方程（１）的三角解、双曲线功能解和周期解．
本文中的分数阶微分算子是 Ｊｕｍａｒｉｅ 的修正 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 导数［１９⁃２０］：

　 　 Ｄα
ｔ ｆ（ ｔ） ＝

１
Γ（１ － α）∫

ｔ

０
（ ｔ － ξ） －α－１（ ｆ（ξ） － ｆ（０））ｄξ， α ＜ ０，

１
Γ（１ － α）

ｄ
ｄｔ∫

ｔ

０
（ ｔ － ξ） －α（ ｆ（ξ） － ｆ（０））ｄξ， ０ ＜ α ＜ １，

ｆ（ｎ） ｔ（α－ｎ），　 　 ｎ ≤ α ＜ ｎ ＋ １， ｎ ≥ １，
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其中，Γ（·）为 Ｇａｍｍａ 函数．
为了研究方程（１）的性态和更多的解，本文将用拟设方法来获得奇异孤子解、亮孤子解以

及拓扑孤子解．用动力系统分支方法［２１⁃２２］分析分支相图的轨道及构建其行波解．

１　 应用拟设方法

１．１　 奇异孤子解

拟设

　 　 ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ Ａｃｓｃｈｐτ， （３）
其中 τ ＝ Ｂ（ｘ ＋ ｙ ＋ ｚ － ｋｔα ／ Γ（１ ＋ α）），Ａ和Ｂ是常参数，ｋ 是孤子的速度．将式（３）代入方程（１），
并平衡色散项和非线性项，得 ｐ ＝ ２．令系数分别为 ０，则可得

　 　 Ａ ＝ － ３ｋ
ａ
， Ｂ ＝ １

２
－ ｋ

２ｃ ＋ １
．

由 Ｂ ＝ １
２

－ ｋ
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， 可限制 ｋ ＜ ０．因此，奇异孤子解为
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１．２　 亮孤子解

拟设

　 　 ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ Ａｓｅｃｈｐτ ． （４）
将式（４）代入方程（１），并平衡色散项和非线性项，得 ｐ ＝ ２．令系数分别为 ０，则可得

　 　 Ａ ＝ ３ｋ
ａ
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．

由 Ｂ ＝ １
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，可限制 ｋ ＜ ０．因此，亮孤子解为
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１．３　 拓扑孤子解

拟设

　 　 ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ Ａｔａｎｈｐτ ． （５）
将式（５）代入方程（１），并平衡色散项和非线性项，得 ｐ ＝ ２．令系数分别为 ０，则可得

　 　 Ａ ＝ － ３ｋ
ａ
， Ｂ ＝ １

２
－ ｋ

２（２ｃ ＋ １）
．

由 Ｂ ＝ １
２
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，可限制 ｋ ＜ ０．因此，拓扑孤子解为

　 　 ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ － ３ｋ
ａ
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２　 分支相图和定性分析

对方程（１）作行波变换
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　 　 ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ ｖ（ξ）， ξ ＝ ｘ ＋ ｙ ＋ ｚ － ｋｔα

Γ（１ ＋ α）
，

并对 ξ 积分两次，令积分常数为 ０，可得

　 　 － ｋｖ ＋ ａ
２

ｖ２ ＋ ｖ″（２ｃ ＋ １） ＝ ０．

令 ｖ′ ＝ ｙ， 得平面动力系统：

　 　
ｖ′ ＝ ｙ，

ｙ′ ＝ ｋｖ
２ｃ ＋ １

－ １
２（２ｃ ＋ １）

ａｖ２ ．
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对系统（６）首次积分可得下面的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数：

　 　 Ｈ（ｖ，ｙ） ＝ ｙ２ － ｋｖ２

２ｃ ＋ １
＋ １
３（２ｃ ＋ １）

ａｖ３ ＝ ｈ，

其中 ｈ 是 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 量．设

　 　 ｆ（ｖ） ＝ ｋｖ
２ｃ ＋ １

－ １
２（２ｃ ＋ １）

ａｖ２，

　 　 ｆ ′（ｖ） ＝ ｋ
２ｃ ＋ １

－ １
２ｃ ＋ １

ａｖ ．

显然， ｆ（ｖ） 有两个零点： ｖ０ 和 ｖ１，其中 ｖ０ ＝ ０ ，ｖ１ ＝ ２ｋ ／ ａ ．假设（ｖｉ，０）（ ｉ ＝ ０，１） 是系统（６） 的一

个奇点，则系统在奇点（ｖｉ，０） 的特征值为

　 　 λ ± ＝ ± ｆ ′（ｖｉ） ．
利用微分方程定性理论可得下面的结论：

􀃠 若 ｆ ′（ｖｉ） ＞ ０，则奇点（ｖｉ，０） 是鞍点．
􀃡 若 ｆ ′（ｖｉ） ＜ ０，则奇点（ｖｉ，０） 是中心．
􀃢 若 ｆ ′（ｖｉ） ＝ ０，则奇点（ｖｉ，０） 是退化的鞍点．
由以上结论，借助数学软件 ＭＡＰＬＥ 可得到系统（６）的分支相图（图 １～８）．
为了研究系统相图中的轨线与方程行波解之间的关系，设
　 　 Ｈ（ｖ，ｙ） ＝ ｈ，

其中 ｈ 是 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 量．接下来考虑系统的轨道和 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 量 ｈ 之间的关系，设

　 　 ｈ∗ ＝ Ｈ（ｖ１，０） ＝ － ４ｋ３

３ａ２（２ｃ ＋ １）
．

根据图 １、２，可以得到下面的定理．
定理 １　 当 ａ ＜ ０，２ｃ ＋ １ ＞ ０，ｋ ＞ ０，则有 ｆ ′（ｖ０） ＞ ０， ｆ ′（ｖ１） ＜ ０，因此（ｖ０，０） 是鞍点，

（ｖ１，０） 是中心（图 １）．
􀃠 当 ｈ∗ ＜ ｈ ＜ ０，系统（６） 有一个周期轨道 Ｌ２ 和一个特殊轨道 Ｌ３ ．
􀃡 当 ｈ ＞ ０ 或者 ｈ ＜ ｈ∗， 系统（６）没有任何轨道．
􀃢 当 ｈ ＝ ０，系统（６） 有一个同宿轨道 Ｌ１，两个特殊轨道 Ｌ★

１ 和 Ｌ∗
１ ．

􀃣 当 ｈ ＝ ｈ∗，系统（６） 有一个特殊轨道 Ｌ４ ．
定理 ２　 当 ａ ＜ ０，２ｃ ＋ １ ＞ ０，ｋ ＜ ０，则有 ｆ ′（ｖ０） ＜ ０， ｆ ′（ｖ１） ＞ ０，因此（ｖ０，０） 是中心，

（ｖ１，０） 是鞍点（图 ２）．
􀃠 当 ０ ＜ ｈ ＜ ｈ∗，系统（６） 有一个周期轨道 Ｌ６ 和特殊轨道 Ｌ７ ．
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􀃡 当 ｈ ＜ ０ 或 ｈ ＞ ｈ∗， 系统（６）没有任何轨道．
􀃢 当 ｈ ＝ ０，系统（６） 有一个特殊轨道 Ｌ８ ．
􀃣 当 ｈ ＝ ｈ∗，系统（６） 有一个同宿轨道 Ｌ５，两个特殊轨道 Ｌ★

５ 和 Ｌ∗
５ ．

根据动力系统定性理论［２３⁃２４］相关知识，偏微分方程的一个光滑孤立波解对应于一个行波

方程的光滑同宿轨，偏微分方程的一个周期波解对应于一个行波方程的光滑周期轨．由以上结

论，我们有下面的命题．

图 １　 当 ａ ＜ ０， ２ｃ ＋ １ ＞ ０， ｋ ＞ ０ 图 ２　 当 ａ ＜ ０， ２ｃ ＋ １ ＞ ０， ｋ ＜ ０
时，系统（６）的相位图 时，系统（６）的相位图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｏｒｔｒａｉｔ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ（６） ｆｏｒ ｃａｓｅ Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｏｒｔｒａｉｔ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ（６） ｆｏｒ ｃａｓｅ
ａ ＜ ０， ２ｃ ＋ １ ＞ ０， ｋ ＞ ０ ａ ＜ ０， ２ｃ ＋ １ ＞ ０， ｋ ＜ ０

图 ３　 当 ａ ＞ ０， ２ｃ ＋ １ ＞ ０， ｋ ＜ ０ 图 ４　 当 ａ ＞ ０， ２ｃ ＋ １ ＞ ０， ｋ ＞ ０
时，系统（６）的相位图 时，系统（６）的相位图

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｏｒｔｒａｉｔ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ（６） ｆｏｒ ｃａｓｅ Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｏｒｔｒａｉｔ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ（６） ｆｏｒ ｃａｓｅ
ａ ＞ ０， ２ｃ ＋ １ ＞ ０， ｋ ＜ ０ ａ ＞ ０， ２ｃ ＋ １ ＞ ０， ｋ ＞ ０

定理 ３　 若 ａ ＜ ０，２ｃ ＋ １ ＞ ０，ｋ ＞ ０， 有（图 １）：
􀃠 当 ｈ ＝ ０， 方程（１）有一个孤立波解和一个奇异孤立波解．
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􀃡 当 ｈ∗ ＜ ｈ ＜ ０， 方程（１） 有一个周期波解和一个奇异波解．
􀃢 当 ｈ ＝ ｈ∗， 方程（１） 有一个周期奇异波解．

图 ５　 当 ａ ＞ ０， ２ｃ ＋ １ ＜ ０， ｋ ＞ ０ 图 ６　 当 ａ ＜ ０， ２ｃ ＋ １ ＜ ０， ｋ ＞ ０
时，系统（６）的相位图 时，系统（６）的相位图

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｏｒｔｒａｉｔ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ（６） ｆｏｒ ｃａｓｅ Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｏｒｔｒａｉｔ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ（６） ｆｏｒ ｃａｓｅ
ａ ＞ ０， ２ｃ ＋ １ ＜ ０， ｋ ＞ ０ ａ ＜ ０， ２ｃ ＋ １ ＜ ０， ｋ ＞ ０

图 ７　 当 ａ ＞ ０， ２ｃ ＋ １ ＜ ０， ｋ ＜ ０ 图 ８　 当 ａ ＜ ０， ２ｃ ＋ １ ＜ ０， ｋ ＜ ０
时，系统（６）的相位图 时，系统（６）的相位图

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｏｒｔｒａｉｔ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ（６） ｆｏｒ ｃａｓｅ Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｏｒｔｒａｉｔ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ（６） ｆｏｒ ｃａｓｅ
ａ ＞ ０， ２ｃ ＋ １ ＜ ０， ｋ ＜ ０ ａ ＜ ０， ２ｃ ＋ １ ＜ ０， ｋ ＜ ０

定理 ４　 若 ａ ＜ ０，２ｃ ＋ １ ＞ ０，ｋ ＜ ０， 有（图 ２）：
􀃠 当 ｈ ＝ ｈ∗， 方程（１）有一个孤立波解和一个奇异孤立波解．
􀃡 当 ０ ＜ ｈ ＜ ｈ∗， 方程（１） 有一个周期波解和一个奇异波解．
􀃢 当 ｈ ＝ ０， 方程（１）有一个周期奇异波解．

２．１　 精确行波解及其联系

首先，我们研究当 ａ ＜ ０，２ｃ ＋ １ ＞ ０，ｋ ＞ ０ 时，方程（１）的显式行波解．

９４３１（３＋１）维时间分数阶 ＫｄＶ⁃Ｚａｋｈａｒｏｖ⁃Ｋｕｚｎｅｔｓｏｖ 方程的分支分析及其行波解



􀃠 从分支相图 １，可注意到有一条过鞍点（０，０） 的同宿轨道 Ｌ１，两条特殊轨道 Ｌ★
１ 和 Ｌ∗

１ ，
它们在（ｖ，ｙ） 平面的表达式为

　 　 ｙ ＝ ± － ａ
３（２ｃ ＋ １）

ｖ２（ｖ － ｖ２） ， （７）

其中　 　 ｖ２ ＝ ３ｋ
ａ

．

将式（７）代入系统（６）并且沿轨道 Ｌ１，Ｌ★
１ 和 Ｌ∗

１ 积分可得

　 　 ± ∫ｖ
ｖ２

１

ｓ２（ ｓ － ｖ２）
ｄｓ ＝ ∫ξ

０
－ ａ
３（２ｃ ＋ １）

ｄｓ，

　 　 ± ∫＋∞

ｖ

１

ｓ２（ ｓ － ｖ２）
ｄｓ ＝ ∫ξ

０
－ ａ
３（２ｃ ＋ １）

ｄｓ ．

完成上面的积分，可得到方程的一个孤立波解和爆破波解：

　 　 ｕ１（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ ３ｋ
ａ

ｓｅｃｈ２ １
２

ｋ
２ｃ ＋ １

ξ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 ｕ２（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ － ３ｋ
ａ

ｃｓｃｈ２ １
２

ｋ
２ｃ ＋ １

ξ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

􀃡 从分支相图 １，可注意到有一条过点 （ｖ３，０），（ｖ４，０） 的周期轨道 Ｌ２ 和过点（ｖ５，０） 的周

期轨道 Ｌ３ ．它们在（ｖ，ｙ） 平面的表达式为

　 　 ｙ ＝ ± － ａ
３（２ｃ ＋ １）

（ｖ － ｖ３）（ｖ － ｖ４）（ｖ － ｖ５） ， （８）

其中　 　 ｖ３ ＜ ｖ４ ＜ ｖ５ ．
将式（８）代入系统（６）并且沿轨道 Ｌ２ 和 Ｌ３ 积分可得

　 　 ± ∫ｖ
ｖ３

１
（ ｓ － ｖ３）（ ｓ － ｖ４）（ ｓ － ｖ５）

ｄｓ ＝ ∫ξ
０

－ ａ
３（２ｃ ＋ １）

ｄｓ，

　 　 ± ∫＋∞

ｖ

１
（ ｓ － ｖ３）（ ｓ － ｖ４）（ ｓ － ｖ５）

ｄｓ ＝ ∫ξ
０

－ ａ
３（２ｃ ＋ １）

ｄｓ ．

完成上面的积分，可得如下的周期波解和爆破波解：

　 　 ｕ３（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ ｖ３ ＋ （ｖ４ － ｖ３）ｓｎ２ １
２

－
ａ（ｖ５ － ｖ３）
３（２ｃ ＋ １）

ξ，
ｖ４ － ｖ３
ｖ５ － ｖ３

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，

　 　 ｕ４（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ ｖ３ ＋
ｖ５ － ｖ３

ｓｎ２ １
２

－
ａ（ｖ５ － ｖ３）
３（２ｃ ＋ １）

ξ，
ｖ４ － ｖ３
ｖ５ － ｖ３

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

．

􀃢 从分支相图 １，可注意到有一条特殊轨道 Ｌ４，它与中心（ｖ１，０） 有相同的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 量．它
在 （ｖ，ｙ） 平面的表达式为

　 　 ｙ ＝ ± －
ａ（ｖ － ｖ１） ２（ｖ － ｖ６）

３（２ｃ ＋ １）
， （９）

其中　 　 ｖ６ ＝ － ｋ
ａ

．
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将式（９）代入系统（６）并且沿轨道 Ｌ４ 积分，可得

　 　 ± ∫＋∞

ｖ

１
（ ｓ － ｖ１） ｓ － ｖ６

ｄｓ ＝ ∫ξ
０

－ ａ
３（２ｃ ＋ １）

ｄｓ ．

完成上面的积分，可得如下的周期爆破波解：

　 　 ｕ５（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ － ｋ
ａ

１ ＋ ３ｃｏｔ２ １
２

ｋ
２ｃ ＋ １

ξ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

其次，我们研究当 ａ ＜ ０，２ｃ ＋ １ ＞ ０，ｋ ＜ ０ 时方程（１）的显式行波解．
􀃠 从分支相图 ２，可注意到有一条过鞍点 （ｖ１，０） 的同宿轨道 Ｌ５，两条特殊轨道 Ｌ★

５ 和 Ｌ∗
５ ，

它们在（ｖ，ｙ） 平面的表达式为

　 　 ｙ ＝ ± － ａ
３（２ｃ ＋ １）

（ｖ － ｖ１） ２（ｖ － ｖ７） ， （１０）

其中　 　 ｖ７ ＝ － ｋ
ａ

．

将式（１０）代入系统（６）并且沿轨道 Ｌ５，Ｌ★
５ 和 Ｌ∗

５ 积分可得

　 　 ± ∫ｖ
ｖ７

１
（ ｓ － ｖ１） ｓ － ｖ７

ｄｓ ＝ ∫ξ
０

－ ａ
３（２ｃ ＋ １）

ｄｓ，

　 　 ± ∫＋∞

ｖ

１
（ ｓ － ｖ１） ｓ － ｖ７

ｄｓ ＝ ∫ξ
０

－ ａ
３（２ｃ ＋ １）

ｄｓ ．

完成上面的积分，可得如下的孤立波解和爆破波解：

　 　 ｕ６（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ － ｋ
ａ

１ － ３ｔａｎｈ２ １
２

－ ｋ
２ｃ ＋ １

ξ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 ｕ７（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ － ｋ
ａ

１ － ３ｃｏｔｈ２ １
２

－ ｋ
２ｃ ＋ １

ξ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

􀃡 从分支相图 ２，可看到过点 （ｖ８，０），（ｖ９，０） 的轨道 Ｌ６ 和过点（ｖ１０，０） 的特殊轨道 Ｌ７ ．它
们在（ｖ，ｙ） 平面的表达式为

　 　 ｙ ＝ ± － ａ
３（２ｃ ＋ １）

ｖ３ ＋ （ｋ － ｂ － ｃ）ｖ２ ＋ ｈ ＝

　 　 　 　 ± － ａ
３（２ｃ ＋ １）

（ ｓ － ｖ８）（ ｓ － ｖ９）（ ｓ － ｖ１０） ， （１１）

其中　 　 ｖ８ ＜ ｖ９ ＜ ｖ１０ ．
将式（１１）代入系统（６）并且沿轨道 Ｌ６ 和 Ｌ７ 积分可得

　 　 ± ∫ｖ
ｖ８

１
（ ｓ － ｖ８）（ ｓ － ｖ９）（ ｓ － ｖ１０）

ｄｓ ＝ ∫ξ
０

－ ａ
３（２ｃ ＋ １）

ｄｓ，

　 　 ± ∫＋∞

ｖ

１
（ ｓ － ｖ８）（ ｓ － ｖ９）（ ｓ － ｖ１０）

ｄｓ ＝ ∫ξ
０

－ ａ
３（２ｃ ＋ １）

ｄｓ ．

完成上面的积分，可得如下的周期波解和爆破波解：

　 　 ｕ８（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ ｖ８ ＋ （ｖ９ － ｖ８）ｓｎ２ １
２

－
ａ（ｖ１０ － ｖ８）
３（２ｃ ＋ １）

ξ，
ｖ９ － ｖ８
ｖ１０ － ｖ８

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，

１５３１（３＋１）维时间分数阶 ＫｄＶ⁃Ｚａｋｈａｒｏｖ⁃Ｋｕｚｎｅｔｓｏｖ 方程的分支分析及其行波解



　 　 ｕ９（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ ｖ８ ＋
ｖ１０ － ｖ８

ｓｎ２ － １
２

－ ａ（ｖ１０ － ｖ８）
３（２ｃ ＋ １）

ξ，
ｖ９ － ｖ８
ｖ１０ － ｖ８

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

．

􀃢 从分支相图 ２，可注意到一条特殊轨道 Ｌ８， 它与中心（０，０）有相同的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 量．它在

（ｖ，ｙ） 平面的表达式为

　 　 ｙ ＝ ± － ａ
３

ｖ２（ｖ － ｖ１１） ， （１２）

其中　 　 ｖ１１ ＝ ｋ
ａ

．

将式（１２）代入系统（６）并且沿轨道 Ｌ８ 积分可得

　 　 ± ∫＋∞

ｖ

１
ｓ ｓ － ｖ１１

ｄｓ ＝ ∫ξ
０

－ ａ
３（２ｃ ＋ １）

ｄｓ ．

完成上面的积分，可得如下的周期爆破波解：

　 　 ｕ１０（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ ｋ
ａ

１ ＋ ｃｏｔ２ １
２

－ ｋ
３（２ｃ ＋ １）

ξ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

当 ａ ＞ ０，２ｃ ＋ １ ＞ ０，ｋ ＜ ０；ａ ＞ ０，２ｃ ＋ １ ＞ ０，ｋ ＞ ０；ａ ＞ ０，２ｃ ＋ １ ＜ ０，ｋ ＞ ０；ａ ＜ ０，
２ｃ ＋ １ ＜ ０，ｋ ＞ ０；ａ ＞ ０，２ｃ ＋ １ ＜ ０，ｋ ＜ ０；ａ ＜ ０，２ｃ ＋ １ ＜ ０，ｋ ＜ ０ 时，结果与上面类似，就
不一一详细求解．

最后，研究方程行波解之间的联系．
􀃠 令 ｈ → ０ －， 从而有

　 　 ｖ３ →
３ｋ
ａ
， ｖ４ → ０， ｖ５ → ０，

ｖ４ － ｖ３
ｖ５ － ｖ３

→ １，

　 　 ｓｎ １
２

－ ａ（ｖ５ － ｖ３）
３（２ｃ ＋ １）

ξ，１
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝ ｔａｎｈ １

２
－ ａ（ｖ５ － ｖ３）
３（２ｃ ＋ １）

ξ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ．

因此，可得 ｖ３（ｘ，ｔ） → ｖ１（ｘ，ｔ），ｖ４（ｘ，ｔ） → ｖ２（ｘ，ｔ） ．
􀃡 令 ｈ → （ｈ∗） ＋， 从而有

　 　 ｖ３ →
２ｋ
ａ
， ｖ４ →

２ｋ
ａ
， ｖ５ →

－ ｋ
ａ

，
ｖ４ － ｖ３
ｖ５ － ｖ３

→ ０，

　 　 ｓｎ １
２

－ ａ（ｖ５ － ｖ３）
３（２ｃ ＋ １）

ξ，１
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝ ｓｉｎ １

２
－ ａ（ｖ５ － ｖ３）
３（２ｃ ＋ １）

ξ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ．

因此，可得 ｖ４（ｘ，ｔ） → ｖ５（ｘ，ｔ） ．
􀃢 令 ｈ → （ｈ∗） －， 从而有

　 　 ｖ８ →
－ ｋ
ａ

， ｖ９ →
２ｋ
ａ
， ｖ１０ →

２ｋ
ａ
，
ｖ９ － ｖ８
ｖ１０ － ｖ８

→ １，

　 　 ｓｎ １
２

－ ａ（ｖ１０ － ｖ８）
３（２ｃ ＋ １）

ξ，１
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝ ｔａｎｈ １

２
－ ａ（ｖ１０ － ｖ８）
３（２ｃ ＋ １）

ξ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ．

因此，可得 ｖ８（ｘ，ｔ） → ｖ６（ｘ，ｔ），ｖ９（ｘ，ｔ） → ｖ７（ｘ，ｔ） ．
􀃣 令 ｈ → ０ ＋， 从而有
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　 　 ｖ８ → ０， ｖ９ → ０， ｖ１０ →
ｋ
ａ
，
ｖ９ － ｖ８
ｖ１０ － ｖ８

→ ０，

　 　 ｓｎ １
２

－ ａ（ｖ１０ － ｖ８）
３（２ｃ ＋ １）

ξ，０
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝ ｓｉｎ １

２
－ ａ（ｖ１０ － ｖ８）
３（２ｃ ＋ １）

ξ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ．

因此，有 ｖ９（ｘ，ｔ） → ｖ１０（ｘ，ｔ） ．

３　 结　 　 论

本文利用拟设方法、微分方程定性理论和动力系统分支方法，研究了（３＋１）维时间分数阶

ＫｄＶ⁃Ｚａｋｈａｒｏｖ⁃Ｋｕｚｎｅｔｓｏｖ 方程的相图分支分析及其行波解．首先利用拟设方法得到了方程奇异

孤子解、亮孤子解、拓扑孤子解．其次，引入行波变换，将方程转换为平面系统，进而研究了平面

系统的分支分析，得到了系统的相位图．根据分支分析和相位图得到了方程的行波解，获得的

行波解有助于描述一些自然现象和发生自然现象的规律．例如，用旋转大气波的孤子解来解释

木星的红斑和其他特征、 用 ＫｄＶ⁃Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程的单调激波解和振荡激波解来分析湍流形成的

机理和湍流串级散裂过程、等离子体的离子声波、冷等离子体的磁流体波的运动等．
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［７］　 ＴＲＵＳＨＩＴ Ｐ， ＲＡＭＡＫＡＮＴＡ Ｍ． Ａ ｓｔｕｄｙ ｏｎ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ， ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ａｎｄ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅ⁃
ｎｅｓｓ ｏｆ ｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌ ｐｏｒｏｕｓ ｆｉｎｓ ｂｙ ｕｓｉｎｇ Ａｄｏｍｉａｎ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ Ｓｕｍｕｄｕ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ ｍｅｔｈｏｄ
［Ｊ］ ． Ｐｒｏｃｅｄｉａ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１５， １２７： ７５１⁃７５８．

［８］　 ＥＭＲＡＨ Ｕ， ＡＨＭＥＴ Ｇ． Ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｃｏｎｆｏｒｍａｂｌｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｏｒｄｉｎａｒｙ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｖｉａ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］ ． Ｏｐｔｉｋ， ２０１６， １２８： ２６４⁃２７３．

［９］ 　 ＳＥＡＫＷＥＮＧ Ｖ， ＰＩＮ Ｌ． Ｏｎ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｃｏｎｔｏｕｒ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｅｑｕａ⁃
ｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｂｌｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ Ｌｅｔｔｅｒｓ， ２０１７， ６４： １３７⁃１４２．

［１０］　 ＯＺＫＡＮ Ｇ， ＨＡＳＡＮ Ａ． Ｓｏｌｉｔｏｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ⁃ｏｒｄｅｒ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｂａｓｅｄ
ｏｎ ｔｈｅ ｅｘｐ⁃ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］ ． Ｏｐｔｉｋ， ２０１６， １２７（２０）： １００７６⁃１００８３．

３５３１（３＋１）维时间分数阶 ＫｄＶ⁃Ｚａｋｈａｒｏｖ⁃Ｋｕｚｎｅｔｓｏｖ 方程的分支分析及其行波解



［１１］　 ＯＺＫＡＮ Ｇ， ＥＳＩＮ Ａ， ＡＨＭＥＴ Ｂ， ｅｔ ａｌ． Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ （３＋１） ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｓｐａｃｅ⁃ｔｉｍｅ
ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｍｏｄｉｆｉｅｄ ＫｄＶ⁃Ｚａｋｈａｒｏｖ⁃Ｋｕｚｎｅｔｓｏｖ ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ ａｎｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ Ｗｉｔｈ
Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０１６， ７１： １２５９⁃１２６９．

［１２］　 ＥＭＡＤ Ａ Ｂ， ＡＢＤＥＬ Ｓ， ＧＡＭＡＬ Ｆ Ｈ． Ｍｕｌｔｉ⁃ｗａｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｐａｃｅ⁃ｔｉｍｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ Ｂｕｒｇｅｒｓ
ａｎｄ Ｓｈａｒｍａ⁃Ｔａｓｓｏ⁃Ｏｌｖｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［ Ｊ］ ． Ａｉｎ Ｓｈａｍｓ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｊｏｕｒｎａｌ， ２０１６， ７（１）： ４６３⁃
４７２．

［１３］　 ＭＥＨＭＥＴ Ｅ， ＭＯＨＡＭＭＡＤ Ｍ， ＡＢＤＵＬＬＡＨ Ｓ， ｅｔ ａｌ． Ｄａｒｋ ａｎｄ ｓｉｎｇｕｌａｒ ｏｐｔｉｃａｌ ｓｏｌｉｔｏｎｓ ｗｉｔｈ
Ｋｕｎｄｕ⁃Ｅｃｋｈａｕｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｂｙ ｅｘｔｅｎｄｅｄ ｔｒｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｅｘｔｅｎｄｅｄ Ｇ′ ／ Ｇ⁃ｅｘｐａｎｓｉｏｎ
ｓｃｈｅｍｅ［Ｊ］ ． Ｏｐｔｉｋ， ２０１６， １２７（２２）： １０４９０⁃１０４９７．

［１４］　 ＳＡＨＯＯ Ｓ， ＳＡＨＡ Ｓ Ｒ． Ｓｏｌｉｔａｒｙ ｗａｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｉｍｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｔｈｉｒｄ ｏｒｄｅｒ ｍｏｄｉｆｉｅｄ ＫｄＶ ｅ⁃
ｑｕａｔｉｏｎ ｕｓｉｎｇ ｔｗｏ ｒｅｌｉａｂｌｅ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓ （Ｇ′ ／ Ｇ） ⁃ｅｘｐａｎｓｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｉｍｐｒｏｖｅｄ （Ｇ′ ／ Ｇ） ⁃ｅｘ⁃
ｐａｎｓｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］ ． Ｐｈｙｓｉｃａ Ａ， ２０１６， ４４８： ２６５⁃２８２．

［１５］　 ＳＡＨＯＯ Ｓ， ＳＡＨＡ Ｓ Ｒ． Ｉｍｐｒｏｖｅｄ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｓｕｂ⁃ｅｑｕａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ （３ ＋ １） ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｇｅｎ⁃
ｅｒａｌｉｚｅｄ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ＫｄＶ⁃Ｚａｋｈａｒｏｖ⁃Ｋｕｚｎｅｔｓｏｖ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ ａｎｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ Ｗｉｔｈ
Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０１５， ７０（２）： １５８⁃１６６．

［１６］　 ＭＡＣＥ Ｒ Ｌ， ＨＥＬＬＢＥＲＧ Ｍ Ａ． Ｔｈｅ Ｋｏｒｔｅｗｅｇ⁃ｄｅ Ｖｒｉｅｓ⁃Ｚａｋｈａｒｏｖ⁃Ｋｕｚｎｅｔｓｏｖ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｅｌｅｃ⁃
ｔｒｏｎ⁃ａｃｏｕｓｔｉｃ ｗａｖｅｓ［Ｊ］ ． Ｐｈｙｓｉｃｓ ｏｆ Ｐｌａｓｍａｓ， ２００１， ８： ２１６９⁃２６５６．

［１７］　 ＭＥＬＩＫＥ Ｋ， ＡＨＭＥＴ Ｂ． Ａ ｎｏｖｅｌ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｉｍｅ⁃ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ．
Ｏｐｔｉｋ， ２０１６， １２７（２０）： ８２０９⁃８２１４．

［１８］ 　 ＯＺＫＡＮ Ｇ， ＥＳＩＮ Ａ， ＡＨＭＥＴ Ｂ． Ｖａｒｉｏｕｓ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｉｍｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ＫｄＶ⁃Ｚａｋｈａｒｏｖ⁃
Ｋｕｚｎｅｔｓｏｖ ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． ＡＩＰ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ， ２０１６， １７３８（１）： ２９００１３．

［１９］　 ＪＵＭＡＲＩＥ Ｇ． Ｍｏｄｉｆｉｅｄ Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ａｎｄ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ Ｔａｙｌｏｒ ｓｅｒｉｅｓ ｏｆ ｎｏｎｄｉｆｆｅｒｅｎ⁃
ｔｉａｂｌｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｆｕｒｔｈｅｒ ｒｅｓｕｌｔｓ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ ａｎｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ Ｗｉｔｈ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２００６， ５１
（９ ／ １０）： １３６７⁃１３７６．

［２０］　 ＪＵＭＡＲＩＥ Ｇ． Ｔａｂｌｅ ｏｆ ｓｏｍｅ ｂａｓｉｃ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｃａｌｃｕｌｕｓ ｆｏｒｍｕｌａｅ ｄｅｒｉｖｅｄ ｆｒｏｍ ａ ｍｏｄｉｆｉｅｄ Ｒｉｅ⁃
ｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｉｅ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ｆｏｒ ｎｏｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｂｌｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［ Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ Ｌｅｔｔｅｒｓ，
２００９， ２２（３）： ３７８⁃３８５．

［２１］　 ＳＯＮＧ Ｍｉｎｇ， ＬＩＵ Ｚｈｅｎｇｒｏｎｇ， ＺＥＲＲＡＤ Ｅ， ｅｔ ａｌ． Ｓｉｎｇｕｌａｒ ｓｏｌｉｔｏｎｓ ａｎｄ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ
ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｋｌｅｉｎ⁃Ｇｏｒｄｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ［ Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ＆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉ⁃
ｅｎｃｅｓ， ２０１３， ７（４）： １３３３⁃１３４０．

［２２］　 ＢＩＳＷＡＳ Ａ， ＳＯＮＧ Ｍ， ＨＯＵＲＩＡ Ｔ， ｅｔ ａｌ． Ｓｏｌｉｔｏｎｓ， ｓｈｏｃｋ ｗａｖｅｓ， ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎ ｌａｗｓ ａｎｄ ｂｉｆｕｒ⁃
ｃａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｐｏｗｅｒ ｌａｗ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ ａｎｄ ｄｕａｌ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ［ Ｊ］ ．
Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２０１３， ８（３）： ９４９⁃９５７．

［２３］　 ＣＨＯＷ Ｓ Ｎ， ＨＡＬＥ Ｊ Ｋ． Ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ Ｔｈｅｏｒｙ［Ｍ］ ． Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ： Ｓｐｒｉｎｇｅｒ⁃Ｖｅｒｌａｇ， １９８２．
［２４］　 ＧＵＣＫＥＮＨＥＩＭＥＲ Ｊ， ＨＯＭＥＳ Ｐ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎｓ， Ｄｙｎａｍｉｃａｌ Ｓｙｓｔｅｍｓ ａｎｄ Ｂｉｆｕｒｃａ⁃

ｔｉｏｎｓ ｏｆ Ｖｅｃｔｏｒ Ｆｉｅｌｄｓ［Ｍ］ ． Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ： Ｓｐｒｉｎｇｅｒ⁃Ｖｅｒｌａｇ， １９９９．

４５３１ 张　 　 雪　 　 　 孙　 　 峪　 　 怀



Ｄｙｎａｍｉｃａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ Ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ （３＋１） ⁃Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ
Ｔｉｍｅ Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ＫｄＶ⁃Ｚａｋｈａｒｏｖ⁃Ｋｕｚｎｅｔｓｏｖ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ

ＺＨＡＮＧ Ｘｕｅ１，２，　 ＳＵＮ Ｙｕｈｕａｉ２

（１． Ｓｏｕｔｈｗｅｓｔ Ｊｉａｏｔｏｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ Ｈｏｐｅ Ｃｏｌｌｅｇｅ， Ｃｈｅｎｇｄｕ ６１０４００， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ；
２． Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， Ｓｉｃｈｕａｎ Ｎｏｒｍａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，

Ｃｈｅｎｇｄｕ ６１００６６， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｂｙ ｍｅａｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ａｎｓａｔｚ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｔｈｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ， ｔｈｅ ｓｉｎｇｕｌａｒ ｓｏｌｉｔｏｎ ｓｏ⁃
ｌｕｔｉｏｎ， ｔｈｅ ｂｒｉｇｈｔ ｓｏｌｉｔｏｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎ， ｔｈｅ ｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌ ｓｏｌｉｔｏｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎ， ｔｈｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｅｘｐｌｏｓｉｖｅ ｓｏｌｕ⁃
ｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｏｌｉｔａｒｙ ｗａｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ （３ ＋ １） ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｔｉｍｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ＫｄＶ⁃Ｚａｋｈａｒｏｖ⁃
Ｋｕｚｎｅｔｓｏｖ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｅｒｅ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ． Ｉｎ ａｄｄｉｔｉｏｎ， ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｏｒｔｒａｉｔｓ ｏｆ ＫｄＶ⁃Ｚａｋｈａｒｏｖ⁃
Ｋｕｚｎｅｔｓｏｖ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｅｒｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｆｏｒ ｖａｒｉｏｕｓ ｃａｓｅｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＭＡＰＬＥ ｓｏｆｔｗａｒｅ． Ｆｉｎａｌｌｙ， ｔｈｅ ｒｅ⁃
ｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓ ａｍｏｎｇ ｔｒａｖｅｌｌｉｎｇ ｗａｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｗｅｒｅ ｄｉｓｃｕｓｓｅｄ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： （ ３ ＋ １） ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｔｉｍｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ＫｄＶ⁃Ｚａｋｈａｒｏｖ⁃ Ｋｕｚｎｅｔｓｏｖ ｅｑｕａｔｉｏｎ； ａｎｓａｔｚ
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