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摘要：　 基于 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 函数的定义式，构造 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 矩阵函数的精细迭代计算格式．与常

规指数函数的迭代格式相比，迭代递推中多了修正项，其表达式与分数阶导数的阶次有关．对于以

Ｃａｐｕｔｏ 分数导数定义的动力学分数阶常微分方程，使用基于 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 函数的精细积分法可计

算方程解在各时间段端点对应函数值．算例表明了所提计算方法的有效性，其精度可由所增加修正

项的阶次控制．
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引　 　 言

矩阵指数函数的精细积分方法由钟万勰先生提出［１⁃４］，将矩阵指数计算的精度提高到计算

机精度，随后基于计算结构力学与最优控制之间的模拟理论，该方法被扩展到两端边值问题的

计算，并成功地解决微分 Ｒｉｃｃａｔｉ 方程的求解．迄今，对弹性力学、结构力学、波导控制、滤波问

题等精细积分算法都有了广泛的应用．精细积分算法是解析法在数值方法上的映射，它适宜处

理一阶常微分方程组，这里常微分方程的理论是以一阶方程为标准型的，如状态空间法和

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系下的理论往往将微分方程组化归为一阶形式．
矩阵指数函数的计算是精细积分方法的核心．它有两个要点：一个是将加法转化为乘法的

运算，即指数加法定理或 ２Ｎ 类的算法；另一个是计算时的增量存储，以防止计算机的舍入操

作，甚至失去精度．对于非齐次方程，外力引起的响应可由 Ｄｕｈａｍｅｌ 积分求出．精细积分算法的

精度分析如下：执行矩阵乘法通常有一些算术舍入误差，另外就是幂级数展开式的截断误差．
为了充分发挥精细积分方法高精度的功效， 人们正致力于研究避免矩阵求逆的精细积分

方法， 其发展基本沿着两个方向进行：一是研究增维方法．顾元宪等［５⁃６］ 提出了增维精细积分

法．向宇等［７］及文献［８⁃９］对其进一步做了改进，提高了时间效率．二是研究 Ｄｕｈａｍｅｌ 项的积分

方法．张森文等［１０］和汪梦甫等［１１］分别利用 Ｓｉｍｐｓｏｎ 积分公式、Ｇａｕｓｓ 积分公式求解了 Ｄｕｈａｍｅｌ
积分．其次是在继承精细积分方法思想的基础上研究 Ｄｕｈａｍｅｌ 项的精细积分方法．谭述君等［１２］

以及富明慧等［１３］对于非齐次项为一些特定类型函数的情况， 分别给出了精确的计算方法， 得
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到了数值上逼近计算机精度的结果．
文献［１４⁃１７］建立了精细⁃Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法、样条精细积分法、精细积分⁃ＦＦＴ 方法等改进方

法．文献［１８⁃１９］分别研究了两端边值问题和结构弹性撞击的精细积分法．结合精细积分技术，
文献［２０⁃２２］在求解非线性问题时分别基于插值积分法、迭代法、同伦摄动法求解．关于精细积

分法的更多应用请参考文献［２３⁃２５］．
对于整数阶微分方程，精细积分方法在理论和实际工程上都获得了广泛而深入的研究［３⁃４］ ．

近年来，研究者们意识到分数阶微积分具有广阔的应用前景，但是分数阶微积分的解析求解存

在较大困难［２６］，所以发展分数阶微积分的数值算法是一个迫切需要解决的问题．这些算法包

括有限差分法、有限元法、Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子法、积分方程法等．但这些方法还不够理想．当前精细积

分在分数阶常微分方程求解的应用上处于起步阶段，如文献［２７⁃２８］把分数阶微分动力方程近

似转化为整数阶微分方程后研究．与文献［２７］使用的方法不同，本文直接基于分数阶常微分方

程的解析解给出一种有效的算法：分数阶微分方程的精细积分法．数值算例的结果说明了所提

方法的有效性和精度．

１　 分数阶常微分方程及其解析解

分数阶线性定常微分方程的一般形式如下［１⁃２］：
　 　 Ｄ（α）ｘ（ ｔ） ＝ Ａｘ（ ｔ），　 　 ０ ＜ α ＜ １， （１）

其中， ｘ（ ｔ） ＝ ［ｘ１（ ｔ），ｘ２（ ｔ），…，ｘｎ（ ｔ）］ Ｔ，ｘ（ ｔ） ∈ Ｒｎ，Ａ ∈ Ｒｎ×ｎ， 初值条件为 ｘ（０） ＝ ［ｘ１（０），
ｘ２（０），…，ｘｎ（０）］ Ｔ ．本文时间分数阶导数的定义中时间域的下限等于初始时刻．

当 α ＝ １ 时，式（１）即为整数阶微分方程 ｘ（ ｔ） ＝ Ａｘ（ ｔ） ．利用分数阶导数的 Ｌａｐｌａｃｅ 变换及

其逆变换得其解 ｘ（ ｔ） 如下：
　 　 ｘ（ ｔ） ＝ Ｅα，１（Ａｔα）ｘ（０）， （２）

式中 Ｅα，β（ ｚ） 为双变量 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 函数（下面简称为 ＭＬ 函数），其公式如下：

　 　 Ｅα，β（ ｚ） ＝ ∑
∞

ｋ ＝ ０

ｚｋ

Γ（αｋ ＋ β）
． （３）

下面类比整数阶微分方程的精细积分法［３⁃１０］，对式（２）中的函数 Ｅα，β（ ｚ） 进行精细计算，
并给出分数阶微分方程的精细积分法．

２　 分数阶精细积分法

２．１　 ＭＬ函数矩阵的精细计算

以下通过迭代法讨论 ＭＬ 函数 Ｅα，１（ ｚ） 的精细计算．

由 ＭＬ 函数的定义式（３）知 Ｅα，１（Ｘ） ＝ ∑∞

ｋ ＝ ０

Ｘｋ

Γ（１ ＋ ｋα）
， 记

　 　 ｆ（Ｘ） ＝ Ｅα（Ｘ） ＝ ∑
∞

ｋ ＝ ０
ａｋＸｋ ＋ Ｉ， （４）

其中

　 　 ａｋ ＝
１

Γ（１ ＋ ｋα）
，　 　 ｋ ＝ ０，１，２，… ． （５）

指数函数的精细积分法中，指数函数满足加法原理，即 ｅｘｐ（Ａη） ＝ ［ｅｘｐ（Ａη ／ ｍ）］ｍ ．而 ＭＬ

函数不满足这个性质．记 ｆ（Ｘ） ＝ Ｉ ＋ Ｑ１， 其中 Ｑ１ ＝∑∞

ｋ ＝ １
ａｋＸｋ ．建立 ｆ（２Ｘ） 和 ｆ（Ｘ） 的关系时，
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在经典指数函数的关系基础上增加修正项 Ｒ（Ｘ） ．即
　 　 ｆ（２Ｘ） ＝ ｆ ２（Ｘ） ＋ Ｒ（Ｘ） ＝ （Ｉ ＋ Ｑ１） ２ ＋ Ｒ（Ｘ） ． （６）
欲使 ｆ（２Ｘ） ＝ Ｉ ＋ Ｑ２， 应有

　 　 Ｑ２ ＝ ∑
∞

ｋ ＝ １
ａｋ（２Ｘ） ｋ ． （７）

由式（６）得如下迭代：
　 　 Ｑ２ ＝ ２Ｑ１ ＋ Ｑ２

１ ＋ Ｒ（Ｘ）， （８）
其中函数 Ｒ 的近似表达式为

　 　 Ｒ（Ｘ） ＝ ∑
∞

ｋ ＝ ２
ｂｋＸｋ， （９）

系数 ｂｋ 可用 ａｋ（ｋ ＝ ２，３，…，∞ ） 表示，具体关系见 ２．２ 小节．
实际数值计算时，函数 Ｒ 的表达式近似地取为有限项．当 Ｑ１ 和 Ｑ２ 的多项式定义式分别截

取 ｍ１，ｍ２ 项，所得函数 Ｒ 的多项式次数为 ｍａｘ（ｍ２，２ｍ１） ．为提高精度，一般取 ｍ２ ≥ ｍ１ ．
欲求 ｔ ＝ η 时的响应，需求 ｆ（Ａη α） 的值．类似整数阶精细积分法，对 Ａη α 分割Ｎ次，逐步计

算出 ｆ Ａ η α

２Ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， ｆ Ａ η α

２Ｎ－１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，…， ｆ Ａ η α

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， ｆ Ａη α( ) 的值．

记 ｍ ＝ ２Ｎ， 当 Ｎ ＝ ２０ 时， ｍ ＝ １ ０４８ ５７６．由于 η 本来是不大的时间区段，则 τ ＝ η α ／ ｍ 是较

小的时间区段．对于 τ 区段，有
　 　 ｆ（Ａτ） ≈ Ｉｎ ＋ Ｑ１， （１０）

　 　 Ｑ１ ＝ Ａτ
Γ（１ ＋ α）

＋ （Ａτ） ２

Γ（１ ＋ ２α）
＋ （Ａτ） ３

Γ（１ ＋ ３α）
＋ … ＋ （Ａτ） ｓ

Γ（１ ＋ ｓα）
， （１１）

其中 ｓ 为整数，类比整数阶精细积分，取 ｓ ＝ ［４ ／ α］，［·］ 表示 Ｇａｕｓｓ 函数， Ｑ１ 是一个小量矩阵．
　 　 因此，式（８）相当于执行以下赋初值和循环语句：

　 　 Ｘ ＝ Ａ η α

２Ｎ ， （１２）

　 　 Ｆｏｒ （ ｉ ＝ １，ｉ ＋ ＋，ｉ ＜ ＝ Ｎ）　 Ｄｏ ［Ｑ ＝ ２Ｑ ＋ Ｑ·Ｑ ＋ Ｒ（Ｘ），Ｘ ＝ ２Ｘ］ ． （１３）
当循环结束时有

　 　 Ｅα，１（Ｘ） ＝ Ｉｎ ＋ Ｑ ． （１４）
与整数阶精细积分类似，以上计算中注意了加法的舍入误差问题．
对比常规的整数阶精细积分，称基于式（１２） ～ （１４）的计算为 ＭＬ 函数矩阵的精细计算．
由式（２）和（１２）知，所用时间点（时刻）为 ｔ０，２１ ／ α ｔ０，２２ ／ α ｔ０，２３ ／ α ｔ０，…，η，其中 ｔ０ ＝ η ／ ２Ｎ／ α ．对

比 ０ ＜ α ＜ １，α ＝ １ 和 α ＞ １ 的情况发现： α ＞ １ 时，这些时刻的分布比常规精细积分所用的

时刻更紧凑；而 ０ ＜ α ＜ １ 时，这些时刻的分布比常规精细积分所用的时刻更稀疏．
２．２　 修正项的表达式

如多项式 Ｑ１ ＝ ∑∞

ｋ ＝ １
ａｋＸｋ 和式（７）的截取项数分别为 ｍ１ ＝ ｍ２ ＝ ４，得多项式 Ｒ（Ｘ） 系数

ｂｋ（ｋ ＝ ２，３，…，８） 的结果见表 １．
表 １　 ｍ１ ＝ ｍ２ ＝ ４ 时 Ｒ（Ｘ） 表达式中的多项式系数 ｂｋ（ｋ ＝ ２，３，…，８）

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｂｋ ｏｆ Ｒ（Ｘ） ｆｏｒ ｍ１ ＝ ｍ２ ＝ ４（ｋ ＝ ２，３，…，８）

ｋ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８
ｂｋ ２ａ２ － ａ２

１ ６ａ３ － ２ａ１ａ２ － ａ２
２ － ２ａ１ａ３ ＋ １４ａ４ － ２ａ２ａ３ － ２ａ１ａ４ － ａ２

３ － ２ａ２ａ４ － ２ａ３ａ４ － ａ２
４
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　 　 表 １ 中， ｆ（２Ｘ） 和 ｆ（Ｘ） 的多项式近似式截取项相同．若 ｆ（２Ｘ） 和 ｆ（Ｘ） 的多项式近似式

截取项不同，如分别取成 ２ｍ，ｍ 次多项式，在特定的情况下，能够提高精度．如 ｍ１ ＝ ４，ｍ２ ＝ ８，
得多项式系数 ｂｋ（ｋ ＝ ２，３，…，８） 的结果见表 ２．为了比较，再取 ｍ１ ＝ ４，ｍ２ ＝ １６ 时，得多项式系

数 ｂｋ（ｋ ＝ ２，３，…，１６） 的结果见表 ３．
表 ２　 ｍ１ ＝ ４，ｍ２ ＝ ８ 时 Ｒ（Ｘ） 表达式中的多项式系数 ｂｋ（ｋ ＝ ２，３，…，８）

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｂｋ ｏｆ Ｒ（Ｘ） ｆｏｒ ｍ１ ＝ ４，ｍ２ ＝ ８（ｋ ＝ ２，３，…，８）

ｋ ２ ３ ４ ５
ｂｋ ２ａ２ － ａ２

１ － ａ１ａ２ ＋ ６ａ３ － ａ２
２ － ２ａ１ａ３ ＋ １４ａ４ － ２ａ２ａ３ － ２ａ１ａ４ ＋ ３２ａ５

ｋ ６ ７ ８
ｂｋ － ａ２

３ － ２ａ２ａ４ ＋ ６４ａ６ － ２ａ３ａ４ ＋ １２８ａ７ ２５６ａ８ － ａ２
４

表 ３　 ｍ１ ＝ ４，ｍ２ ＝ １６ 时 Ｒ（Ｘ） 表达式中的多项式系数 ｂｋ（ｋ ＝ ２，３，…，１６）
Ｔａｂｌｅ ３　 Ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｂｋ ｏｆ Ｒ（Ｘ） ｆｏｒ ｍ１ ＝ ４，ｍ２ ＝ １６（ｋ ＝ ２，３，…，１６）

ｋ ２ ３ ４ ５
ｂｋ ２ａ２ － ａ２

１ － ａ１ａ２ ＋ ６ａ３ － ａ２
２ － ２ａ１ａ３ ＋ １４ａ４ － ２ａ２ａ３ － ２ａ１ａ４ ＋ ３０ａ５

ｋ ６ ７ ８ ≥９

ｂｋ
－ ａ２

３ － ２ａ２ａ４ －

２ａ１ａ５ ＋ ６２ａ６

－ ２ａ３ａ４ － ２ａ２ａ５ －

２ａ１ａ６ ＋ １２８ａ７

２５６ａ８ － ２ａ２ａ６ －

ａ２
４ － ２ａ３ａ５

…

　 　 对比表 １～３ 可以发现，各项系数 ｂｋ 部分相同，部分有所区别 （ｋ ＝ ２，３，…，８），且与分数阶

次 α 有关．实际编程运算时， ｍ１，ｍ２ 的取值需根据参数 α 的值、矩阵 Ａ 及待求解时刻 ｔ 决定．当
α ≥１ 时，ＭＬ 函数的级数展开式收敛很快，因此通常 ｍ１ ≥１０；而当 ０ ＜ α ＜ １ 时， ｍ１，ｍ２ 的取

值比 α ≥ １ 时的结果大．
２．３　 计算量

由于矩阵加法的计算量较乘法小很多，故所提方法的计算量主要集中于矩阵的乘法．在计

算 Ｒ（Ｘ） 时，表达式宜采用如下形式：
　 　 Ｒ（Ｘ） ＝ ｂ０Ｉｎ ＋ Ｘ（ｂ１Ｉｎ ＋ Ｘ（ｂ２Ｉｎ ＋ Ｘ（ｂ３Ｉｎ ＋ …））） ． （１５）
设 Ｒ（Ｘ） 的多项式次数为 ｐ， 则每计算一次 Ｒ（Ｘ） 需做 ｐ － １ 次矩阵乘法运算和 ｐ 次矩阵

加法运算．由式（１３），还需加上一次 Ｑ·Ｑ 对应的乘法运算．式（１３）中的迭代循环次数为 Ｎ， 而

每次迭代含 ｐ 次矩阵乘法运算，其中 ｎ 维矩阵相乘的运算量为 ｎ３， 故总运算量近似为 Ｎｐｎ３ ．因
此，所提的分数阶精细积分方法计算量是整数阶精细积分法的 ｐ 倍．
２．４　 误差

与常规精细积分类似，误差包含两部分，即 ＭＬ 函数的近似表达式对应的误差和计算中数

值计算的舍入误差．前者实际上由迭代表达式（１３）决定，与参数 ｍ１，ｍ２ 和 α 有关，其误差体现

在 Ｒ 的近似表达式 Ｒ（Ｘ） ＝ ∑ｍ２

ｋ ＝ ２
ｂｋＸｋ 与准确表达式的截断误差上．所提计算 ＭＬ 函数矩阵的

方法对应误差的公式如下：

　 　 ｅ ＝
Ｒ（ｍ１，ｍ２）
Ｉ ＋ ｌｉｍ

ｍ１，ｍ２→∞
Ｑ

， （１６）

其中矩阵 Ｒ（ｍ１，ｍ２） 按照式（９）计算， · 代表矩阵范数．
所提方法的精度主要取决于修正项 Ｒ（Ｘ） 的精度．而修正项多项式 Ｒｐ（Ｘ） （下标 ｐ 为多项

式的次数，由 ２．１ 小节知 ｐ ＝ｍａｘ（ｍ２，２ｍ１）） 可化为 ｔ的多项式，其关于 ｔ的次数为 ｐα ．因此，只
要合理选取 ｍ１，ｍ２ 即可达到控制输出的精度．
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３　 非齐次方程解的精细计算

回顾分数阶非齐次方程 Ｄ（α）ｘ（ ｔ） ＝ Ａｘ（ ｔ） ＋ ｕ（ ｔ），这里考虑了外部激励 ｕ（ ｔ） 作用，外部激

励引起的解可由如下积分得到：

　 　 ｘ（ ｔ） ＝ Ｅα，１（Ａｔα）ｘ（０） ＋ ∫ｔ
０
（ ｔ － τ） α－１Ｅα，α（Ａ（ ｔ － τ） α）ｕ（τ）ｄτ ． （１７）

如果 ｕ（ ｔ） 的解析表达式已知，可对式（１７）中的 ＭＬ 函数按定义展开，再做积分运算，所得

结果是一个多项式函数．然后可对多项式函数采用相应的精细积分格式计算．
当 ｕ（ ｔ） 的解析表达式未知时，可设 ｔｋ ～ ｔｋ＋１ 之间用线性插值如下：
　 　 ｕ（τ） ＝ ｐ０ ＋ ｐ１τ， （１８）

其中 ｐ０， ｐ１ 可由 ｕ０， ｕ１ 表示．
式（１７）中，右端第一项为齐次解，可按第 ２ 节方法计算．右端第二项是含有矩阵 ＭＬ 函数

的积分，在处理时应充分利用矩阵 ＭＬ 函数定义的级数展开式：

　 　 ｘ２（ ｔ） ＝ ∫ｔ
０
（ ｔ － τ） α－１Ｅα，α（Ａｔα）ｕ（τ）ｄτ ． （１９）

注意到 Ｅα，α（Ｘ） ＝ ∑∞

ｋ ＝ ０

Ｘｋ

Γ（α ＋ ｋα）
， 将式（１８）代入式（１９），通过积分得

　 　 ｘ２（ ｔ） ＝ ∫ｔ
０
∑
∞

ｋ ＝ ０

Ａｋ（ ｔ － τ） ｋα ＋α－１

Γ（α ＋ ｋα）
（ｐ０ ＋ ｐ１τ）ｄτ ＝

　 　 　 　 ∑
∞

ｋ ＝ ０
Ａｋ ｐ０

Γ（１ ＋ α ＋ ｋα）
ｔｋα ＋α ＋

ｐ１

Γ（２ ＋ α ＋ ｋα）
ｔｋα ＋α＋１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 　 　 　 ｔα∑
∞

ｋ ＝ ０

Ａｋ ｔｋα

Γ（１ ＋ α ＋ ｋα）
ｐ０ ＋ Ａｋ

Γ（２ ＋ α ＋ ｋα）
ｐ１ ｔｋα

＋１æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 　 　 　 ｈ１（Ａｔα）
ｔα

Γ（１ ＋ α）
ｐ０ ＋ ｈ２（Ａｔα）

ｔ１＋α

Γ（２ ＋ α）
ｐ１， （２０）

其中

　 　 ｈ１（Ａｔα） ＝ ∑
∞

ｋ ＝ ０

Γ（１ ＋ α）
Γ（１ ＋ α ＋ ｋα）

（Ａｔα） ｋ，

　 　 ｈ２（Ａｔα） ＝ ∑
∞

ｋ ＝ ０

Γ（２ ＋ α）
Γ（２ ＋ α ＋ ｋα）

（Ａｔα） ｋ ． （２１）

采用增量形式存储如下：

　 　
ｈ１（Ｘ） ＝ ∑

∞

ｋ ＝ ０

Γ（１ ＋ α）Ｘｋ

Γ（１ ＋ α ＋ ｋα）
＝ Ｉｎ ＋ ∑

∞

ｋ ＝ １

Γ（１ ＋ α）Ｘｋ

Γ（１ ＋ α ＋ ｋα）
，

ｈ２（Ｘ） ＝ ∑
∞

ｋ ＝ ０

Γ（２ ＋ α）Ｘｋ

Γ（２ ＋ α ＋ ｋα）
＝ Ｉｎ ＋ ∑

∞

ｋ ＝ １

Γ（２ ＋ α）Ｘｋ

Γ（２ ＋ α ＋ ｋα）
．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２２）

求 ｔ ＝ η 时的响应，需求 ｈ１（Ａη α） 和 ｈ２（Ａη α） 的值．类似整数阶精细积分法，对 Ａη α 分割Ｎ

次，逐步计算出 ｈｉ Ａ η α

２Ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｈｉ Ａ η α

２Ｎ－１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，…，ｈｉ Ａ η α

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｈｉ Ａη α( ) （ ｉ ＝ １，２） 的值．由于 η 本来是不

大的时间区段，则 τ ＝ η α ／ ｍ 是较小的时间区段．对于 τ 区段，有
　 　 ｈｉ（Ａτ） ≈ Ｉｎ ＋ Ｑｉ，　 　 ｉ ＝ １，２， （２３）

其中 Ｑｉ（ ｉ ＝ １，２） 为小量，可根据定义式（２２）截取前若干项．
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类似第 ２ 节中 ＭＬ 函数的求法，可分别建立 ｈｉ（２Ｘ）（ ｉ ＝ １，２） 与 ｈｉ（Ｘ） 的迭代关系式，并
求出对应的修正项 Ｒ（Ｘ） ．具体表达式略去．

４　 算　 　 例

４．１　 算例 １

方程为 Ｄα
ｘ１

ｘ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

１ ０
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ１

ｘ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， 初值

ｘ１

ｘ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

１
０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

这里考虑特殊情况 α ＝ １，其解析解为 ｘ１（ ｔ）＝ Ｅα，１（ ｔα），ｘ２（ ｔ）＝ ０．计算中时间分割为Ｎ ＝ １５
段．ｍ１ 和 ｍ２ 选取了 ７ 组值（具体见表 ４），所得结果与精确解进行对照．其中划线的结果表示所

得值与精确值的偏差比其他的相对较大．
表 ４　 ｘ１（ ｔ） 的精确解与精细积分解对照

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｅｃｉｓｅ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｃｏｍｐａｒｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｒｅｓｕｌｔｓ

ｍ１，ｍ２
ｔ

１ ４ ９ １３ １７

１０，１２ ２．７１８ ２８ １４８．４１８ ８ １０７．８３ ４４２ ８９６ ２．４１８ ７×１０７

１４，１４ ２．７１８ ２８ １４８．４１３ ８ １０３．０８ ４４２ ４１３ ２．４１５ ５×１０７

１５，１５ ２．７１８ ２８ １４８．４１３ ８ １０３．０８ ４４２ ４１３ ２．４１５ ５×１０７

１０，２０ ２．７１８ ２８ １４８．４３１ ８ １０８．０２ ４８９ ５１０ ２．９９５ ７６×１０７

１２，２４ ２．７１８ ２８ １４８．４１４ ８ １１５．０８ ４５５ ６６２ ２．４１５ ５×１０７

１５，３０ ２．７１８ ２８ １４８．４１３ ８ １０３．４１ ４４３ ４３２ ２．４７８ ４６×１０７

１５，１９ ２．７１８ ２８ １４８．４１３ ８ １０３．１８ ４４２ ４９７ ２．４１６ ７６×１０７

ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ２．７１８ ２８ １４８．４１３ ８ １０３．０８ ４４２ ４１３ ２．４１５ ５×１０７

　 　 从表 ４ 可以看出， ｍ１ ＝ １０，ｍ２ ＝ ２０ 和 ｍ１ ＝ １２，ｍ２ ＝ ２４ 时的部分结果有一定误差（分别为

２．９９％，１０．６％和 ２４．０２％），但其他组解的误差均较小（在 １％以内）．这说明合理选取 ｍ１ 和 ｍ２

的值将使得误差大大缩小，并趋向精确解．从而验证所提分数阶精细积分方法的有效性．
４．２　 算例 ２

分数阶齐次微分动力学方程如下［２９］：

　 　
Ｄ２ｘ（ ｔ） ＋ ａ３Ｄ３ ／ ２ｘ（ ｔ） ＋ ａ２Ｄｘ（ ｔ） ＋ ａ１Ｄ１ ／ ２ｘ（ ｔ） ＋ ａ０ｘ（ ｔ） ＝ ０，
ｘ（０） ＝ ｘ０， ｘ′（０） ＝ ｘ１，

{ （２４）

其中 Ｄｐ 为 Ｃａｐｕｔｏ 分数导数算子， ａ３ ＝ ０．５，ａ２ ＝ ０，ａ１ ＝ ０，ａ０ ＝ １，ｘ（０） ＝ ０，ｘ′（０） ＝ １．
方程可以转化为状态方程形式：
　 　 Ｄ１ ／ ２ｘ（ ｔ） ＝ Ａｘ（ ｔ）， （２５）

其中

　 　 Ａ ＝

０ １ ０ ０
０ ０ １ ０
０ ０ ０ １
－ １ ０ ０ － ０．５

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

， ｘ（ ｔ） ＝ ［ｘ１（ ｔ） ｘ２（ ｔ） ｘ３（ ｔ） ｘ４（ ｔ）］ Ｔ，

初值为 ｘ（０） ＝ ［０ ０ １ ０］ Ｔ ．
按解析解式（２）计算，截取项数 ｎ 分别取 ５５ 和 １３１，所得响应曲线见图 １．注意 α 较小且待

求解对应的时刻较大时，ＭＬ 函数展开式收敛较慢，故取 １３２ 项．
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图 １　 取不同项数时解析解的曲线

Ｆｉｇ． １　 Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｕｍｂｅｒｓ ｏｆ ｉｔｅｍｓ

运用分数阶精细积分法时，选取时间步长 η ＝ ０．５， 迭代次数 Ｎ ＝ １５，ｍ１ 和 ｍ２ 分别选取如

下 ３ 组值：１） ｍ１ ＝ ２０，ｍ２ ＝ ６０； ２） ｍ１ ＝ ３０，ｍ２ ＝ ９０； ３） ｍ１ ＝ ４０，ｍ２ ＝ １３０， 所得计算结果与

解析解曲线的对比见图 ２ 和图 ３．

图 ２　 精细积分法解与解析解的对比

Ｆｉｇ． ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ＰＩＭ ｗｉｔｈ ｔｈｏｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

图 ３　 精细积分法解 （ｍ１ ＝ ４０， ｍ２ ＝ １３０ 时）与解析解重合

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｔｈｅ ＰＩＭ （ｍ１ ＝ ４０， ｍ２ ＝ １３０） ｃｏｉｎｃｉｄｉｎｇ ｗｉｔｈ ｔｈａｔ ｏｆ ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

由图 ２ 和图 ３ 可知，精细积分法求得的解和准确解在一定时间段内完全吻合，但随着时间

ｔ 的增长，欲使计算结果的误差变小，需增大 ｍ１ 和 ｍ２ 的值．图 ３ 中精细积分法计算时取时间步
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长 η ＝ ０．５， 故所得曲线为折线．
４．３　 算例 ３

Ｂａｇｌｅｙ⁃Ｔｒｏｖｉｋ 动力学方程如下［３０⁃３１］：

　 　
Ａｙ″（ ｔ） ＋ ＢＤαｙ（ ｔ） ＋ Ｃｙ（ ｔ） ＝ ｆ（ ｔ），
ｙ（０） ＝ ０， ｙ′（０） ＝ ０，{ （２６）

其中， Ｄｐ 为 Ｃａｐｕｔｏ 分数导数算子，

　 　 α ＝ １．５， Ａ ＝ １， Ｂ ＝ ０．５， Ｃ ＝ ０．５， ｆ（ ｔ） ＝
８，　 　 ０ ≤ ｔ ≤ １，
０，　 　 ｔ ＞ １ ．{

方程可以转化为状态方程形式： Ｄ１ ／ ２ｙ（ ｔ） ＝ Ａｙ（ ｔ） ＋ ｕ（ ｔ）， 其中

　 　 Ａ ＝

０ １ ０ ０
０ ０ １ ０
０ ０ ０ １

－ ０．５ ０ ０ － ０．５

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

， ｘ（ ｔ） ＝ ［ｙ（ ｔ） Ｄ０．５ｙ（ ｔ） Ｄ１．０ｙ（ ｔ） Ｄ１．５ｙ（ ｔ）］ Ｔ，

初值为 ｘ（０） ＝ ［０ ０ ０ ０］ Ｔ ．非齐次项 ｕ（ ｔ） 为常数项，即 ｐ０ ＝ ［０ ０ ０ ８］ Ｔ，０≤ ｔ≤１，而

ｔ ＞ １ 后，方程转化为齐次方程．
对于 ０ ≤ ｔ ≤ １， 精细积分法计算时，使用式（２０）和（２２）计算非齐次方程的解；再利用式

（２）和（１３）计算齐次方程 （ ｔ ＞ １ 时）的解．注意在两个时间区段计算中， ｔ ＝ １ 时的状态变量应

保持连续．另外，选取时间步长 η ＝ ０．５， 迭代次数 Ｎ ＝ １５， 参数 ｍ１，ｍ２ 分别取 ４０ 和 １３０．

图 ４　 非齐次分数阶微分方程位移解与整数阶阻尼时的解对应曲线

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎ ａｎｄ
ｔｈａｔ ｏｆ ｔｈｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｉｎｔｅｇｒａｌ⁃ｏｒｄｅｒ ｄａｍｐｉｎｇ

图 ４ 和图 ５ 给出了 α ＝ １．５ 时的位移曲线和速度曲线．为与整数阶阻尼（即 α ＝ １） 的情形

对比，图 ４ 和图 ５ 中也给出相应的位移曲线和速度曲线（使用了 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法）．对比发现，
分数阶阻尼时的位移、速度曲线振动幅度均较整数阶阻尼时剧烈，即此时位移和速度的记忆性

较强［２６］ ．
图 ４ 中的位移曲线 （α ＝ １．５ 时）与文献［３０］中的曲线变化趋势类似，但本文的峰值相对

大一些，这是由采用的分数阶导数定义不同所致．文献［３０］中使用了便于数值计算的 ＲＬ 定

义，而本文采用的 Ｃａｐｕｔｏ 分数导数便于工程应用．
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图 ５　 非齐次分数阶微分方程速度解与整数阶阻尼时的解对应曲线

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎ ａｎｄ
ｔｈａｔ ｏｆ ｔｈｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｉｎｔｅｇｒａｌ⁃ｏｒｄｅｒ ｄａｍｐｉｎｇ

５　 结　 　 论

本文提出分数阶常微分方程的精细积分法，得到如下结论：
１） 针对分数阶常微分方程解析解中的 ＭＬ 函数不满足加法原理（而常规的指数函数满

足）这一特点，在迭代关系中加入修正项．
２） 对于解函数中含有小数指数的幂函数问题，引入 Ｘ ＝ Ａｔα 变量把多项式解函数转化为

整数多项式函数，从而便于应用含修正项的精细积分．
３） 与常规整数阶精细积分法对比，应用分数阶精细积分计算不同时刻的响应时，需根据

初始时刻的响应（即初值）推算待求时刻的响应．
４） 由于分数阶常微分问题解析解中的 ＭＬ 函数不满足加法原理，迭代计算式中存在修正

项而使计算量大增．分数阶微分问题的精细积分方法的计算量是普通整数阶精细积分法的 ｐ
倍，其中 ｐ 是多项式 Ｒ（Ｘ） 的次数．

５） 对于分数阶常微分方程，算例包含齐次和非齐次（其中非齐次项为分段常数项）两种

情况．算例结果显示， 合理选择 ｆ（Ｘ） 和 ｆ（２Ｘ） 对应的函数截断项数， 能够取得较好的计算结

果．本文方法在理论上能达到解析解的精度，还有无条件稳定、对时间步长不敏感等优势．
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