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摘要：　 基于复化 Ｓｉｍｐｓｏｎ 公式和复化两点 Ｇａｕｓｓ⁃Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 公式，构造了两个求解时间分布阶扩散

方程的高阶有限差分格式．不同于以往文献中提出的时间一阶或二阶格式，这两种格式在时间方向

都具有三阶精度，而在分布阶和空间方向可达到四阶精度．数值结果表明，两种算法都是稳定且收

敛的，从而是有效的．两种格式的收敛速率也通过数值实验进行了验证，并且通过和文献中的算法

对比可以得出其更为高效．
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引　 　 言

近年来，分数阶微分方程（ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎ，ＦＤＥ）因其非局部特性，在研究具

有历史记忆性的过程和具有遗传特性的材料方面得到了广泛的应用［１⁃３］ ．而分布阶 ＦＤＥ 作为

ＦＤＥ 的一种，最早是由 Ｃａｐｕｔｏ 在 ２０ 世纪 ６０ 年代提出的，用于模拟滞弹性介质中的应力⁃应变

行为［４］ ．不同于常数阶 ＦＤＥ 和多项 ＦＤＥ，分布阶 ＦＤＥ 是通过把 ＦＤＥ 中分数阶导数的阶在某个

给定区间上积分得到的，这类方程可以看作是前面提到的两类 ＦＤＥ 的推广．分布阶 ＦＤＥ 的典

型应用是模拟减速的次扩散过程［５⁃７］，在这类过程中，粒子束的均方位移关于时间以对数增长，
最终将形成超慢扩散．近年来，分布阶 ＦＤＥ 还被应用于控制和信号过程［８］、电介质感应和扩散

的模拟［９］以及识别系统［１０］等多个研究领域．
由于分布阶 ＦＤＥ 的广泛应用，方程的求解就成为一个重要问题．在大多数情况下，要求得

解析解非常困难，甚至是不可能的，因此，研究可靠而有效的数值解法就势在必行．数值求解分

布阶 ＦＤＥ 的相关研究目前还处于初始阶段，其中，有限差分法以其格式便于构造、编程方便等

优点成为采用较多的一种方法．Ｆｏｒｄ 等［１１］提出了一种求解时间分布阶扩散方程的隐式差分格

式．Ｇａｏ（高广花）等［１２］采用 Ｇｒüｎｗａｌｄ⁃Ｌｅｔｎｉｋｏｖ 公式，并应用外推技术提高近似精度，提出了两

种求解一维分布阶 ＦＤＥ 的差分格式；而在文献［１３］中，他们又采用加权⁃平移的 Ｇｒüｎｗａｌｄ⁃Ｌｅｔ⁃
ｎｉｋｏｖ 公式，得到了求解分布阶扩散方程的两种高阶差分格式，其收敛速率分别为 Ｏ（τ２ ＋ ｈ２ ＋
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Δβ２） 和 Ｏ（τ２ ＋ ｈ４ ＋ Δβ４），这里 τ，ｈ 和 Δβ 分别表示时间、空间和分布阶三个方向的步长．文献

［１４］提出了求解带有非线性源项的二维和三维时间分布阶波动方程的差分格式，并对解进行

了模拟．本文基于复化 Ｓｉｍｐｓｏｎ 公式和复化两点 Ｇａｕｓｓ⁃Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 公式，提出了求解一维时间分

布阶扩散方程的两种高阶差分格式．不同于以往文献中提出的时间一阶或二阶格式，本文提出

的格式在时间方向可达到三阶精度，而且在分布阶和空间方向都具有四阶精度．本文在第 ３ 节

中列出的数值结果表明，所提出的两种格式是稳定且收敛的，并且通过与文献［１３］和文献

［１１］中的算法对比，得出其更为高效．

１　 准 备 工 作

１．１　 数值积分

先介绍两个关键的数值积分公式：复化 Ｓｉｍｐｓｏｎ 公式和复化两点 Ｇａｕｓｓ⁃Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 公式．设 Ｊ
是正整数，

　 　 Δβ ＝ １ ／ Ｊ， βｌ ＝ ｌΔβ，　 　 ｌ ＝ ０，１，…，Ｊ；

　 　 βｌ ＋１ ／ ２ ＝ （βｌ ＋ βｌ ＋１） ／ ２， β（１）
ｌ ＝ βｌ ＋１ ／ ２ － Δβ ／ ２ ３ ， β（２）

ｌ ＝ βｌ ＋１ ／ ２ ＋ Δβ ／ ２ ３ ，
　 　 ｌ ＝ ０，１，…，Ｊ － １．

引理 １（复化 Ｓｉｍｐｓｏｎ 公式）　 设 ｈ（β） ∈ Ｃ４（［０，１］）， 有

　 　 ∫１
０
ｈ（β）ｄβ ＝ Δβ

６ ∑
Ｊ－１

ｌ ＝ ０
［ｈ（βｌ） ＋ ４ｈ（βｌ ＋１ ／ ２） ＋ ｈ（βｌ ＋１）］ － Δβ４

１８０
ｈ（４）（η），　 　 η ∈ （０，１） ．

　 　 引理 ２［１５］（复化两点 Ｇａｕｓｓ⁃Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 公式）　 设 ｈ（β） ∈ Ｃ４（［０，１］）， 有

　 　 ∫１
０
ｈ（β）ｄβ ＝ Δβ

２ ∑
Ｊ－１

ｌ ＝ ０
［ｈ（β（１）

ｌ ） ＋ ｈ（β（２）
ｌ ）］ ＋ Δβ４

２５ × １３５
ｈ（４）（η），　 　 η ∈ （０，１） ．

１．２　 时间离散

接下来考虑时间导数的离散．时间分布阶扩散方程的时间导数是 Ｃａｐｕｔｏ 型分数阶导数，为
了使构造的格式在时间方向达到三阶精度，本文采用一种离散左 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶导

数的加权⁃平移 Ｇｒüｎｗａｌｄ⁃Ｌｅｔｎｉｋｏｖ 公式［１６］离散时间导数．
下面叙述左 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶导数的定义以及它和 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数的关系．设 β

∈ （ｎ － １，ｎ）， 对于 ｔ ∈ Ｒ， 函数 ｕ（ ｔ） 的 β 阶左 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 导数定义为

　 　 ＲＬ
－∞ Ｄβ

ｔ ｕ（ ｔ） ＝ １
Γ（ｎ － β）

ｄｎ

ｄｔｎ∫
ｔ

－∞
（ ｔ － ξ） ｎ－β －１ｕ（ξ）ｄξ ．

特别地，若 ｔ ∈ （０，Ｔ］， 有

　 　 ＲＬ
　 ０Ｄβ

ｔ ｕ（ ｔ） ＝ １
Γ（ｎ － β）

ｄｎ

ｄｔｎ∫
ｔ

０
（ ｔ － ξ） ｎ－β －１ｕ（ξ）ｄξ ．

若 β ∈ （０，１）， Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数和左 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶导数有下列关系［１］：

　 　 ＲＬ
　 ０Ｄβ

ｔ ｕ（ ｔ） ＝ Ｃ
０Ｄβ

ｔ ｕ（ ｔ） ＋ ｕ（０） ｔ －β

Γ（１ － β）
．

设 ｆ　 （ω） ＝ ∫＋∞

－∞
ｅｉωｔ ｆ（ ｔ）ｄｔ 是 ｆ（ ｔ） 的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换，记

　 　 Ｃ ｎ＋β（Ｒ） ＝ ｆ ｆ ∈ Ｌ１（Ｒ）， ∫＋∞

－∞
（１ ＋ ω ） ｎ＋β ｆ　 （ω） ｄω ＜ ＋ ∞{ } ．

设 ｆ ∈ Ｃ ３＋β（Ｒ）， 对于 ｔ ∈ Ｒ， 有三阶近似精度的加权⁃平移 Ｇｒüｎｗａｌｄ⁃Ｌｅｔｎｉｋｏｖ 公式［１６］
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　 　 λ １Ａβ
τ，０ ｆ（ ｔ） ＋ λ ２Ａβ

τ，－１ ｆ（ ｔ） ＋ λ ３Ａβ
τ，－２ ｆ（ ｔ） ＝ ＲＬ

－∞ Ｄβ
ｔ ｆ（ ｔ） ＋ Ｏ（τ ３），

其中

　 　 λ １ ＝ ２４ ＋ １７β ＋ ３β ２

２４
， λ ２ ＝ － １１β ＋ ３β ２

１２
， λ ３ ＝ ５β ＋ ３β ２

２４
，

　 　 Ａβ
τ，ｐ ｆ（ ｔ） ＝ τ －β∑

∞

ｋ ＝ ０
ｇ（β）
ｋ ｆ（ ｔ － （ｋ － ｐ）τ），　 　 ｐ ∈ Ｚ，

系数

　 　 ｇ（β）
ｋ ＝ （ － １） ｋ β

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ Γ（ｋ － β）

Γ（ － β）Γ（ｋ ＋ １）
，　 　 ｋ ＝ １，２，…，

且有如下递推关系：

　 　 ｇ（β）
０ ＝ １， ｇ（β）

ｋ ＝ １ － β ＋ １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｇ（β）

ｋ－１，　 　 ｋ ＝ １，２，…，

若 β ＝ ０， 规定 ｇ（β）
０ ＝ １，ｇ（β）

ｋ ＝ ０（ｋ ≥ １） ．

若 ｆ ∈ Ｃ（［０，Ｔ］）， 可先考虑定义在 Ｒ 上的函数 ｆ　 （ ｔ） 如下：

　 　 ｆ　 （ ｔ） ＝

０， ｔ ＜ ０，
ｆ（ ｔ）， ０ ≤ ｔ ≤ Ｔ，
ｇ（ ｔ）， Ｔ ＜ ｔ ＜ ２Ｔ，
０， ｔ ≥ ２Ｔ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

其中 ｇ（ ｔ） 是光滑函数，且满足条件 ｇ（ｋ）（Ｔ） ＝ ｆ（ｋ）（Ｔ），ｇ（ｋ）（２Ｔ） ＝ ０，ｋ ＝ ０，１，…，４．假定 ｆ　 ∈
Ｃ ３＋β（Ｒ）， 对于任意的 ｔ ∈ ［０，Ｔ］， 有

　 　 ＲＬ
　 ０Ｄβ

ｔ ｆ（ ｔ） ＝ＲＬ
－∞ Ｄβ

ｔ ｆ
　 （ ｔ） ＝

　 　 　 　 λ １Ａβ
τ，０ ｆ

　 （ ｔ） ＋ λ ２Ａβ
τ，－１ ｆ

　 （ ｔ） ＋ λ ３Ａβ
τ，－２ ｆ

　 （ ｔ） ＋ Ｏ（τ ３） ＝

　 　 　 　 τ －β [λ １∑
＋∞

ｋ ＝ ０
ｇ（β）
ｋ ｆ　 （ ｔ － ｋτ） ＋ λ ２∑

＋∞

ｋ ＝ ０
ｇ（β）
ｋ ｆ　 （ ｔ － （ｋ ＋ １）τ） ＋

　 　 　 　 λ ３∑
＋∞

ｋ ＝ ０
ｇ（β）
ｋ ｆ　 （ ｔ － （ｋ ＋ ２）τ） ] ＋ Ｏ（τ ３） ＝

　 　 　 　 τ －β [λ １∑
［ ｔ ／ τ］

ｋ ＝ ０
ｇ（β）
ｋ ｆ　 （ ｔ － ｋτ） ＋ λ ２ ∑

［ ｔ ／ τ］ －１

ｋ ＝ ０
ｇ（β）
ｋ ｆ　 （ ｔ － （ｋ ＋ １）τ） ＋

　 　 　 　 λ ３ ∑
［ ｔ ／ τ］ －２

ｋ ＝ ０
ｇ（β）
ｋ ｆ　 （ ｔ － （ｋ ＋ ２）τ） ] ＋ Ｏ（τ ３） ＝

　 　 　 　 τ －β [λ １∑
［ ｔ ／ τ］

ｋ ＝ ０
ｇ（β）
ｋ ｆ（ ｔ － ｋτ） ＋ λ ２ ∑

［ ｔ ／ τ］ －１

ｋ ＝ ０
ｇ（β）
ｋ ｆ（ ｔ － （ｋ ＋ １）τ） ＋

　 　 　 　 λ ３ ∑
［ ｔ ／ τ］ －２

ｋ ＝ ０
ｇ（β）
ｋ ｆ（ ｔ － （ｋ ＋ ２）τ） ] ＋ Ｏ（τ ３） ． （１）

１．３　 空间离散

设 Ｍ 是一个正整数，ｈ ＝ Ｌ ／ Ｍ 是空间步长， Ωｈ ＝ { ｘｉ ｜ ｘｉ ＝ ｉｈ，０ ≤ ｉ ≤ Ｍ } 是空间网格点．

ｕ ＝ { ｕｉ ｜ ０ ≤ ｉ ≤ Ｍ } 表示定义在 Ωｈ 上的网格函数，定义记号：

　 　 δ ２
ｘｕｉ ＝

１
ｈ２（ｕｉ ＋１ － ２ｕｉ ＋ ｕｉ －１）， Ｈｕｉ ＝

１
１２

（ｕｉ －１ ＋ １０ｕｉ ＋ ｕｉ ＋１）， １ ≤ ｉ ≤ Ｍ － １，

ｕｉ， ｉ ＝ ０ ｏｒ Ｍ ．

ì

î

í

ïï

ïï
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关于空间二阶导数离散，有以下结论：
设函数 ｕ（ｘ） ∈ Ｃ６（［ｘｉ －１，ｘｉ ＋１］），ｘｉ ＋１ ＝ ｘｉ ＋ ｈ，ｘｉ －１ ＝ ｘｉ － ｈ， 且 ζ（ ｓ） ＝ （１ － ｓ） ３［５ － ３（１ －

ｓ） ２］， 那么有［１７］

　 　
ｕ″（ｘｉ ＋１） ＋ １０ｕ″（ｘｉ） ＋ ｕ″（ｘｉ －１）

１２
＝
ｕ（ｘｉ ＋１） － ２ｕ（ｘｉ） ＋ ｕ（ｘｉ －１）

ｈ２
＋

　 　 　 　 ｈ４

３６０ ∫
１

０
［ｕ（６）（ｘｉ － ｓｈ） ＋ ｕ（６）（ｘｉ ＋ ｓｈ）］ζ（ ｓ）ｄｓ ．

２　 高阶格式的构造

考虑时间分布阶扩散方程及其初始和边界条件如下：

　 　 ∫１
０
ｐ（β） Ｃ

０Ｄβ
ｔ ｕ（ｘ，ｔ）ｄβ ＝ ∂２ｕ（ｘ，ｔ）

∂ｘ２
＋ Ｇ（ｘ，ｔ），　 　 ｘ ∈ Ω， ｔ ∈ （０，Ｔ］， （２）

　 　 ｕ（ｘ，０） ＝ ０，　 　 ｘ ∈ Ω， （３）
　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ φ（ｘ，ｔ），　 　 ｘ ∈ ∂Ω， ｔ ∈ ［０，Ｔ］， （４）

其中 Ω ＝ （０，Ｌ），∂Ω 是 Ω 的边界， Ｇ（ｘ，ｔ） 是源项．方程（２）中的分数阶导数是 Ｃａｐｕｔｏ 型的，即

　 　 Ｃ
０Ｄβ

ｔ ｕ（ｘ，ｔ） ＝
１

Γ（１ － β） ∫
ｔ

０
（ ｔ － ξ） －β ∂ｕ

∂ξ
（ｘ，ξ）ｄξ， ０ ≤ β ＜ １，

ｕｔ（ｘ，ｔ）， β ＝ １ ．

ì

î

í

ïï

ïï

不失一般性，假定 ｕ（ｘ，０） ＝ ０．若 ｕ（ｘ，０） ＝ ψ（ｘ） ≠ ０， 可令 ｖ（ｘ，ｔ） ＝ ｕ（ｘ，ｔ） － ψ（ｘ）， 然后考虑

关于函数 ｖ（ｘ，ｔ） 的问题（２） ～ （４）即可．
接下来，在点 （ｘｉ，ｔｎ） 处考虑方程（２），有

　 　 ∫１
０
ｐ（β） Ｃ

０Ｄβ
ｔ ｕ（ｘｉ，ｔｎ）ｄβ ＝

∂２ｕ（ｘｉ，ｔｎ）
∂ｘ２

＋ Ｇ（ｘｉ，ｔｎ） ． （５）

由 Ｃａｐｕｔｏ 导数和左 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 导数的关系及等式（１），整理可得方程（５）中时间导数的

如下离散格式［１８］：

　 　 Ｃ
０Ｄβ

ｔ ｕ（ｘｉ，ｔｎ） ＝ＲＬ
　 ０Ｄβ

ｔ ｕ（ｘｉ，ｔｎ） ＝ τ －β∑
ｎ

ｋ ＝ ０
ω （β）

ｋ ｕ（ｘｉ，ｔｎ－ｋ） ＋ Ｏ（τ ３）， （６）

其中

　 　 ω （β）
ｋ ＝

λ １ｇ（β）
０ ， ｋ ＝ ０，

λ １ｇ（β）
１ ＋ λ ２ｇ（β）

０ ， ｋ ＝ １，

λ １ｇ（β）
ｋ ＋ λ ２ｇ（β）

ｋ－１ ＋ λ ３ｇ（β）
ｋ－２， ｋ ≥ ２ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

记 Ｕｎ
ｉ ＝ ｕ（ｘｉ，ｔｎ），Ｇｎ

ｉ ＝ Ｇ（ｘｉ，ｔｎ）， 基于引理 １ 和引理 ２，方程（５）分别可写为如下两种形式：

　 　 Δβ
６ ∑

Ｊ－１

ｌ ＝ ０
［ｐ（β ｌ） Ｃ

０Ｄβ ｌ
ｔ Ｕｎ

ｉ ＋ ４ｐ（β ｌ ＋１ ／ ２） Ｃ
０Ｄβ ｌ＋１ ／ ２

ｔ Ｕｎ
ｉ ＋ ｐ（β ｌ ＋１） Ｃ

０Ｄβ ｌ＋１
ｔ Ｕｎ

ｉ ］ ＋ Ｏ（Δβ ４） ＝

　 　 　 　 ∂２

∂ｘ２ Ｕ
ｎ
ｉ ＋ Ｇｎ

ｉ ， （７）

　 　 Δβ
２ ∑

Ｊ－１

ｌ ＝ ０
［ｐ（β （１）

ｌ ） Ｃ
０Ｄβ（１）ｌ

ｔ Ｕｎ
ｉ ＋ ｐ（β （２）

ｌ ） Ｃ
０Ｄβ（２）ｌ

ｔ Ｕｎ
ｉ ］ ＋ Ｏ（Δβ ４） ＝ ∂２

∂ｘ２ Ｕ
ｎ
ｉ ＋ Ｇｎ

ｉ ． （８）

由式（６），方程（７）等价于
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　 　 Δβ
６ ∑

Ｊ－１

ｌ ＝ ０
[ ｐ（β ｌ）τ

－β ｌ∑
ｎ

ｋ ＝ ０
ω （β ｌ）

ｋ Ｕｎ－ｋ
ｉ ＋ ４ｐ（β ｌ ＋１ ／ ２）τ

－β ｌ＋１ ／ ２∑
ｎ

ｋ ＝ ０
ω （β ｌ＋１ ／ ２）

ｋ Ｕｎ－ｋ
ｉ ＋

　 　 　 　 ｐ（β ｌ ＋１）τ
－β ｌ＋１∑

ｎ

ｋ ＝ ０
ω （β ｌ＋１）

ｋ Ｕｎ－ｋ
ｉ ] ＋ Ｏ（Δβ ４ ＋ τ ３） ＝ ∂２

∂ｘ２ Ｕ
ｎ
ｉ ＋ Ｇｎ

ｉ ， （９）

方程（８）等价于

　 　 Δβ
２ ∑

Ｊ－１

ｌ ＝ ０
[ ｐ（β （１）

ｌ ）τ －β（１）ｌ ∑
ｎ

ｋ ＝ ０
ω （β（１）ｌ ）

ｋ Ｕｎ－ｋ
ｉ ＋ ｐ（β （２）

ｌ ）τ －β（２）ｌ ∑
ｎ

ｋ ＝ ０
ω （β（２）ｌ ）

ｋ Ｕｎ－ｋ
ｉ ] ＋

　 　 　 　 Ｏ（Δβ ４ ＋ τ ３） ＝ ∂２

∂ｘ２ Ｕ
ｎ
ｉ ＋ Ｇｎ

ｉ ． （１０）

为书写简便起见，引入记号

　 　 ｓｋ，ｌ ＝ ｐ（β ｌ）τ
－β ｌω （β ｌ）

ｋ ， ｓ（１）ｋ，ｌ ＝ ｐ（β （１）
ｌ ）τ －β（１）ｌ ω （β（１）ｌ ）

ｋ ， ｓ（２）ｋ，ｌ ＝ ｐ（β （２）
ｌ ）τ －β（２）ｌ ω （β（２）ｌ ）

ｋ ．
接下来用算子 Ｈ 作用方程（９）和（１０）两端，分别可得

　 　 Ｈ Δβ
６ ∑

Ｊ－１

ｌ ＝ ０
∑

ｎ

ｋ ＝ ０
ｓｋ，ｌＵｎ－ｋ

ｉ ＋ ２Δβ
３ ∑

Ｊ－１

ｌ ＝ ０
∑

ｎ

ｋ ＝ ０
ｓｋ，ｌ ＋１ ／ ２Ｕｎ－ｋ

ｉ ＋ Δβ
６ ∑

Ｊ－１

ｌ ＝ ０
∑

ｎ

ｋ ＝ ０
ｓｋ，ｌ ＋１Ｕｎ－ｋ

ｉ
é

ë
êê

ù

û
úú ＋

　 　 　 　 Ｏ（Δβ ４ ＋ τ ３ ＋ ｈ４） ＝ δ ２
ｘＵｎ

ｉ ＋ ＨＧｎ
ｉ ， （１１）

　 　 Ｈ Δβ
２ ∑

Ｊ－１

ｌ ＝ ０
∑

ｎ

ｋ ＝ ０
ｓ（１）ｋ，ｌ Ｕｎ－ｋ

ｉ ＋ Δβ
２ ∑

Ｊ－１

ｌ ＝ ０
∑

ｎ

ｋ ＝ ０
ｓ（２）ｋ，ｌ Ｕｎ－ｋ

ｉ
é

ë
êê

ù

û
úú ＋ Ｏ（Δβ ４ ＋ τ ３ ＋ ｈ４） ＝ δ ２

ｘＵｎ
ｉ ＋ ＨＧｎ

ｉ ． （１２）

在式（１１）和（１２）中去掉高阶项，并用 ｕ（ｘｉ，ｔｎ） 的近似值 ｕｎ
ｉ 代替 Ｕｎ

ｉ ， 得到方程（２）的两个近似

方程，截断误差均为 Ｏ（τ ３ ＋ ｈ４ ＋ Δβ ４）， 它们是基于不同的数值积分公式得到的，即复化 Ｓｉｍｐ⁃
ｓｏｎ 公式和复化两点 Ｇａｕｓｓ⁃Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 公式．结合初始条件和边界条件，可得问题（２） ～ （４）的两

个高阶差分格式，格式的收敛速率为 Ｏ（τ ３ ＋ ｈ４ ＋ Δβ ４）， 本文将在下一节通过数值算例进行验

证．下面把这两个格式写成便于计算的形式，即把第 ｎ 时间层的待求函数值放在等号的左边，
之前的各层函数值和已知量放在等号的右边，得到

　 　 Ｈ Δβ
６ ∑

Ｊ－１

ｌ ＝ ０
ｓ０，ｌｕｎ

ｉ ＋ ２Δβ
３ ∑

Ｊ－１

ｌ ＝ ０
ｓ０，ｌ ＋１ ／ ２ｕｎ

ｉ ＋ Δβ
６ ∑

Ｊ－１

ｌ ＝ ０
ｓ０，ｌ ＋１ｕｎ

ｉ
é

ë
êê

ù

û
úú － δ ２

ｘｕｎ
ｉ ＝

　 　 　 　 － Ｈ Δβ
６ ∑

Ｊ－１

ｌ ＝ ０
∑

ｎ

ｋ ＝ １
ｓｋ，ｌｕｎ－ｋ

ｉ ＋ ２Δβ
３ ∑

Ｊ－１

ｌ ＝ ０
∑

ｎ

ｋ ＝ １
ｓｋ，ｌ ＋１ ／ ２ｕｎ－ｋ

ｉ ＋ Δβ
６ ∑

Ｊ－１

ｌ ＝ ０
∑

ｎ

ｋ ＝ １
ｓｋ，ｌ ＋１ｕｎ－ｋ

ｉ
é

ë
êê

ù

û
úú ＋ ＨＧｎ

ｉ ，

（１３）
　 　 ｕ０

ｉ ＝ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｍ － １， （１４）
　 　 ｕｎ

ｉ ＝ φ（ｘｉ，ｔｎ），　 　 ｉ ＝ ０，Ｍ， ｎ ＝ ０，１，…，Ｎ， （１５）
以及

　 　 Ｈ Δβ
２ ∑

Ｊ－１

ｌ ＝ ０
ｓ（１）０，ｌ ｕｎ

ｉ ＋ Δβ
２ ∑

Ｊ－１

ｌ ＝ ０
ｓ（２）０，ｌ ｕｎ

ｉ
é

ë
êê

ù

û
úú － δ ２

ｘｕｎ
ｉ ＝

　 　 　 　 － Ｈ Δβ
２ ∑

Ｊ－１

ｌ ＝ ０
∑

ｎ

ｋ ＝ １
ｓ（１）ｋ，ｌ ｕｎ－ｋ

ｉ ＋ Δβ
２ ∑

Ｊ－１

ｌ ＝ ０
∑

ｎ

ｋ ＝ １
ｓ（２）ｋ，ｌ ｕｎ－ｋ

ｉ
é

ë
êê

ù

û
úú ＋ ＨＧｎ

ｉ ， （１６）

　 　 ｕ０
ｉ ＝ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｍ － １， （１７）

　 　 ｕｎ
ｉ ＝ φ（ｘｉ，ｔｎ），　 　 ｉ ＝ ０，Ｍ， ｎ ＝ ０，１，…，Ｎ ． （１８）

３　 数 值 实 验

为了验证本文所提出的两种差分格式的稳定性、收敛性，计算下面的例子．在以下算例中，
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采用 Ｌ∞ 范数表示误差，即 Ｅ（τ，ｈ，Δβ） ＝ ｍａｘ
０≤ｎ≤Ｎ

‖Ｕｎ － ｕｎ‖∞ ， 三个方向的收敛速率通过下面的

公式计算：

　 　 Ｒτ ＝
ｌｇ（Ｅ（τ １，ｈ，Δβ） ／ Ｅ（τ ２，ｈ，Δβ））

ｌｇ（τ １ ／ τ ２）
， Ｒｈ ＝

ｌｇ（Ｅ（τ，ｈ１，Δβ） ／ Ｅ（τ，ｈ２，Δβ））
ｌｇ（ｈ１ ／ ｈ２）

，

　 　 ＲΔβ ＝
ｌｇ（Ｅ（τ，ｈ，Δβ １） ／ Ｅ（τ，ｈ，Δβ ２））

ｌｇ（Δβ １ ／ Δβ ２）
．

例 １　 在初边值问题（２） ～ （４）中取 Ｌ ＝ π，Ｔ ＝ ０．５，ｐ（β） ＝ Γ（４ － β），Ｇ（ｘ，ｔ） ＝ ８［６（ ｔ３ －
ｔ２） ／ ｌｎ ｔ ＋ ｔ３］ｓｉｎ ｘ ．精确解为 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ８ｔ３ｓｉｎ ｘ ．

图 １ 和图 ２ 分别给出了应用格式（１３） ～ （１５）和（１６） ～ （１８）计算例 １ 的逐点绝对误差曲

线，这些曲线直观地表明了两种算法的收敛性．

（ａ） ｔ ＝ ０．２ （ｂ） ｔ ＝ ０．４
图 １　 基于离散格式（１３） ～ （１５）的数值解在 ｔ ＝ ０．２ 和 ０．４ 时刻的绝对误差

Ｆｉｇ． １　 Ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｔ ｔ ＝ ０．２ ａｎｄ ０．４ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｓｃｈｅｍｅｓ （１３） ～ （１５）

（ａ） ｔ ＝ ０．２ （ｂ） ｔ ＝ ０．４
图 ２　 基于离散格式（１６） ～ （１８）的数值解在 ｔ ＝ ０．２ 和 ０．４ 时刻的绝对误差

Ｆｉｇ． ２　 Ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｔ ｔ ＝ ０．２ ａｎｄ ０．４ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｓｃｈｅｍｅｓ （１６） ～ （１８）

下面验证两种算法在各个方向的收敛速率．首先考虑时间方向．为此，固定足够小的空间

步长和分布阶步长，令时间步长依次减半，使得计算误差的变化主要由时间步长的变化产生．
从表 １ 的计算结果可以看出，格式（１３） ～ （１５）和格式（１６） ～ （１８）是稳定的、收敛的，在时间方

向具有三阶收敛速率，这和预期的结果是一致的．而且，当三个方向的步长分别相等时，即计算
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网格相同时，格式（１３） ～ （１５）和格式（１６） ～ （１８）的误差也基本相同，但是格式（１６） ～ （１８）耗
时更少，效率更高．

表 １　 格式（１３） ～ （１５）和格式（１６） ～ （１８）在 ｔ ＝ ０．５ 时刻的误差和时间方向的收敛速率以及计算时长

Ｔａｂｌｅ １　 Ｅｒｒｏｒｓ， ｔｅｍｐｏｒａｌ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒａｔｅｓ ａｎｄ ｔｉｍｅ ｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎｓ ｏｆ
ｓｃｈｅｍｅｓ （１３） ～ （１５） ａｎｄ （１６） ～ （１８） ａｔ ｔ ＝ ０．５

τ

ｓｃｈｅｍｅｓ （１３） ～ （１５）
（ｈ ＝ π ／ １００， Δβ ＝ １ ／ １００）

Ｅ（τ，ｈ，Δβ） Ｒτ ＣＰＵ ｔｉｍｅ Ｔ ／ ｓ

ｓｃｈｅｍｅｓ （１６） ～ （１８）
（ｈ ＝ π ／ １００， Δβ ＝ １ ／ １００）

Ｅ（τ，ｈ，Δβ） Ｒτ ＣＰＵ ｔｉｍｅ Ｔ ／ ｓ

１ ／ ４０ ９．８７９ ０Ｅ－５ － ０．２２１ ７ ９．８７９ ０Ｅ－５ － ０．１７１ ０

１ ／ ８０ １．３８２ ７Ｅ－５ ２．８３６ ９ ０．９６５ ３ １．３８２ ７Ｅ－５ ２．８３６ ９ ０．６５０ ３

１ ／ １６０ １．８８４ ６Ｅ－６ ２．８７５ ２ ３．５５３ ９ １．８８４ ６Ｅ－６ ２．８７５ ２ ２．４５６ ３

１ ／ ３２０ ２．５１６ ７Ｅ－７ ２．９０４ ７ １４．５８５ ０ ２．５１６ ７Ｅ－７ ２．９０４ ７ ９．９３３ ８

１ ／ ６４０ ３．３０９ ９Ｅ－８ ２．９２６ ７ ５８．３９８ ３ ３．３０９ ９Ｅ－８ ２．９２６ ７ ４０．３７９ ６

１ ／ １２８ ０ ４．３０４ １Ｅ－９ ２．９４３ ０ ２３１．４５３ ２ ４．３０４ １Ｅ－９ ２．９４３ ０ １６０．８６３ ９

　 　 然后，验证空间方向的收敛速率．此处固定足够小的时间步长和分布阶步长，让空间步长

依次减半，使计算误差的变化主要由空间步长的变化造成．从表 ２ 所列的结果可以看出，两个

格式都是稳定的、收敛的，在空间方向都具有四阶收敛速率，这和预期的结果一致．而且，当剖

分的网格相同时，格式（１６） ～ （１８）更省时间，剖分越细，耗时的差异越明显．
表 ２　 格式（１３） ～ （１５）和格式（１６） ～ （１８）在 ｔ ＝ ０．５ 时刻的误差和空间方向的收敛速率以及计算时长

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｅｒｒｏｒｓ， ｓｐａｔｉａｌ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒａｔｅｓ ａｎｄ ｔｉｍｅ ｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎｓ ｏｆ
ｓｃｈｅｍｅｓ （１３） ～ （１５） ａｎｄ （１６） ～ （１８） ａｔ ｔ ＝ ０．５

ｈ

ｓｃｈｅｍｅｓ （１３） ～ （１５）
（τ ＝ １ ／ ５ ０００，Δβ ＝ １ ／ ５０）

Ｅ（τ，ｈ，Δβ） Ｒｈ ＣＰＵ ｔｉｍｅ Ｔ ／ ｓ

ｓｃｈｅｍｅｓ （１６） ～ （１８）
（τ ＝ １ ／ ５ ０００，Δβ ＝ １ ／ ５０）

Ｅ（τ，ｈ，Δβ） Ｒｈ ＣＰＵ ｔｉｍｅ Ｔ ／ ｓ

π ／ ４ １．５５２ ０Ｅ－４ － １０４．４９４ ３ １．５５２ ０Ｅ－４ － ８８．５８１ ８

π ／ ８ ９．５３４ ９Ｅ－６ ４．０２４ ８ １７６．５９２ ８ ９．５３４ ９Ｅ－６ ４．０２４ ８ １４３．６４３ ０

π ／ １６ ５．９３２ ２Ｅ－７ ４．００６ ６ ３２３．５７４ ６ ５．９３３ ０Ｅ－７ ４．００６ ４ ２３８．５６４ ９

π ／ ３２ ３．７０１ ６Ｅ－８ ４．００２ ３ ６１３．６０４ ８ ３．７０８ ８Ｅ－８ ３．９９９ ７ ４３０．３５９ ３

π ／ ６４ ２．２９４ ５Ｅ－９ ４．０１１ ９ １ １８２．６ ２．３６６ ９Ｅ－９ ３．９６９ ９ ８１１．０５５ ８

表 ３　 格式（１３） ～ （１５）、（１６） ～ （１８）和格式（３．３０） ～ （３．３２） ［１３］在 ｔ ＝ ０．５ 时刻关于误差以及分布阶收敛速率的比较

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓ ｏｆ ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒａｔｅｓ ｉｎ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｏｒｄｅｒｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｗｉｔｈ

ｓｃｈｅｍｅｓ （１３） ～ （１５）， （１６） ～ （１８） ａｎｄ （３．３０） ～ （３．３２） ［１３］ ａｔ ｔ ＝ ０．５

Δβ

ｓｃｈｅｍｅｓ （１３） ～ （１５）
（τ ＝ １ ／ ５ ０００， ｈ ＝ π ／ １００）

Ｅ（τ，ｈ，Δβ） ＲΔβ

ｓｃｈｅｍｅｓ （１６） ～ （１８）
（τ ＝ １ ／ ５ ０００， ｈ ＝ π ／ １００）

Ｅ（τ，ｈ，Δβ） ＲΔβ

ｓｃｈｅｍｅｓ （３．３０） ～ （３．３２）
（τ ＝ １ ／ ２０ ０００， ｈ ＝ π ／ ２００）

Ｅ（τ，ｈ，Δβ） ＲΔβ

１ ／ ２ １．９４９ ２Ｅ－５ － １．２９７ ７Ｅ－５ － ２．９６０ １Ｅ－４ －

１ ／ ４ １．２３５ ５Ｅ－６ ３．９７９ ７ ８．２３６ ２Ｅ－７ ３．９７７ ８ １．９４９ １Ｅ－５ ３．９２４ ８

１ ／ ８ ７．７３８ ０Ｅ－８ ３．９９７ ０ ５．１７９ ７Ｅ－８ ３．９９１ ０ １．２３４ ２Ｅ－６ ３．９８１ １

１ ／ １６ ４．７２６ １Ｅ－９ ４．０３３ ２ ３．３７３ ０Ｅ－９ ３．９４０ ８ ７．６０８ ９Ｅ－８ ４．０１９ ８

　 　 接下来验证分布阶的收敛速率．类似前面的方法，固定充分小的时间步长和空间步长，让
Δβ 依次减半，计算误差和收敛速率，同时，列出文献［１３］中相应的数值结果做对比．表 ３ 的数

据表明，格式（１３） ～ （１５）、格式（１６） ～ （１８）和文献［１３］中格式（３．３０） ～ （３．３２）关于分布阶的

收敛速率都大致等于 ４，但是格式（１３） ～ （１５）和（１６） ～ （１８）在较粗的网格上产生的数值误差
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反而更小，因此效率更高．
下面选取文献［１１］中的例 ２ 做测试，并把本文两个格式的计算结果与文献［１１］中的结果

做对比．
例 ２　 在初边值问题（２） ～ （４）中取

　 　 Ｌ ＝ １， Ｔ ＝ １， ｐ（β） ＝ Γ（５ ／ ２ － β），

　 　 Ｇ（ｘ，ｔ） ＝ ｔ （ｘ － １） ２

４ｌｎ ｔ
（３ π （ ｔ － １）（ｘ － １） ２ｘ２ － ８ｔ（５ｘ（３ｘ － ２） ＋ １）ｌｎ ｔ） ．

精确解为 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｘ２（１ － ｘ） ４ ｔ３ ／ ２ ．
在计算例 ２ 时，取优化的步长比例，即在数值上取 Δβ ＝ ｈ，τ ＝ ｈ４ ／ ３ ．表 ４ 的数值结果表明，

本文两个格式的收敛速率为 Ｏ（τ ３ ＋ ｈ４ ＋ Δβ ４） ．另外，与文献［１１］的算法在优化步长比例下

（Δβ ＝ ｈ，τ ＝ ｈ２） 的计算结果做对比可以看出，本文算法的误差更小，精度更高．
表 ４　 在优化的步长比例下格式（１３） ～ （１５）、（１６） ～ （１８）和文献［１１］中格式在 ｔ ＝ １ 时刻关于误差和收敛速率的比较

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓ ｏｆ ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒａｔｅｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ｓｃｈｅｍｅｓ （１３） ～ （１５）， （１６） ～ （１８） ａｎｄ
ｓｃｈｅｍｅｓ ｉｎ ｒｅｆ． ［１１］ ｗｉｔｈ ａｎ ｏｐｔｉｍａｌ ｓｔｅｐ ｓｉｚｅ ｒａｔｉｏ ｆｏｒ τ， ｈ ａｎｄ Δβ ａｔ ｔ ＝ １

ｈ
ｓｃｈｅｍｅｓ （１３） ～ （１５）

Ｅ（τ，ｈ，Δβ） Ｒｈ

ｓｃｈｅｍｅｓ （１６） ～ （１８）

Ｅ（τ，ｈ，Δβ） Ｒｈ

ｓｃｈｅｍｅｓ ｉｎ ｒｅｆ． ［１１］

Ｅ（τ，ｈ，Δβ） Ｒｈ

１ ／ ２ ０．０１４ ３ － ０．０１４ ３ － ８．４０Ｅ－３ －

１ ／ ４ ０．００１ ２ ３．５７４ ９ ０．００１ ２ ３．５７４ ９ ２．４５Ｅ－３ １．７８

１ ／ ８ ７．２５１ ２Ｅ－５ ４．０４８ ７ ７．２５１ ２Ｅ－５ ４．０４８ ７ ６．３６Ｅ－４ １．９５

１ ／ １６ ４．９５６ ４Ｅ－６ ３．８７０ ９ ４．９５６ ４Ｅ－６ ３．８７０ ９ １．６２Ｅ－４ １．９８

表 ５　 在优化的步长比例下格式（１３） ～ （１５）、（１６） ～ （１８）在 ｔ ＝ １０ 时刻的误差和收敛速率以及计算时长

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｅｒｒｏｒｓ， ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒａｔｅｓ ａｎｄ ｔｉｍｅ ｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎｓ ｏｆ ｓｃｈｅｍｅｓ （１３） ～ （１５） ａｎｄ （１６） ～ （１８）
ｗｉｔｈ ａｎ ｏｐｔｉｍａｌ ｓｔｅｐ ｓｉｚｅ ｒａｔｉｏ ｆｏｒ τ， ｈ ａｎｄ Δβ ａｔ ｔ ＝ １０

ｈ
ｓｃｈｅｍｅｓ （１３） ～ （１５）

Ｅ（τ，ｈ，Δβ） Ｒｈ ＣＰＵ ｔｉｍｅ Ｔ ／ ｓ

ｓｃｈｅｍｅｓ （１６） ～ （１８）

Ｅ（τ，ｈ，Δβ） Ｒｈ ＣＰＵ ｔｉｍｅ Ｔ ／ ｓ

１ ／ ４ ０．０４３ ４ － ０．１４９ ３ ０．０４３ ４ － ０．０５３ １

１ ／ ８ ０．００２ ７ ４．００６ ７ ０．１８６ ４ ０．００２ ７ ４．００６ ７ ０．１７５ ２

１ ／ １６ １．７１５ １Ｅ－４ ３．９７６ ６ １．５３０ ７ １．７１５ ０Ｅ－４ ３．９７６ ７ １．１６１ ０

１ ／ ３２ １．０７１ １Ｅ－５ ４．００１ １ ６４．１９８ ９ １．０７１ １Ｅ－５ ４．００１ ０ ４５．０６８ ７

表 ６　 在优化的步长比例下格式（１３） ～ （１５）、（１６） ～ （１８）在 ｔ ＝ １００ 时刻的误差和收敛速率以及计算时长

Ｔａｂｌｅ ６　 Ｅｒｒｏｒｓ， ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒａｔｅｓ ａｎｄ ｔｉｍｅ ｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎｓ ｏｆ ｓｃｈｅｍｅｓ （１３） ～ （１５） ａｎｄ （１６） ～ （１８）
ｗｉｔｈ ａｎ ｏｐｔｉｍａｌ ｓｔｅｐ ｓｉｚｅ ｒａｔｉｏ ｆｏｒ τ， ｈ ａｎｄ Δβ ａｔ ｔ ＝ １００

ｈ
ｓｃｈｅｍｅｓ （１３） ～ （１５）

Ｅ（τ，ｈ，Δβ） Ｒｈ ＣＰＵ ｔｉｍｅ Ｔ ／ ｓ

ｓｃｈｅｍｅｓ （１６） ～ （１８）

Ｅ（τ，ｈ，Δβ） Ｒｈ ＣＰＵ ｔｉｍｅ Ｔ ／ ｓ

１ ／ ８ ０．０８８ ９ － ８．３０２ ６ ０．０８８ ９ － ７．３１０ ３

１ ／ １０ ０．０３６ ４ ４．００１ ７ ２６．６５２ １ ０．０３６ ４ ４．００１ ７ ２１．７０４ ５

１ ／ １６ ０．００５ ６ ３．９８８ ７ ２７７．４９６ ２ ０．００５ ６ ３．９８８ ７ ２０５．２２６ ５

１ ／ ３２ ３．４７３ ２Ｅ－４ ４．０１１ １ ６８５ １ ３．４７２ １Ｅ－４ ４．０１１ ５ ４ ８４４．８

　 　 最后，通过例 ２ 测试了较长时间（分别取 Ｔ ＝ １０ 和 １００）的计算效果，数值结果见表 ５ 和表

６ ．计算时仍然取优化的步长比例，即 Δβ ＝ ｈ，τ ＝ ｈ４ ／ ３ ．从数值结果可以看出，两种算法是稳定

的、收敛的，而且格式（１６） ～ （１８）比格式（１３） ～ （１５）耗时要少，网格越细，差异越明显．另外，
与表 ４ 的结果做对比可以发现，当计算时长大幅度增加时，积累的误差也有所增加，但是算法
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仍然是可靠和有效的．

４　 结　 　 论

文章基于复化 Ｓｉｍｐｓｏｎ 公式和复化两点 Ｇａｕｓｓ⁃Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 公式， 构造了两个求解分布阶扩

散方程的高阶差分格式， 在时间、 空间和分布阶三个方向的收敛速率分别可达到 ３，４，４．通过

数值实验， 验证了算法的稳定性、 收敛性以及收敛速率， 并比较了两种算法的效率；同时，也
将本文的两种算法与文献中求解相同问题的算法做对比．数值结果表明， 本文的算法误差更

小， 具有更高的收敛精度．在进一步的工作中， 笔者考虑将此高阶格式推广用以解决相应的多

维空间问题．
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