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摘要：　 在线弹性理论中，复合材料裂纹尖端具有多重应力奇异性，常规数值方法不易求解．该文建

立的扩展边界元法（ＸＢＥＭ）对围绕尖端区域位移函数采用自尖端径向距离 ｒ 的渐近级数展开式表

达，其幅值系数作为基本未知量，而尖端外部区域采用常规边界元法离散方程．两方程联立求解可

获得裂纹结构完整的位移和应力场．对两相材料裂纹结构尖端的两个材料域分别采用合理的应力

特征对，然后对其进行计算，通过计算结果的对比分析，表明了扩展边界元法求解两相材料裂纹结

构全域应力场的准确性和有效性．
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引　 　 言

复合材料是由两种或多种不同性质的材料用物理或化学方法在宏观尺度上组成的具有新

性能的材料．复合材料较单一材料强度高、刚度大、重量轻，并具有抗疲劳、减振、可设计等优

点，数十年来在机械、建筑、航空、航天等领域日益得到广泛的应用［１］ ．复合材料的断裂破坏一

般都始于材料界面的破坏，如钢筋混凝土是由钢筋和混凝土混合而成，钢筋和混凝土之间的界

面为层间薄弱面，数值法和分析法均揭示裂纹易沿着界面发展［２⁃５］ ．裂纹结构全域的应力场是

判断裂纹是否扩展和结构是否安全的重要参考依据．
目前已有大量文献研究双材料界面的应力强度因子［６⁃１０］ 和裂纹尖端附近的应力场［１１⁃１４］ ．

文献［１１］采用插值矩阵法，求解得到了一般的塑性材料 Ｖ 形切口和裂纹前若干阶应力奇异指

数和相应的特征函数；文献［１２］通过构造新的应力函数，推出了Ⅰ型界面裂纹尖端的应力场、
位移场的理论公式，其公式仅适用于求解裂纹尖端附近的应力场；文献［１３］得出了仅考虑两

相材料切口的两个奇异项来表征近应力场可能导致显著的误差，添加第一阶非奇异应力项可

显著提高切口尖端近应力场的准确性；文献［１４］讨论了两相材料黏合带应力强度因子的变

化，但未获得裂纹结构的应力场．这些研究适用于裂纹尖端区域，但并未涉及远处乃至结构全

域的应力场，对于不同弹性模量比值的双材料裂纹结构全域应力场准确性的分析也不多．如果

一个方法能够给出两相材料裂纹结构位移和应力场，解的精度对于裂纹尖端附近和远处均准
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确适用，则其是圆满的解决路径．
本文基于裂纹尖端区域位移场的渐近级数展开式［１５］，联合边界元法求解裂纹结构完整的

位移和应力场，称之为扩展边界元法．其不仅可获得裂纹尖端区域的应力场，也可获得远处乃

至结构全区域的应力场．本文将通过两个算例展现扩展边界元法求解两相材料裂纹结构全域

应力场的准确性和适用性．

１　 两相材料裂纹结构的应力奇性指数分析

图 １ 所示的两相材料平面裂纹，由具有不同材料特性的两个域 Ω１ 和 Ω２ 组成．Γ１２（Γ２１） 是

图 １　 两相材料裂纹

Ｆｉｇ． １　 Ａ ｂｉ⁃ｍａｔｅｒｉａｌ ｃｒａｃｋ

两相材料的结合界面， Ｅ ｉ 和 νｉ 是域 Ωｉ（ ｉ ＝ １，２） 的弹性模

量和 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比．在裂纹尖端处同时定义一个 ｘＯｙ 的直角

坐标系和一个 ｒＯθ 的极坐标系，坐标原点在裂纹尖端．
在裂纹尖端 Ｏ点附近，以Ｏ为圆心挖去一半径为 ρ的

扇形域 Ω″１∪ Ω″２， 如图 ２ 所示，扇形圆弧边界为 Γ″１ρ∪ Γ″２ρ，
缺口处两径向边界为 Γ″１和 Γ″２，黏结交界为 Γ″１２（Γ″２１）， 如图

２（ｂ）所示． 剩余结构区域为 Ω′１∪ Ω′２，域 Ω′１的边界为 Γ′１ ＋
Γ′１ρ ＋ Γ′１２ ＋ Γ３，域Ω′２的边界为Γ′２ ＋ Γ′２ρ ＋ Γ′２１ ＋ Γ４， 如图 ２（ａ）
所示．显然有 Ωｉ ＝ Ω′ｉ∪ Ω″ｉ，Γ ｊ ＝ Γ′ｊ ∪ Γ″ｊ， ｊ ＝ １，２，１２，２１．

沿黏结面 Γ″１２（Γ″２１） 将图 ２（ｂ）的扇形域剖分为两个域

Ω″１和 Ω″２ ．根据线弹性理论分析，图 ２（ｂ）所示扇形域 Ω″１∪
Ω″２ 在极坐标系 ｒＯθ（θ 以逆时针方向为正）下的位移场可

以表达成关于径向距离 ｒ 的一系列级数渐近展开：

　 　
ｕｉｒ（ ｒ，θ） ＝ ∑

Ｎ

ｋ ＝ １
Ａｋｒλｋ

＋１ｕｉｒｋ（θ），

ｕｉθ（ ｒ，θ） ＝ ∑
Ｎ

ｋ ＝ １
Ａｋｒλｋ

＋１ｕｉθｋ（θ），

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

　 　 ｉ ＝ １，２， （１）

式中 Ｎ 为截取的级数项数， λｋ 为应力奇性指数， ｕｉｒｋ（θ） 和 ｕｉθｋ（θ） 是沿 ｒ 和 θ 方向的位移特征

角函数， Ａｋ 为相应的位移幅值系数．

（ａ） 挖去扇形域后剩余结构 （ｂ） 裂纹尖端扇形域

（ａ） Ｔｈｅ ｒｅｍａｉｎｅｄ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｗｉｔｈｏｕｔ ｔｈｅ ｓｅｃｔｏｒ （ｂ） Ｔｈｅ ｓｅｃｔｏｒ ａｒｏｕｎｄ ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｔｉｐ
图 ２　 黏结裂纹尖端挖去微小扇形

Ｆｉｇ． ２　 Ａ ｓｅｃｔｏｒ ｉｓ ｒｅｍｏｖｅｄ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｂｏｎｄｅｄ ｃｒａｃｋｅｄ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ
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注意到式（１）的位移特征指数 λｋ 和位移特征角函数仅取决于裂纹的材料性质和楔形边界

条件，不依赖载荷，因此应力特征分析不用考虑体力．取式（１）中的典型项代入弹性力学控制微

分方程，通过一系列推导，可得裂纹尖端附近区域应力奇异性特征值问题的常微分方程组：

　 　

ｕ″１ｒｋ ＋
１ ＋ ν１

１ － ν１
λｋ － ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕ′１θｋ ＋

２
１ － ν２

（λｋ ＋ ２）ｇ１θｋ ＝ ０，

ｕ″１θｋ ＋ ２ ＋ １
２
（１ ＋ ν１）λｋ

é

ë
êê

ù

û
úú ｕ′１θｋ ＋

１
２
（１ － ν１）（λｋ ＋ ２）ｇ１θｋ ＝ ０，

ｇ１θｋ（θ） ＝ λｋｕ１θｋ（θ），
ｇ１ｒｋ（θ） ＝ λｋｕ１ｒｋ（θ），

ì
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　 　 θ ∈ （θ１，θ１２），

（２）

　 　

ｕ″２ｒｋ ＋
１ ＋ ν２

１ － ν２
λｋ － ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕ′２θｋ ＋

２
１ － ν２

（λｋ ＋ ２）ｇ２θｋ ＝ ０，

ｕ″２θｋ ＋ ２ ＋ １
２

１ ＋ ν２( ) λｋ
é

ë
êê

ù

û
úú ｕ′２ｒｋ ＋

１
２
（１ － ν２）（λｋ ＋ ２）ｇ２θｋ ＝ ０，

ｇ２θｋ（θ） ＝ λｋｕ２θｋ（θ），
ｇ２ｒｋ（θ） ＝ λｋｕ２ｒｋ（θ），
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　 　 θ ∈ （θ１２，θ２） ．

（３）
对于理想结合的黏结材料，在界面 Γ″１２（Γ″２１） 上满足位移和应力连续性条件：

　 　

ｕ１ｒｋ（θ１２） ＝ ｕ２ｒｋ（θ１２），
ｕ１θｋ（θ１２） ＝ ｕ２θｋ（θ１２），
Ｅ１

１ － ν２
１

［ｕ′１θｋ ＋ （１ ＋ ν１ ＋ ν１λｋ）ｕ１ｒｋ］ ＝
Ｅ２

１ － ν２
２

［ｕ′２θｋ ＋ （１ ＋ ν２ ＋ ν２λｋ）ｕ２ｒｋ］，

θ ＝ θ１２，
Ｅ１

２（１ － ν１）
［ｕ′１ｒｋ ＋ λｋｕ１θｋ］ ＝

Ｅ２

２（１ ＋ ν２）
（ｕ′２ｒｋ ＋ λｋｕ′２θｋ），　 　 θ ＝ θ１２ ．
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（４）

设在 Γ″１和 Γ″２ 上面力自由，即有

　 　
ｕ′ｉθｋ（θ） ＋ （１ ＋ νｉ ＋ νｉλｋ）ｕ′ｉｒｋ（θ） ＝ ０，
ｕ′ｉｒｋ（θ） ＋ λｋｕ′ｉθｋ（θ） ＝ ０，{ 　 　 θ ＝ θｉ（ ｉ ＝ １，２） ． （５）

如某 Γ″ｉ 上视为固定约束，即有

　 　
ｕｉｒ（ ｒ，θ） ＝ ０，
ｕｉθ（ ｒ，θ） ＝ ０，{ 　 　 θ ＝ θｉ（ ｉ ＝ １，２） ． （６）

因此，黏结材料裂纹尖端应力奇性指数 λｋ 的计算变成求解常微分方程组（２）和（３）；若两

径向边界 （Γ１ 和 Γ３） 自由，式（４）和（５）是相应的边界条件；若径向边界 Γ１ 自由和径向边界

Γ２ 固定，则式（４） ～ （６）是相应的边界条件．采用插值矩阵法求解方程得到裂纹的应力奇性指

数 λｋ 及相应的特征角函数 ｕｉｒｋ（θ），ｕｉθｋ（θ）（ ｉ ＝ １，２） 及其导函数．值得指出，本文采用的插值矩

阵法优点之一是求出的应力奇性指数 λｋ 、位移特征角函数 ｕｉｒｋ（θ），ｕｉθｋ（θ）（ ｉ ＝ １，２） 和应力特

征角函数 σｉｒｋ（θ），σｉθｋ（θ），σｉｒθｋ（θ）（ ｉ ＝ １，２） 解的精度是同阶的．

８２９ 求解双材料裂纹结构全域应力场的扩展边界元法



２　 扩展边界元法分析平面裂纹尖端附近应力场

将式（１）代入弹性力学几何方程和本构方程，可得尖端区域的应力分量：

　 　

σｉｒｒ（ ｒ，θ） ＝ ∑
Ｎ

ｋ ＝ １

Ｅ ｉ

１ － ν２
ｉ

Ａｋｒλｋσｉｒｋ（θ），

σｉθθ（ ｒ，θ） ＝ ∑
Ｎ

ｋ ＝ １

Ｅ ｉ

１ － ν２
ｉ

Ａｋｒλｋσｉθｋ（θ），

σｉｒθ（ ｒ，θ） ＝ ∑
Ｎ

ｋ ＝ １

Ｅ ｉ

１ － ν２
ｉ

Ａｋｒλｋσｉｒθｋ（θ），
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　 　 ｉ ＝ １，２． （７）

式（７）中应力特征角函数为

　 　

σｉｒｋ（θ） ＝
Ｅ ｉ

１ － ν２
ｉ

［（１ ＋ λｋ）ｕｉｒｋ ＋ νｕｉｒｋ ＋ νｕ′ｉθｋ］，

σｉθｋ（θ） ＝
Ｅ ｉ

１ － ν２
ｉ

［（１ ＋ λｋ）νｕｉｒｋ ＋ ｕｉｒｋ ＋ ｕ′ｉθｋ］，

σｉｒθｋ（θ） ＝
Ｅ ｉ

２（１ ＋ νｉ）
（λｋｕｉθｋ ＋ ｕ′ｉｒｋ），

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

　 　 ｉ ＝ １，２． （８）

由图 ２ 可知，边界 Γ′１ρ∪Γ′２ρ和Γ″１ρ∪Γ″２ρ 是分属于不同域的同一条边界，因此边界 Γ′１ρ∪Γ′２ρ和
Γ″１ρ∪Γ″２ρ 上的位移连续，面力相等．若以 ｕｉｌ，ｔｉｌ（ ｌ ＝ １，２） 表示 Γ′１ρ∪Γ′２ρ 上的位移和面力分量， ｕ－ ｉｌ，
ｔ－ ｉｌ（ ｌ ＝ １，２） 表示 Γ″１ρ∪ Γ″２ρ 上的位移和面力分量，则有

　 　 ｕｉｌ ＝ ｕ－ ｉｌ， ｔｉｌ ＝ － ｔ－ ｉｌ，　 　 （ ｒ，θ） ｏｎ Γ′１ρ∪ Γ′２ρ ． （９）
一般情况下 λｋ，Ａｋ，ｕｉｒｋ（θ） 和 ｕｉθｋ（θ）（ ｉ ＝ １，２） 是复数，则图 ２（ａ）中边界 Γ′１ρ∪Γ′２ρ 上点的位

移 ｕｉｌ 和面力 ｔｉｌ（ ｌ ＝ １，２） 在直角坐标系的表达式分别为

　 　
ｕｉ１

ｕｉ２
{ } ＝ ∑

Ｎ

ｋ ＝ １
ｒλｋＲ＋１ζ ＡｋＲ

ｕｉｒｋＲ（θ）ｃｏｓ θ － ｕｉθｋＲ（θ）ｓｉｎ θ
ｕｉｒｋＲ（θ）ｓｉｎ θ ＋ ｕｉθｋＲ（θ）ｃｏｓ θ{ } ｃｏｓ（λｋＩ ｌｎ ｒ）

é

ë

ê
ê{ －

　 　 　 　
ｕｉｒｋＩ（θ）ｃｏｓ θ － ｕｉθｋＩ（θ）ｓｉｎ θ
ｕｉｒｋＩ（θ）ｓｉｎ θ ＋ ｕｉθｋＩ（θ）ｃｏｓ θ{ } ｓｉｎ（λｋＩ ｌｎ ｒ）

ù

û

ú
ú
－

　 　 　 　 ＡｋＩ

ｕｉｒｋＲ（θ）ｃｏｓ θ － ｕｉθｋＲ（θ）ｓｉｎ θ
ｕｉｒｋＲ（θ）ｓｉｎ θ ＋ ｕｉθｋＲ（θ）ｃｏｓ θ{ } ｓｉｎ（λｋＩ ｌｎ ｒ）

é

ë

ê
ê

＋

　 　 　 　
ｕｉｒｋＩ（θ）ｃｏｓ θ － ｕｉθｋＩ（θ）ｓｉｎ θ
ｕｉｒｋＩ（θ）ｓｉｎ θ ＋ ｕｉθｋＩ（θ）ｃｏｓ θ{ } ｃｏｓ（λｋＩ ｌｎ ｒ）

ù

û

ú
ú } ，　 　 ｉ ＝ １，２， （１０）

　 　
ｔｉ１
ｔｉ２{ } ＝ ∑

Ｎ

ｋ ＝ １
ｒλｋＲζ － ＡｋＲ

σｉｒｋＲ（θ）ｃｏｓ θ － σｉｒθｋＲ（θ）ｓｉｎ θ
σｉｒｋＲ（θ）ｓｉｎ θ ＋ σｉｒθｋＲ（θ）ｃｏｓ θ{ } ｃｏｓ（λｋＩ ｌｎ ｒ）

é

ë

ê
ê{ －

　 　 　 　
σｉｒｋＩ（θ）ｃｏｓ θ － σｉｒθｋＩ（θ）ｓｉｎ θ
σｉｒｋＩ（θ）ｓｉｎ θ ＋ σｉｒθｋＩ（θ）ｃｏｓ θ{ } ｓｉｎ（λｋＩ ｌｎ ｒ）

ù

û

ú
ú
＋

　 　 　 　 ＡｋＩ

σｉｒｋＲ（θ）ｃｏｓ θ － σｉｒθｋＲ（θ）ｓｉｎ θ
σｉｒｋＲ（θ）ｓｉｎ θ ＋ σｉｒθｋＲ（θ）ｃｏｓ θ{ } ｓｉｎ（λｋＩ ｌｎ ｒ）

é

ë

ê
ê

＋

　 　 　 　
σｉｒｋＩ（θ）ｃｏｓ θ － σｉｒθｋＩ（θ）ｓｉｎ θ
σｉｒｋＩ（θ）ｓｉｎ θ ＋ σｉｒθｋＩ（θ）ｃｏｓ θ{ } ｃｏｓ（λｋＩ ｌｎ ｒ）

ù

û

ú
ú } ，　 　 ｉ ＝ １，２， （１１）

９２９李　 聪　 　 牛 忠 荣　 　 胡 宗 军　 　 胡　 斌　 　 程 长 征



其中符号 （·） Ｒ 表示该复数的实部， （·） Ｉ 表示其虚部．如果 λｋ 是单个实根，系数 ζ ＝ １；如果 λｋ

是共轭复根，系数 ζ ＝ ２，因需计及复数共轭项对位移场和应力场的贡献．注意，式（１０）、（１１）中
幅值系数 ＡｋＲ 和 ＡｋＩ（ｋ ＝ １，２，…，Ｎ） 待求．

图 ２（ａ）为无应力奇异性的普通弹性区域，沿其边界所有节点建立的边界积分方程如下：

　 　 Ｃ ｉｊｕ ｊ（ｙ） ＝ ∫
Γ
Ｕ∗

ｉｊ （ｘ，ｙ） ｔ ｊ（ｘ）ｄΓ － ∫
Γ
Ｔ∗

ｉｊ （ｘ，ｙ）ｕ ｊ（ｘ）ｄΓ ＋ ∫
Ω
Ｕ∗

ｉｊ ｂ ｊｄΩ，

　 　 ｙ ∈ Γ３ ＋ Γ４， （１２）
式中 ∫

Γ
（·）ｄΓ 称为 Ｃａｕｃｈｙ 主值积分； Ｃ ｉｊ（ｙ）（ ｉ， ｊ ＝ １，２） 称为位移奇性系数，参见文献［１６］；

ｂ ｊ 为体力分量， ｙ（ｙ１，ｙ２） 是源点， ｘ（ｘ１，ｘ２） 是场点，域积分采用径向积分法［１７］计算，积分核函

数 Ｕ∗
ｉｊ （ｘ，ｙ），Ｔ∗

ｉｊ （ｘ，ｙ） 是弹性力学 Ｎａｖｉｅｒ 方程基本解， ｉ， ｊ ＝ １，２．
弹性体区域 Ω′ｉ（ ｉ ＝ １，２） 内点的应力可分别由应力边界积分方程表达：

　 　 σｉｋ（ｙ） ＝ ∫
Γ
Ｗ∗

ｉｋｊ（ｘ，ｙ） ｔ ｊ（ｘ）ｄΓ － ∫
Γ
Ｓ∗
ｉｋｊ（ｘ，ｙ）ｕ ｊ（ｘ）ｄΓ ＋ ∫

Ω
Ｗ∗

ｉｋｊ（ｘ，ｙ）ｂ ｊｄΩ，

　 　 ｙ ∈ Ω′ｉ， （１３）
式中积分核函数 Ｗ∗

ｉｋｊ（ｘ，ｙ） 和 Ｓ∗
ｉｋｊ（ｘ，ｙ） 为 Ｕ∗

ｉｊ （ｘ，ｙ），Ｔ∗
ｉｊ （ｘ，ｙ） 的线性组合，参见文献［１８］．

扩展边界元法的分析步骤如下：
１） 将图 １ 所示裂纹结构分成挖去扇形域的剩余结构（图 ２（ａ））和一个半径 ｒ ＝ ρ的扇形域

（图 ２（ｂ））两部分．图 ２（ａ）区域没有应力奇异性，采用常规边界积分方程（１２），图 ２（ｂ）区域为

应力奇异性区域，用式（１０）和（１１）表示弧线边界Γ″１ρ∪Γ″２ρ 上的位移和面力分量，两者联立求解

得图 ２（ａ）边界上所有节点的未知面力、位移分量及式（１）中的幅值系数 ＡｋＲ，ＡｋＩ（ｋ ＝ １，２，…，
Ｎ） ．扩展边界元法的优点之一是求得的 ＡｋＲ，ＡｋＩ 和对应的位移、应力函数的计算精度是同阶

的，而常规有限元法和差分法求解的应力值精度比位移值低一个量级．
２） 将获得的边界节点位移和面力代入内点边界积分方程（１３），可得剩余结构区域 Ω′１∪

Ω′２ 内任意内点的应力．将幅值系数 ＡｋＲ，ＡｋＩ 代入渐近级数展开式（７）可求得尖端扇形附近区域

的应力场．
至此，裂纹结构全域的应力场已完全获得．

３　 算　 　 例

目前对两相材料裂纹结构的研究局限于应力强度因子和裂纹尖端附近的应力场，而几乎

没有对于其全域应力场的准确性研究．本文将通过算例展现扩展边界元法求解两相材料裂纹

结构全域应力场的准确性和适用性．
含裂纹结构的单向拉伸，见图 ３．试件长 Ｈ ＝ １９０ ｍｍ，宽 Ｗ ＝ １９０ ｍｍ，裂纹深度为 Ｌ ＝ １０

ｍｍ，拉伸面力 Ｐ ＝ １００ ＭＰａ ．线弹性平面应力问题， ν１ ＝ ０．２，ν２ ＝ ０．３，Ｅ１ ＝ ２０６ ＧＰａ，Ｅ２ ／ Ｅ１ 是变

化的．
本文用扩展边界元法对两相材料复合型裂纹结构 Ｅ２ ／ Ｅ１ 比值的极大情形 （Ｅ２ ／ Ｅ１ ＝ １００）、

较大情形（Ｅ２ ／ Ｅ１ ＝ １０，５）、相当情形（Ｅ２ ／ Ｅ１ ＝ ２） 进行计算，展现扩展边界元法求解复合型裂

纹结构弹性模量比值不同时全域应力场的准确性．
对于理想结合的黏结（连续性条件）材料，采用插值矩阵法计算常微分方程式（２）和（３）

与边界条件式（４）和（５），这里取 Ｎ ＝ １２， 获得裂纹尖端区域前 １２ 阶应力奇性指数 λｋ， 见表 １．
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图 ３　 复合型裂纹试件受拉伸和受剪切作用

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｂｉ⁃ｍａｔｅｒｉａｌ ｃｒａｃｋ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ
ｔｅｎｓｉｏｎ ａｎｄ ｓｈｅａｒ ｌｏａｄ

当 Ｅ２ ／ Ｅ１ ＝ １００ 时，域 Ω２ 是域 Ω１（参见图 ３）弹性模量的 １００ 倍，域 Ω２ 相对于域 Ω１ 是刚性

的．因此对域 Ω１ 单独计算应力奇异性，径向边界 （Γ″１） 自由，黏结边界 （Γ″１２） 考虑为固支．计算

常微分方程式（２）与边界条件式（４） ～ （６），取 Ｎ ＝ ５， 获得域 Ω１ 尖端前 ５ 阶应力奇性指数 λｋ，
见表 ２．对域 Ω２ 单独计算应力奇异性，径向和黏结边界 （Γ″２和 Γ″２１） 自由．计算常微分方程式（３）
和边界条件式（４）和（５），取 Ｎ ＝ ７， 获得域 Ω２ 裂纹尖端前 ７ 阶应力奇性指数 λｋ， 见表 ３．

表 １　 理想结合黏结材料的应力奇性指数 λｋ

Ｔａｂｌｅ １　 Ｓｔｒｅｓｓ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ ｉｎｄｅｘｅｓ λｋ ｏｆ ｔｈｅ ｉｄｅａｌ ｂｏｎｄｅｄ ｂｉ⁃ｍａｔｅｒｉａｌ ｓｐｅｃｉｍｅｎ

Ｅ２ ／ Ｅ１ λ１ λ２ λ３ λ４ λ５ λ６

１００ －１ －１ ０ －０．４９９＋ｉ０．１３２ －０．４９９－ｉ０．１３２ ０
Ｅ２ ／ Ｅ１ λ７ λ８ λ９ λ１０ λ１１ λ１２

１００ ０．５＋ｉ０．１３２ ０．５－ｉ０．１３２ ０．９９９ １ １．５＋ｉ０．１３２ １．５－ｉ０．１３２

表 ２　 域 Ω１ （一边自由和一边固结）裂纹尖端的应力奇性指数 λｋ

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｓｔｒｅｓｓ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ ｉｎｄｅｘｅｓ λｋ ｉｎ ｒｅｇｉｏｎ Ω１ ｗｉｔｈ ｆｒｅｅ⁃ｆｉｘｅｄ ｅｄｇｅｓ

λ１ λ２ λ３ λ４ λ５

－０．４９９＋ｉ０．１３２ －０．４９９－ｉ０．１３２ ０ ０．９９９ １

表 ３　 域 Ω２ （两边自由）裂纹尖端的应力奇性指数 λｋ

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｓｔｒｅｓｓ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ ｉｎｄｅｘｅｓ λｋ ｉｎ ｒｅｇｉｏｎ Ω２ ｗｉｔｈ ｆｒｅｅ⁃ｆｒｅｅ ｅｄｇｅｓ

λ１ λ２ λ３ λ４ λ５ λ６ λ７

－１ －１ ０ ０．５＋ｉ０．１３２ ０．５－ｉ０．１３２ １．５＋ｉ０．１３２ １．５－ｉ０．１３２

　 　 将表 ２、３ 和表 １ 计算的应力奇性指数对比发现，两相材料黏结（连续性条件）计算的应力

奇性指数 λｋ （见表 １）囊括了域 Ω１ （刚性小）和域 Ω２（刚性大）计算的应力奇性指数 λｋ （见表

２、３）．
表 ２、３ 还显示了域 Ω１ 和域 Ω２ 计算的应力奇性指数各自占优，因此对域 Ω１ 和域 Ω２ 应力

场的求解要选用不同的应力特征对 （λｋ，ｕ ｊｒｋ（θ），ｕ ｊθｋ（θ）） ．下面分为 ４ 种选择方案，分别采用扩

１３９李　 聪　 　 牛 忠 荣　 　 胡 宗 军　 　 胡　 斌　 　 程 长 征



展边界元法进行计算，然后对计算结果进行分析对比得出较优方案．
方案 １　 域 Ω１ （刚性小）和域 Ω２（刚性大）均采用理想结合黏结材料的应力特征对；
方案 ２　 域 Ω１ （刚性小）采用理想结合黏结材料的应力特征对，域 Ω２（刚性大）抛去理想

结合黏结材料的第 ４ 阶应力特征对，后续项全使用；
方案 ３　 域 Ω１ （刚性小）采用域 Ω１ 裂纹尖端的应力特征对，域 Ω２（刚性大）采用理想结合

黏结材料的应力特征对；
方案 ４　 域 Ω１ （刚性小）采用理想结合黏结材料的应力特征对，域 Ω２（刚性大）抛去理想

结合黏结材料的第 １～３ 阶应力特征对，后续项全使用．
采用扩展边界元法分别对图 ３ 裂纹结构按照 ４ 种方案计算全域的应力场，这里取图 ３ 尖

端处小扇形半径 ρ ＝ ０．０１８ ｍｍ， 扩展边界元法对 ρ 值不敏感［１９］，划分了 ３３６ 个边界节点和 １６８
个二次边界单元，获得式（１）中的位移幅值系数 Ａｋ， 见表 ４．

观察 ４ 种方案的位移幅值系数计算值，方案 ３ 和 ４ 出现过大的幅值系数，且其过渡不平

稳．方案 １ 和 ２ 未出现过大的幅值系数，且其过渡较平稳．因此，方案 ３ 和 ４ 的计算结果不准确，
其应力特征对选择不合理，但无法判断方案 １ 和 ２ 的优劣，需对方案 １ 和 ２ 的计算结果进行进

一步的研究．
采用方案 １ 和 ２ 对两相材料裂纹结构 Ｅ２ ／ Ｅ１ ＝ １００，１０，５，２ 进行计算，计算所得应力强度

因子 ＫⅠ 值见表 ５．
表 ４　 扩展边界元法分析两相材料裂纹的位移幅值系数 Ａｋ ／ ｍｍ －λｋ

Ｔａｂｌｅ ４　 Ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ Ａｋ ／ ｍｍ －λｋ ｏｆ ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ＸＢＥＭ ａｎａｌｙｓｉｓ

ｋ λｋＲ λｋＩ
ｓｃｈｅｍｅ １

ＡｋＲ ＡｋＩ

ｓｃｈｅｍｅ ２
ＡｋＲ ＡｋＩ

ｓｃｈｅｍｅ ３
ＡｋＲ ＡｋＩ

ｓｃｈｅｍｅ ４
ＡｋＲ ＡｋＩ

１ －１ ０ －８．６Ｅ－４ ０ ７．２８Ｅ－４ ０ －４．４９Ｅ＋６ ０ ２．８３Ｅ－３ ０

２ －１ ０ ２．７１Ｅ－４ ０ －７．６Ｅ－４ ０ －２Ｅ＋７ ０ －２．５Ｅ－３ ０

３ －０．４９９ ０．１３２ －７．５Ｅ－４ －１．１Ｅ－３ ３．７１Ｅ－４ －３．９２Ｅ－３ －６．２Ｅ＋５ －７．０３Ｅ＋６ －１．０８Ｅ－２ －７．８７Ｅ－１

４ ０ ０ ２．０６Ｅ－５ ０ －２．１５Ｅ－２ ０ －１．２７Ｅ＋９ ０ ６．４８Ｅ－２ ０

５ ０ ０ －３．８５Ｅ－４ ０ －６．１３Ｅ－２ ０ １．９８Ｅ＋９ ０ ６．５３Ｅ－１ ０

６ ０．５ ０．１３２ ３．８６Ｅ－５ －４．５６Ｅ－５ －１．４Ｅ－１ －２．２４Ｅ－１ －１．６Ｅ－２ －１．６Ｅ－４ －４４．２９３ －２３１．０７３

７ ０．９９９ ０ ４．２３Ｅ－３ ０ －２．６８２ ０ ３．０５Ｅ－３ ０ －３．６４９ ０

８ １ ０ ３．０５Ｅ－２ ０ ３．１９１ ０ －１．８３Ｅ－２ ０ ４７．６１１ ０

表 ５　 扩展边界元法分析两相材料裂纹的应力强度因子 ＫⅠ ／ （Ｎ·ｍｍ －２－λ３）

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒｓ ＫⅠ ／ （Ｎ·ｍｍ －２－λ３） ｏｆ ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ＸＢＥＭ ａｎａｌｙｓｉｓ

Ｅ２ ／ Ｅ１
ＸＢＥＭ

ｓｃｈｅｍｅ １ ｓｃｈｅｍｅ ２
ｒｅｆ． ［２０］ ｒｅｆ． ［１８］

２ ６５０．９ －１ ６４１．６ ６５８．９ ６５８．９

５ ６４０．５ －６３４．１ ６５５．１ －

１０ ７０１．２ ６３５．９ ６４４．９ ６４３．８

１００ ７４０．６ ６２７．４ ６２３．７ ６２９．８

　 　 分析表 ５ 的数据可知，当 Ｅ２ ／ Ｅ１ ＝ ２，５ 时，方案 １ 计算所得的 ＫⅠ 和文献［１８，２０］较方案 ２
接近；当 Ｅ２ ／ Ｅ１ ＝ １０，１００ 时，方案 ２ 计算所得的 ＫⅠ 和文献［１８，２０］较方案 １ 接近．因此，初步断

定，方案 １ 较方案 ２ 更适合计算 Ｅ２ ／ Ｅ１ ＝ ２，５ 时裂纹结构全域的应力场，方案 ２ 较方案 １ 更适

合计算 Ｅ２ ／ Ｅ１ ＝ １０，１００ 时裂纹结构全域的应力场．
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为进一步证明上述结论的准确性，采用有限元法对裂纹尖端划分非常细的网格进行应力

场计算，并将其计算结果和方案 １、２ 进行分析对比．方案 １、２ 和有限元法计算两相裂纹结构

Ｅ２ ／ Ｅ１ ＝ ２，５，１０，１００ 时，尖端 Ｏ 附近区域沿 ｙ ＝ ０ ｍｍ 的界面 σｙ 值如图 ４ 所示．

（ａ） Ｅ２ ／ Ｅ１ ＝ ２ （ｂ） Ｅ２ ／ Ｅ１ ＝ ５

（ｃ） Ｅ２ ／ Ｅ１ ＝ １０ （ｄ） Ｅ２ ／ Ｅ１ ＝ １００

图 ４　 沿 ｙ ＝ ０ ｍｍ 的界面 σｙ 应力

Ｆｉｇ． ４　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ｓｔｒｅｓｓ σｙ ａｌｏｎｇ ｙ ＝ ０ ｍｍ

扩展边界元法划分了 １６８ 个二次边界单元，其解可以很好地描述尖端根部的应力场．有限

元法采用四边形 ４ 节点等参元，划分了 ４００ ０００ 个单元，在尖端 Ｏ 附近单元很密，其使用的四

边形 ４ 节点单元数是扩展边界元法二次单元数的 ２ ３８０ 倍，极大地增加了计算机计算量．
观察图 ４ 可知：
１） 在 ｙ ＝ ０ ｍｍ， ｘ ＜ １４．０ ｍｍ 的尖端区域，由于尖端 Ｏ 附近出现强应力集中，有限元解已

失真．随着距尖端距离的增大，有限元法与扩展边界元法计算相同点的应力值差值减小．
２） 在 ｙ ＝ ０ ｍｍ， ｘ ＜ ０．０２ ｍｍ 的范围内，方案 １ 和 ２ 计算的界面 σｙ 值相差较大，因为方案

２对域 Ω２（刚性大）不考虑第 １ 阶应力特征对．在 ｙ ＝ ０ ｍｍ， ｘ ＞ ０．０５ ｍｍ 的渐远区域方案 １ 和

２ 的计算值趋同，说明该范围区域，方案 １ 和 ２ 的解均是准确的．
３） 图 ４（ａ）、４（ｂ）显示在 ｙ ＝ ０ ｍｍ， ｘ ＝ ０．００５ ｍｍ 时，方案 ２ 计算的界面 σｙ 值有突变，而方

案 １ 计算的界面 σｙ 值连续，进一步证明了方案 １ 较方案 ２ 更适合计算双相材料 Ｅ２ ／ Ｅ１ ＝ ２，５
时Ⅰ型裂纹结构全域的应力场．

４） 图 ４（ｃ）、４（ｄ）显示在 ｙ ＝ ０ ｍｍ， ｘ ＝ ０．０２ ｍｍ 时，方案 １ 计算的界面 σｙ 值有突变，而方
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案 ２ 计算的界面 σｙ 值连续，进一步证明了方案 ２ 较方案 １ 更适合计算双相材料 Ｅ２ ／ Ｅ１ ＝ １０，
１００ 时Ⅰ型裂纹结构全域的应力场．

基于以上结论，对图 ３ 结构施加拉伸面力 Ｐ ＝ １００ ＭＰａ，剪切面力 τ ＝ １００ ＭＰａ， 域 Ω１ 采用

硬铝合金材料， Ｅ１ ＝ ７．０ × １０４ ＭＰａ，ν１ ＝ ０．３， 域 Ω２ 采用合金钢材料， Ｅ２ ＝ ２．０６ × １０５ ＭＰａ，ν２

＝ ０．３， 两种材料的 Ｅ２ ／ Ｅ１ ＝ ２．９４， 为相当情形．采用方案 １ 和有限元法计算其完整的应力场，在
尖端 Ｏ 附近区域沿 ｙ ＝ ０ ｍｍ 的 σｙ 应力和 τｘｙ 应力见表 ６．

表 ６　 钢铝结合材料裂纹尖端附近内点应力 σｙ 和 τｘｙ
Ｔａｂｌｅ ６　 Ｓｔｒｅｓｓｅｓ σｙ ａｎｄ τｘｙ ｎｅａｒ ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｔｉｐ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｂｏｎｄｅｄ ｓｔｅｅｌ ａｎｄ ａｌｕｍｉｎｕｍ

ｉｎｎｅｒ ｐｏｉｎｔ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ
（ｘ，ｙ） ／ ｍｍ

σｙ ／ ＭＰａ

ＸＢＥＭ ｓｃｈｅｍｅ １ ＦＥＭ

τｘｙ ／ ＭＰａ

ＸＢＥＭ ｓｃｈｅｍｅ １ ＦＥＭ

（０．００２，０） ４ ５３０．４ ３ ５９７．３

（０．０１，０） １ ９１３．７ １ ８８０．９

（０．２３４，０） ５４６．１ ４９３．６

（０．９９，０） ２５９．６ ４８１．７ ２６８．４ ５５２．４

（３．１９，０） １５３ ２９５．６ １７０．３ ３３３．４

（１４，０） １０４．８ １０６ １１８．４ １２３．９

（６１．９，０） ９８．２ ９８．２ １０３．５ １０５

（１３０，０） ９５．５ ９６．８ ９６．６ ９８．４

（－４．８，５） ９．１ １２．８ ７６．３ １６４．９

（４．５，５） １４０．９ １５６ １０６．３ １１２．５

（３３．７，５） １００．２ １０２．５ １０８．７ １０９．４

（１０３．２，５） ９８．１ １００．５ ９９．１ １０１．３

（－４．８，－５） ５０．４ １００．３ １１７ ２２４．７

（４．５，－５） １４５．５ １５４．４ ８１ ９８．６

（３３．７，－５） ９８．１ １００．１ １０５．２ １０７．２

（１０３．２，－５） ９５．４ ９８．６ ９８ ９９

　 　 采用扩展边界元法对图 ３ 裂纹结构按照方案 １ 计算全域的应力场，这里取图 ３ 尖端 Ｏ 处

小扇形半径 ρ ＝ ０．０１８ ｍｍ ．观察表 ６ 中的第 ２～第 ４ 列中的数值可知：沿 ｙ ＝ ０ ｍｍ，扩展边界元

法可以获得离尖端 Ｏ 极近区域（如 ｘ ≤ ０．００５ ｍｍ） 的应力场；而有限元法无法获得尖端根部

（ｘ ＜ ０．９９ ｍｍ） 区域的应力场；只有当 ｘ ≥ １４ ｍｍ 时，有限元解方为有效，体现了扩展边界元

法求解尖端应力场的优越性．
域 Ω２（合金钢）内点（－４．８ ｍｍ，－５ ｍｍ）附近的 σｙ 值约为域 Ω１（合金铝）内点（－４．８ ｍｍ，５

ｍｍ）的 σｙ 值的 ５．５４ 倍；域 Ω２ 内点（－４．８ ｍｍ，－５ ｍｍ）附近的 τｘｙ 值约为域 Ω１ 内点（－４．８ ｍｍ，
５ ｍｍ）的 τｘｙ 值的 １．５３ 倍，符合力学规律．因此方案 １ 的扩展边界元法可以准确获得两相材料

复合型裂纹结构 Ｅ２ ／ Ｅ１ ＝ ２．９４ 比值相当情形的全域应力场．本文对两相材料裂纹结构全域的应

力场结果可评估裂纹体破坏行为．

４　 结　 　 论

本文采用扩展边界元法分析了两相材料裂纹结构全区域应力场，特别是尖端区域奇异应

力场，主要结论如下：
１） 求解裂纹全域的应力场时，扩展边界元法可使用较少的单元数准确获得全域的应力

４３９ 求解双材料裂纹结构全域应力场的扩展边界元法



场，而有限元法不能获得尖端根部区域的应力场．利用尖端区域位移渐近展开式求解两相材料

裂纹结构尖端区域奇异应力场时，根据两者弹性模量比值的不同，应对两材料区域分别取用适

配的位移渐近展开式项数．
２） 针对 Ｅ２ ／ Ｅ１ 比值的极大情形（如 Ｅ２ ／ Ｅ１ ＝ １００）， 域 Ω１（刚性小）采用理想结合黏结材料

的应力特征对，域 Ω２（刚性大）舍去理想结合黏结材料的第 ４ 阶应力奇异项，后续若干高阶项

全使用（即方案 ２）．然后用扩展边界元法求解，可以得到全域的应力场．
３） 针对 Ｅ２ ／ Ｅ１ 比值的较大情形（如 Ｅ２ ／ Ｅ１ ＝ １０，５）， 域 Ω１（刚性小）采用理想结合黏结材

料的特征对，当 Ｅ２ ／ Ｅ１ ＝ １０ 比值靠近极大情形时，域 Ω２（刚性大）抛去理想结合黏结材料的第 ４
阶应力奇异项，后续若干高阶项全使用（即方案 ２）；当 Ｅ２ ／ Ｅ１ ＝ ５ 比值靠近相当情形时，域 Ω２

和域 Ω１ 均采用理想结合黏结材料的应力特征对（即方案 １）．然后用扩展边界元法求解，可以

得到全域的应力场．
４） 针对 Ｅ２ ／ Ｅ１ 比值的相当情形（如 Ｅ２ ／ Ｅ１ ＝ ２）， 域 Ω１ 和域 Ω２ 均采用理想结合黏结材料

的应力特征对（即方案 ２）．然后用扩展边界元法求解，可以准确得到全域的应力场．
５） 对 Ｅ２ ／ Ｅ１ 任何比值，域 Ω１ 和域 Ω２ 采用方案 １ 和 ２ 求解的离尖端较远区域应力场均准

确．而有限元法在尖端附近采用非常密的网格求出的应力值仅在距离尖端为裂纹长度 １ ～ ２ 倍

的远场方为有效．
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