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带有标准发生率和信息干预的随机时滞
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摘要：　 考虑了一类具有标准发生率和信息干预的随机时滞 ＳＩＲＳ 传染病模型．定义了一个停时，通

过构造适当的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数证明了停时为无穷大，从而证明了该模型正解的全局存在性和唯一

性．通过构造适当的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数，研究了该模型的解在确定性模型无病平衡点和地方病平衡点

附近的渐近行为，得到了在一定条件下随机系统的解分别围绕两个平衡点做随机振动．
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引　 　 言

长期以来，人类健康受到传染病的巨大威胁．为了减缓其对人类威胁，大量的数学模型被

建立且用于分析传染病的动力学行为．其中经典的是 Ｋｅｒｍａｃｋ 和 ＭｃＫｅｎｄｒｉｃｋ［１］ 对伦敦的黑死

病和孟买的瘟疫传播规律的研究．除此以外，关于传染病的研究还有许多著名的模型［１⁃３］，这些

模型为我们提供了有用的控制措施．一个由 Ｌａｈｒｏｕｚ 等提出的 ＳＩＲＳ 模型［４］有以下形式：

　 　

ｄＳ（ ｔ）
ｄｔ

＝ （１ － ｐ）Λ － βＳ（ ｔ） Ｉ（ ｔ）
ψ（ Ｉ（ ｔ））

－ μＳ（ ｔ） ＋ δ０Ｒ（ ｔ），

ｄＩ（ ｔ）
ｄｔ

＝ βＳ（ ｔ） Ｉ（ ｔ）
ψ（ Ｉ（ ｔ））

－ （μ ＋ δ ＋ γ） Ｉ（ ｔ），

ｄＲ（ ｔ）
ｄｔ

＝ ｐΛ ＋ γＩ（ ｔ） － （μ ＋ δ０）Ｒ（ ｔ） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（１）

为了更好地控制传染病的传播，除了采取药物管制措施（如接种疫苗和抗病毒药物）以

外，还应采取非药物控制措施（包括信息干预） ［５⁃６］ ．在传染病传播初期，由于药物干预措施的缺

乏［７⁃８］，因此有必要研究一个非药物控制措施即信息干预对疾病流行影响的模型．Ｋｕｍａｒ 等［６］

提出了连续 ＳＩＲＳ 传染病模型：
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ｄＳ（ ｔ）
ｄｔ

＝ Λ － βＳ（ ｔ） Ｉ（ ｔ） － μＳ（ ｔ） － μ１ｍＺ（ ｔ）Ｓ（ ｔ） ＋ δ０Ｒ（ ｔ），

ｄＩ（ ｔ）
ｄｔ

＝ βＳ（ ｔ） Ｉ（ ｔ） － （μ ＋ δ ＋ γ） Ｉ（ ｔ），

ｄＲ（ ｔ）
ｄｔ

＝ γＩ（ ｔ） ＋ μ１ｍＺ（ ｔ）Ｓ（ ｔ） － （μ ＋ δ０）Ｒ（ ｔ），

ｄＺ（ ｔ）
ｄｔ

＝ ａＩ（ ｔ）
１ ＋ ｂＩ（ ｔ）

－ ａ０Ｚ（ ｔ） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
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ï
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（２）

上述两个模型均没有考虑时滞的影响，这是不符合实际的．事实上，流行病的传播具有时

滞这一特点，具体包括潜伏期时滞、感染期时滞、失去免疫期时滞等［９⁃１１］ ．Ｃｏｏｋｅ［１２］ 研究了一个

带时滞的 ＳＩＲ 模型，其中传染率函数为 βＳ（ ｔ） Ｉ（ ｔ － τ），τ 是一个固定时间，只有经过这段时间，
易感人群才能被感染者感染．该模型如下：

　 　

ｄＳ（ ｔ）
ｄｔ

＝ Λ － βＳ（ ｔ） Ｉ（ ｔ － τ） － μＳ（ ｔ），

ｄＩ（ ｔ）
ｄｔ

＝ βＳ（ ｔ） Ｉ（ ｔ － τ） － （μ ＋ γ） Ｉ（ ｔ），

ｄＲ（ ｔ）
ｄｔ

＝ γＩ（ ｔ） － μＲ（ ｔ） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（３）

结合这 ３ 个模型，得到考虑时滞影响及标准发生率下的 ＳＩＲＳ 模型：

　 　

ｄＳ（ ｔ）
ｄｔ

＝ （１ － ｐ）Λ － βＳ（ ｔ） Ｉ（ ｔ － τ）
Ｎ（ ｔ）

－ μＳ（ ｔ） － μ１ｍＺ（ ｔ）Ｓ（ ｔ） ＋ δ０Ｒ（ ｔ），

ｄＩ（ ｔ）
ｄｔ

＝ βＳ（ ｔ） Ｉ（ ｔ － τ）
Ｎ（ ｔ）

－ （μ ＋ δ ＋ γ） Ｉ（ ｔ），

ｄＲ（ ｔ）
ｄｔ

＝ ｐΛ ＋ γＩ（ ｔ） ＋ μ１ｍＺ（ ｔ）Ｓ（ ｔ） － （μ ＋ δ０）Ｒ（ ｔ），

ｄＺ（ ｔ）
ｄｔ

＝ ａＩ（ ｔ）
１ ＋ ｂＩ（ ｔ）

－ ａ０Ｚ（ ｔ），

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
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（４）

其中 Ｓ（ ｔ），Ｉ（ ｔ），Ｒ（ ｔ） 和 Ｚ（ ｔ） 分别代表易感人群、感染人群、恢复人群和信息在 ｔ 时刻的数

量， Ｉ（ ｔ － τ） 代表在 ｔ 时刻经过潜伏期后处于感染期的感染者数量， τ ＞ ０ 是一定值代表已感

染者成为带菌者所需要的时间， Ｎ（ ｔ） ＝ Ｓ（ ｔ） ＋ Ｉ（ ｔ） ＋ Ｒ（ ｔ），Λ 是总人口，其中比例 ｐ 的人是接

种疫苗的， １ － ｐ 是容易感染的 （０ ≤ ｐ ≤１），γ 是感染人群的恢复率， μ 是自然死亡率， δ 是疾

病引起的死亡率， β 是接触传播系数， δ０ ＝ δ１ ＋ δ２ 表示失去免疫的总比率，包括失去自然免疫

的比率 δ１ 和失去由保障措施所得免疫力的比率 δ２，ｍ表示信息交互率， μ１（０≤μ１ ≤１） 代表反

应强度， ａ 表示信息的增长速度， ｂ 是饱和常数， ａ０ 是信息的自然衰减率．所有参数假定非负．
基本再生数［１３］是流行病学中的一个重要概念．模型（４）的基本再生数为

　 　 Ｒ０ ＝
β（１ － ｐ）（μ ＋ δ０） ＋ βδ０ｐ
（μ ＋ δ０）（μ ＋ δ ＋ γ）

．

模型（４）有两个均衡点［６］： 一个是无病平衡点 Ｅ０ ＝
Λ［（１ － ｐ）μ ＋ δ０］

μ（μ ＋ δ０）
，０， ｐΛ

μ ＋ δ０
，０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， 另

一个是地方病平衡点 Ｅ∗ ＝ （Ｓ∗，Ｉ∗，Ｒ∗，Ｚ∗） ．无病平衡点总是存在，地方病平衡点只有满足
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Ｒ０ ＞ １ 才存在．
另外，疾病传播中噪声的影响不可忽略［１４］ ．因此在模型（４）中考虑 μ 为随机波动的情形，

即考虑 Ｇａｕｓｓ 白噪声对模型做了一个扰动．因此式（４）变为以下形式：

　 　

ｄＳ（ ｔ） ＝ （１ － ｐ）Λ － βＳ（ ｔ） Ｉ（ ｔ － τ）
Ｎ（ ｔ）

－ μＳ（ ｔ） －é

ë
êê

　 　 μ１ｍＺ（ ｔ）Ｓ（ ｔ） ＋ δ０Ｒ（ ｔ） ù

û
úú ｄｔ － σＳ（ ｔ）ｄＢ（ ｔ），

ｄＩ（ ｔ） ＝ βＳ（ ｔ） Ｉ（ ｔ － τ）
Ｎ（ ｔ）

－ （μ ＋ δ ＋ γ） Ｉ（ ｔ）é

ë
êê

ù

û
úú ｄｔ － σＩ（ ｔ）ｄＢ（ ｔ），

ｄＲ（ ｔ） ＝ ［ｐΛ ＋ γＩ（ ｔ） ＋ μ１ｍＺ（ ｔ）Ｓ（ ｔ） － （μ ＋ δ０）Ｒ（ ｔ）］ｄｔ － σＲ（ ｔ）ｄＢ（ ｔ），

ｄＺ（ ｔ） ＝ ａＩ（ ｔ）
１ ＋ ｂＩ（ ｔ）

－ ａ０Ｚ（ ｔ）
é

ë
êê

ù

û
úú ｄｔ，

ì

î

í
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（５）

其中 Ｂ（ ｔ） 是强度为 σ 的 Ｂｒｏｗｎ 运动．模型（５）满足初始条件：

　 　
Ｓ（θ） ＝ φ１（θ）， Ｉ（θ） ＝ φ２（θ）， Ｒ（θ） ＝ φ３（θ）， Ｚ（θ） ＝ φ４（θ），
φｉ（θ） ≥ ０，　 　 θ ∈ ［ － τ，０］， ｉ ＝ １，２，３，４，
（φ１，φ２，φ３，φ４） ∈ Ｃ，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（６）

其中 Ｃ 代表 Ｂａｎａｃｈ 空间 Ｃ（［ － τ，０］；Ｒ４
＋） 中从区间 ［ － τ，０］ 到 Ｒ４

＋ ＝ { （ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４） ｘｉ≥ ０，
ｉ ＝ １，２，３，４ } 的连续映射．

模型（５）即为本文所要研究的模型，该模型是结合文献［６］和文献［１２］并且采用标准发生

率和考虑白噪声的影响提出的．本文研究了模型（５）正解的全局存在性与唯一性和该模型的解

在其确定模型无病平衡点和地方病平衡点附近的渐近行为．

１　 正解的全局存在性与唯一性

在下面的证明中都有这样的前提： （Ω，Ｆ，Ｆ ｔ，Ｐ） 是带有滤波 {Ｆ ｔ } ｔ≥０ 的完备概率空间并

且满足通常的条件（即是增函数并且右连续且包含所有概率为 ０ 的集合）．定义

　 　 Ｒ４
＋ ＝ { （ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４） ｘｉ ≥ ０， ｉ ＝ １，２，３，４ } ，

　 　 Γ ＝ { （Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ∈ Ｒ４
＋： Ｓ，Ｉ，Ｒ ∈ Ｒ ＋， ０ ≤ Ｚ ＜ ａ

ａ０ｂ
} ⊂ Ｒ４

＋ ．

为了了解模型（５）的动力学行为，首先研究解的全局存在性并证明是正解．
定理 １　 对任意初值（６），模型（５）有唯一全局正解且以概率 １ 保持在 Ｒ４

＋ 上．
证明　 因为模型（５）的系数满足局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件，所以对任意的初值（６）有唯一定义在

［ － τ，τ ｅ） 的局部解 （Ｓ（ ｔ），Ｉ（ ｔ），Ｒ（ ｔ），Ｚ（ ｔ））， 其中 τ ｅ 为爆炸时间［１５］ ．为了证明解是全局的，
只需证明几乎肯定 τ ｅ ＝∞ ．为了证明这一点，设足够大的 ｋ０ ＞ ０ 使得初值落在区间 ［１ ／ ｋ０，ｋ０］
中．对于每个 ｋ ≥ ｋ０ 的整数，定义如下的停时：

　 　 τ ｋ ＝ ｉｎｆ { ｔ ∈ ［ － τ，τ ｅ）： ｍｉｎ { Ｓ（ ｔ），Ｉ（ ｔ），Ｒ（ ｔ），Ｚ（ ｔ） } ≤

　 　 　 　 １
ｋ

∪ ｍａｘ { Ｓ（ ｔ），Ｉ（ ｔ），Ｒ（ ｔ），Ｚ（ ｔ） } ≥ ｋ } ．

设 ｉｎｆ ⌀ ＝ ∞（⌀ 表示空集）．很容易得出当 ｋ → ∞ 时， τ ｋ 增加．设 τ∞ ＝ ｌｉｍ τ ｋ， 则几乎处

处 τ∞ ≤ τ ｅ ．因此，只需证明 τ∞ ＝ ∞ ．假设 τ∞ ≠ ∞， 则存在一个常数 Ｔ ＞ ０ 和 ε ∈ （０，１） 使
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得 Ｐ { τ∞ ≤ Ｔ } ＞ ε， 即存在一个整数 ｋ１ ≥ ｋ０ 使得 Ｐ { τ ｋ ≤ Ｔ } ≥ ε，ｋ ≥ ｋ１ ．
定义一个 Ｒ４

＋→ Ｒ ＋ 的 ２ 阶连续可微函数 Ｖ：
　 　 Ｖ（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＝ （Ｓ － １ － ｌｎ Ｓ） ＋ （ Ｉ － １ － ｌｎ Ｉ） ＋ （Ｒ － １ － ｌｎ Ｒ） ＋

　 　 　 　 （Ｚ － １ － ｌｎ Ｚ） ＋ β
Ｎ ∫

ｔ

ｔ －τ
Ｉ（ｕ）ｄｕ，

根据 Ｉｔô 公式有

　 　 ｄＶ（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＝ ＬＶ（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ）ｄｔ － σ［（Ｓ － １） ＋ （ Ｉ － １） ＋ （Ｒ － １）］ｄＢ（ ｔ），
式中

　 　 ＬＶ（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＝ １ － １
Ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ （１ － ｐ）Λ － βＳＩ（ ｔ － τ）

Ｎ
－ μＳ － μ １ｍＺＳ ＋ δ ０Ｒ

é

ë
êê

ù

û
úú ＋

　 　 　 　 σ ２

２
＋ １ － １

Ｉ
æ

è
ç

ö

ø
÷

βＳＩ（ ｔ － τ）
Ｎ

－ （μ ＋ δ ＋ γ） Ｉé

ë
êê

ù

û
úú ＋

　 　 　 　 σ ２

２
＋ １ － １

Ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ［ｐΛ ＋ γＩ ＋ μ １ｍＺＳ － （μ ＋ δ ０）Ｒ］ ＋ σ ２

２
＋

　 　 　 　 １ － １
Ｚ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ａＩ
１ ＋ ｂＩ

－ ａ０Ｚ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － β

Ｎ２ ∫ｔｔ －τ Ｉ（ｕ）ｄｕ ＋ βＩ
Ｎ

－ βＩ（ ｔ － τ）
Ｎ

＝

　 　 　 　 （１ － ｐ）Λ － βＳＩ（ ｔ － τ）
Ｎ

－ μＳ － μ １ｍＺＳ ＋ δ ０Ｒ － （１ － ｐ）Λ
Ｓ

＋

　 　 　 　 βＩ（ ｔ － τ）
Ｎ

＋ μ ＋ μ １ｍＺ －
δ ０Ｒ
Ｓ

＋ βＳＩ（ ｔ － τ）
Ｎ

－ （μ ＋ δ ＋ γ） Ｉ － βＳＩ（ ｔ － τ）
ＮＩ

＋

　 　 　 　 μ ＋ δ ＋ γ ＋ ｐΛ ＋ γＩ ＋ μ １ｍＺＳ － （μ ＋ δ ０）Ｒ － ｐΛ
Ｒ

－ γＩ
Ｒ

－
μ １ｍＺＳ

Ｒ
＋ μ ＋ δ ０ ＋

　 　 　 　 ａＩ
１ ＋ ｂＩ

－ ａ０Ｚ － ａＩ
Ｚ（１ ＋ ｂＩ）

＋ ａ０ ＋ ３σ ２

２
－ β
Ｎ２ ∫ｔｔ －τ Ｉ（ｕ）ｄｕ ＋ βＩ

Ｎ
－ βＩ（ ｔ － τ）

Ｎ
≤

　 　 　 　 Λ ＋ βＩ
Ｎ

＋ μ ＋ μ １ｍＺ ＋ μ ＋ δ ＋ γ ＋ μ ＋ δ ０ ＋ ａＩ
１ ＋ ｂＩ

＋ ａ０ ＋ ３σ ２

２
≤

　 　 　 　 Λ ＋ β ＋ ３μ ＋ μ １ｍＺ ＋ δ ＋ γ ＋ δ ０ ＋ ａ
ｂ

＋ ａ０ ＋ ３σ ２

２
　 　 　 　 Ｍ０ ＋ μ １ｍＺ，

其中

　 　 Ｍ０ ＝ Λ ＋ β ＋ ３μ ＋ δ ＋ γ ＋ δ ０ ＋ ａ
ｂ

＋ ａ０ ＋ ３σ ２

２
．

由不等式 Ｚ ≤ ２（Ｚ － １ － ｌｎ Ｚ） ＋ ２ｌｎ ２ ≤ ２Ｖ（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＋ ２ｌｎ ２， 有

　 　 ＬＶ（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ≤ Ｍ０ ＋ ２μ １ｍＶ（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＋ ２μ １ｍｌｎ ２ ≤
　 　 　 　 λ（１ ＋ Ｖ（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ）），

其中 λ ＝ ｍａｘ {Ｍ０ ＋ ２μ １ｍｌｎ ２，２μ １ｍ } ， 从而

　 　 ｄＶ（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ≤ λ（１ ＋ Ｖ（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ）） －
　 　 　 　 σ［（Ｓ － １） ＋ （ Ｉ － １） ＋ （Ｒ － １）］ｄＢ（ ｔ） ． （７）

对式（７）两边同时积分并取期望得

　 　 Ｅ（Ｖ（Ｓ（τ ｋ ∧ Ｔ），Ｉ（τ ｋ ∧ Ｔ），Ｒ（τ ｋ ∧ Ｔ），Ｚ（τ ｋ ∧ Ｔ））） ≤
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　 　 　 　 Ｖ（Ｓ（０），Ｉ（０），Ｒ（０），Ｚ（０）） ＋ λＴ ＋ λ ∫τ ｋ∧Ｔ

０
Ｅ（Ｖ（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ））ｄｔ ．

由 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 引理，有
　 　 Ｅ（Ｖ（Ｓ（τ ｋ ∧ Ｔ），Ｉ（τ ｋ ∧ Ｔ），Ｒ（τ ｋ ∧ Ｔ），Ｚ（τ ｋ ∧ Ｔ））） ≤
　 　 　 　 （Ｖ（Ｓ（０），Ｉ（０），Ｒ（０），Ｚ（０）） ＋ λＴ）ｅλ（τ ｋ ∧ Ｔ） ≤
　 　 　 　 （Ｖ（Ｓ（０），Ｉ（０），Ｒ（０），Ｚ（０）） ＋ λＴ）ｅλＴ ．

设Ωｋ ＝ { τ ｋ ≤ Ｔ } ，ｋ≥ ｋ１， 有 Ｐ（Ωｋ） ≥ ε ．注意对每个 ω ∈Ωｋ， 存在至少一个 Ｓ（τ ｋ，ω），Ｉ（τ ｋ，
ω），Ｒ（τ ｋ，ω），Ｚ（τ ｋ，ω） 等于 ｋ 或 １ ／ ｋ 且 Ｖ（Ｓ（τ ｋ），Ｉ（τ ｋ），Ｒ（τ ｋ），Ｚ（τ ｋ）） 不少于 ｋ － １ － ｌｎ ｋ
或 １ ／ ｋ － １ － ｌｎ（１ ／ ｋ）， 即

　 　 Ｖ（Ｓ（τ ｋ），Ｉ（τ ｋ），Ｒ（τ ｋ），Ｚ（τ ｋ）） ≥

　 　 　 　 ｍｉｎ （ｋ － １ － ｌｎ ｋ） ∧ １
ｋ

－ １ － ｌｎ １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷{ } ．

于是可得

　 　 ∞ ＞ （Ｖ（Ｓ（０），Ｉ（０），Ｒ（０），Ｚ（０）） ＋ λＴ）ｅλＴ ≥
　 　 　 　 Ｅ（Ｖ（Ｓ（τ ｋ ∧ Ｔ），Ｉ（τ ｋ ∧ Ｔ），Ｒ（τ ｋ ∧ Ｔ），Ｚ（τ ｋ ∧ Ｔ））） ＝
　 　 　 　 Ｅ（１Ωｋ

（ω）Ｖ（Ｓ（τ ｋ），Ｉ（τ ｋ），Ｒ（τ ｋ），Ｚ（τ ｋ））） ≥

　 　 　 　 ε （ｋ － １ － ｌｎ ｋ） ∧ １
ｋ

－ １ － ｌｎ １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ．

当 ｋ → ∞ 时有 ∞ ＞ ∞， 矛盾，因此有 τ∞ ＝ ∞， 得证．
定理 ２　 对任意初值（６），模型（５）有唯一解 （Ｓ（ ｔ），Ｉ（ ｔ），Ｒ（ ｔ），Ｚ（ ｔ）） 且以概率 １ 保持在

Γ 上．
证明　 由模型（５）知

　 　 ｄＺ ＝ ａＩ
１ ＋ ｂＩ

－ ａ０Ｚ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔ ＜ ａＩ

ｂＩ
－ ａ０Ｚ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔ ＝ ａ

ｂ
－ ａ０Ｚ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔ ．

根据比较定理［１６］有 Ｚ ＜ ａ ／ ａ０ｂ， 得证．

２　 随机模型的解围绕确定性模型无病平衡点的渐近行为

模型（４）存在无病平衡点 Ｅ０ ＝
Λ［（１ － ｐ）μ ＋ δ ０］

μ（μ ＋ δ ０）
，０， ｐΛ

μ ＋ δ ０
，０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，但是该平衡点不是模型

（５）的平衡点．下面证明在一定条件下，模型（５）的解围绕 Ｅ０ 做随机振动．
将模型（５）的前三个方程相加，得到 Ｎ（ ｔ） 满足如下的微分方程：
　 　 ｄＮ（ ｔ） ＝ ［Λ － μＮ（ ｔ） － δＩ（ ｔ）］ｄｔ － σＮ（ ｔ）ｄＢ（ ｔ） ．

用变量 （Ｎ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） 代替 （Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ）， 得到如下的微分方程组：

　 　

ｄＮ（ ｔ） ＝ ［Λ － μＮ（ ｔ） － δＩ（ ｔ）］ｄｔ － σＮ（ ｔ）ｄＢ（ ｔ），

ｄＩ（ ｔ） ＝ βＳ（ ｔ） Ｉ（ ｔ － τ）
Ｎ（ ｔ）

－ （μ ＋ δ ＋ γ） Ｉ（ ｔ）é

ë
êê

ù

û
úú ｄｔ － σＩ（ ｔ）ｄＢ（ ｔ），

ｄＲ（ ｔ） ＝ ［ｐΛ ＋ γＩ（ ｔ） ＋ μ １ｍＺ（ ｔ）（Ｎ（ ｔ） － Ｉ（ ｔ） － Ｒ（ ｔ）） －
　 　 （μ ＋ δ ０）Ｒ（ ｔ）］ｄｔ － σＲ（ ｔ）ｄＢ（ ｔ），

ｄＺ（ ｔ） ＝ ａＩ（ ｔ）
１ ＋ ｂＩ（ ｔ）

－ ａ０Ｚ（ ｔ）
é

ë
êê

ù

û
úú ｄｔ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（８）
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模型（８）确定方程的无病平衡点为 Ｅ１ ＝ Λ
μ
，０， ｐΛ

μ ＋ δ ０
，０æ

è
ç

ö

ø
÷ ．研究模型（５）在无病平衡点 Ｅ０

的渐近行为转化为研究模型（８）在无病平衡点 Ｅ１ 的渐近行为．
定理 ３　 若模型（８）满足

　 　 Ｃ ＝
δΛ（μ ＋ δ ０）

μ［（μ ＋ δ ＋ γ － β）（μ ＋ δ ０） ＋ γｐΛ］
＞ ０， μ － σ ２ － ２μ １ｍＣ

ａ
ａ０ｂ

Ａ ＞ ０，

　 　 μ ＋ δ ０ － ργ
２

－ σ ２ Ｂ ＞ ０， τ ＞ τ ０，

则对任意给定的初值，模型（８）的解具有如下性质：

　 　 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→∞

１
ｔ
Ｅ ∫ｔ

０
Ｎ（ ｒ） － Λ

μ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ Ｉ２（ ｒ） ＋ Ｒ（ ｒ） － ｐΛ
μ ＋ δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ Ｚ２（ ｒ）é

ë
êê

ù

û
úú ｄｒ ＜ Ｋ

Ｍ
，

其中

　 　 ρ ＝ ４γＣ
２δ

， Ｋ ＝ σ ２Λ２

μ ２
＋ ργ ＣｐΛ

μ ＋ δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ２μ １ｍＣ
ａ
ａ０ｂ

Λ２

μ ２
＋ Ｃ ｐΛ

μ ＋ δ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ａ
ｂ

ａ
ａ０ｂ

，

　 　 Ｍ ＝ ｍｉｎ Ａ，３δ
４
，ＢＣ，ａ０{ } ．

证明　 定义一个 ２ 阶连续可微函数 Ｖ１：

　 　 Ｖ１（Ｎ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＝ （Ｎ － Λ ／ μ） ２

２
，

根据 Ｉｔô 公式有

　 　 ｄＶ１（Ｎ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＝ ＬＶ１（Ｎ，Ｉ，Ｒ，Ｚ）ｄｔ － σＮ Ｎ － Λ
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄＢ（ ｔ），

其中

　 　 ＬＶ１（Ｎ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＝ Ｎ － Λ
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷ （Λ － μＮ － δＩ） ＋ σ ２Ｎ２

２
＝

　 　 　 　 Ｎ － Λ
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － μ Ｎ － Λ

μ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － δＩé

ë
êê

ù

û
úú ＋ σ ２Ｎ２

２
＝

　 　 　 　 － μ Ｎ － Λ
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ δＩ Ｎ － Λ
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ σ ２Ｎ２

２
≤

　 　 　 　 － μ Ｎ － Λ
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ δＩ Ｎ － Λ
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ σ ２ Ｎ － Λ

μ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ σ ２Λ２

μ ２
＝

　 　 　 　 － （μ － σ ２） Ｎ － Λ
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ δＩ Ｎ － Λ
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ σ ２Λ２

μ ２
＝

　 　 　 　 － （μ － σ ２） Ｎ － Λ
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ δＩＮ ＋ δＩ Λ
μ

＋ σ ２Λ２

μ ２ ≤

　 　 　 　 － （μ － σ ２） Ｎ － Λ
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ δＩ２ ＋ δＩ Λ
μ

＋ σ ２Λ２

μ ２ ．

在上述不等式中，我们运用了不等式对 ∀ａ，ｂ ∈ Ｒ 有 （ａ ＋ ｂ） ２ ≤ ２ａ２ ＋ ２ｂ２ ．
定义一个 ２ 阶连续可微函数 Ｖ２：

　 　 Ｖ２（Ｎ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＝ Ｉ ＋ β ∫ｔ
ｔ －τ

Ｉ（ｕ）ｄｕ，
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根据 Ｉｔô 公式有

　 　 ｄＶ２（Ｎ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＝ ＬＶ２（Ｎ，Ｉ，Ｒ，Ｚ）ｄｔ － σＩｄＢ（ ｔ），
其中

　 　 ＬＶ２（Ｎ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ≤ βＩ（ ｔ － τ） － （μ ＋ δ ＋ γ） Ｉ ＋ βＩ － βＩ（ ｔ － τ） ＝
　 　 　 　 － （μ ＋ δ ＋ γ） Ｉ ＋ βＩ ＝ － （μ ＋ δ ＋ γ － β） Ｉ ．
定义一个 ２ 阶连续可微函数 Ｖ３：

　 　 Ｖ３（Ｎ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＝ １
２

Ｒ － ｐΛ
μ ＋ δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

，

根据 Ｉｔô 公式有

　 　 ｄＶ３（Ｎ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＝ ＬＶ３（Ｎ，Ｉ，Ｒ，Ｚ）ｄｔ － σＲ Ｒ － ｐΛ
μ ＋ δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄＢ（ ｔ），

其中

　 　 ＬＶ３（Ｎ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＝

　 　 　 　 Ｒ － ｐΛ
μ ＋ δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ［ｐΛ ＋ γＩ ＋ μ １ｍＺ（Ｎ － Ｉ － Ｒ） － （μ ＋ δ ０）Ｒ］ ＋ σ ２Ｒ２

２
＝

　 　 　 　 Ｒ － ｐΛ
μ ＋ δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ γＩ ＋ μ １ｍＺ（Ｎ － Ｉ － Ｒ） － （μ ＋ δ ０） Ｒ － ｐΛ

μ ＋ δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ＋ σ ２Ｒ２

２
＝

　 　 　 　 γＩ Ｒ － ｐΛ
μ ＋ δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ μ １ｍＺ（Ｎ － Ｉ － Ｒ） Ｒ － ｐΛ

μ ＋ δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 （μ ＋ δ ０） Ｒ － ｐΛ
μ ＋ δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ σ ２Ｒ２

２
＝

　 　 　 　 γＩＲ － γＩ ｐΛ
μ ＋ δ ０

＋ μ １ｍＺ（Ｎ － Ｉ － Ｒ）Ｒ － μ １ｍＺ（Ｎ － Ｉ － Ｒ） ｐΛ
μ ＋ δ ０

－

　 　 　 　 （μ ＋ δ ０） Ｒ － ｐΛ
μ ＋ δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ σ ２Ｒ２

２
≤

　 　 　 　 γＩＲ － γＩ ｐΛ
μ ＋ δ ０

＋ μ １ｍＺＮ２ － （μ ＋ δ ０） Ｒ － ｐΛ
μ ＋ δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋

　 　 　 　 σ ２ Ｒ － ｐΛ
μ ＋ δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ σ ２ ｐΛ
μ ＋ δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＜

　 　 　 　 γＩＲ － γＩ ｐΛ
μ ＋ δ ０

＋ μ １ｍ
ａ
ａ０ｂ

Ｎ２ － （μ ＋ δ ０） Ｒ － ｐΛ
μ ＋ δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋

　 　 　 　 σ ２ Ｒ － ｐΛ
μ ＋ δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ σ ２ ｐΛ
μ ＋ δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

≤

　 　 　 　 γ
２ρ

Ｉ２ ＋ ργ Ｒ － ｐΛ
μ ＋ δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ργ ｐΛ
μ ＋ δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ γＩ ｐΛ
μ ＋ δ ０

＋ ２μ １ｍ
ａ
ａ０ｂ

Ｎ － Λ
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋

　 　 　 　 ２μ １ｍ
ａ
ａ０ｂ

Λ２

μ ２
－ （μ ＋ δ ０） Ｒ － ｐΛ

μ ＋ δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ σ ２ Ｒ － ｐΛ
μ ＋ δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ σ ２ ｐΛ
μ ＋ δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝

　 　 　 　 γ
２ρ

Ｉ２ － （μ ＋ δ ０ － ργ － σ ２） Ｒ － ｐΛ
μ ＋ δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ２μ １ｍ
ａ
ａ０ｂ

Ｎ － Λ
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－

　 　 　 　 γＩ ｐΛ
μ ＋ δ ０

＋ ργ ｐΛ
μ ＋ δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ２μ １ｍ
ａ
ａ０ｂ

Λ２

μ ２
＋ σ ２ ｐΛ

μ ＋ δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

．
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在上述不等式中，我们运用了不等式对 ∀ａ，ｂ ∈ Ｒ 有 （ａ ＋ ｂ） ２ ≤２ａ２ ＋ ２ｂ２ 和 ∃ρ ∈ Ｒ ＋ 使得

　 　 γＩＲ ≤ γ
２ρ

Ｉ２ ＋ ργ
２

Ｒ２ ．

定义一个 ２ 阶连续可微函数 Ｖ４：

　 　 Ｖ４（Ｎ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＝ １
２

Ｚ２，

则

　 　 ｄＶ４（Ｎ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＝ Ｚ ａＩ
１ ＋ ｂＩ

－ ａ０Ｚ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ａＩ

１ ＋ ｂＩ
Ｚ － ａ０Ｚ２ ＜ ａ

ｂ
ａ
ａ０ｂ

－ ａ０Ｚ２ ．

定义一个 ２ 阶连续可微函数 Ｖ：
　 　 Ｖ（Ｎ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＝ Ｖ１（Ｎ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＋ Ｃ（Ｖ２（Ｎ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＋
　 　 　 　 Ｖ３（Ｎ，Ｉ，Ｒ，Ｚ）） ＋ Ｖ４（Ｎ，Ｉ，Ｒ，Ｚ），

其中 Ｃ ∈ Ｒ ＋ ．根据 Ｉｔô 公式有

　 　 ｄＶ（Ｎ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＝ ＬＶ（Ｎ，Ｉ，Ｒ，Ｚ）ｄｔ － σＮ Ｎ － Λ
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋æ

è
ç

　 　 　 　 ＣσＩ ＋ ＣσＲ Ｒ － ｐΛ
μ ＋ δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

ö

ø
÷ ｄＢ（ ｔ），

其中

　 　 ＬＶ（Ｎ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＜ － （μ － σ ２） Ｎ － Λ
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ δＩ２ ＋ δＩ Λ
μ

＋ σ ２Λ２

μ ２
－

　 　 　 　 （μ ＋ δ ＋ γ － β）ＣＩ ＋ Ｃ γ
２ρ

Ｉ２ － （μ ＋ δ ０ － ργ － σ ２） Ｒ － ｐΛ
μ ＋ δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋é

ë
êê

　 　 　 　 ２μ １ｍ
ａ
ａ０ｂ

Ｎ － Λ
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ γＩ ｐΛ
μ ＋ δ ０

＋ ργ ｐΛ
μ ＋ δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋

　 　 　 　 ２μ １ｍ
ａ
ａ０ｂ

Λ２

μ ２
＋ σ ２ ｐΛ

μ ＋ δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
ù

û
ú
ú
＋ ａ

ｂ
ａ
ａ０ｂ

－ ａ０Ｚ２ ＝

　 　 　 　 － μ － σ ２ － ２μ １ｍＣ
ａ
ａ０ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｎ － Λ

μ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ δ － Ｃ γ
２ρ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ２ －

　 　 　 　 Ｃ（μ ＋ δ ０ － ργ － σ ２） Ｒ － ｐΛ
μ ＋ δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－

　 　 　 　 ａ０Ｚ２ ＋ δ Λ
μ

－ （μ ＋ δ ＋ γ － β）Ｃ － Ｃγ ｐΛ
μ ＋ δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ ＋ σ ２Λ２

μ ２
＋

　 　 　 　 ργ ＣｐΛ
μ ＋ δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ２μ １ｍＣ
ａ
ａ０ｂ

Λ２

μ ２
＋ Ｃσ ２ ｐΛ

μ ＋ δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ａ
ｂ

ａ
ａ０ｂ

．

取 Ｃ ＝
δΛ（μ ＋ δ ０）

μ［（μ ＋ δ ＋ γ － β）（μ ＋ δ ０） ＋ γｐΛ］
且需满足 Ｃ ＞ ０， 则

　 　 ＬＶ（Ｎ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＝ － μ － σ ２ － ２μ １ｍＣ
ａ
ａ０ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｎ － Λ

μ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－

　 　 　 　 δ － Ｃ γ
２ρ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ２ － Ｃ（μ ＋ δ ０ － ργ － σ ２） Ｒ － ｐΛ

μ ＋ δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ ａ０Ｚ２ ＋ σ ２Λ２

μ ２
＋
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　 　 　 　 ργ ＣｐΛ
μ ＋ δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ２μ １ｍＣ
ａ
ａ０ｂ

Λ２

μ ２
＋ Ｃσ ２ ｐΛ

μ ＋ δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ａ
ｂ

ａ
ａ０ｂ

．

取 ρ ＝ ２γＣ ／ δ， 令

　 　 Ｋ ＝ σ ２Λ２

μ ２
＋ ργ ＣｐΛ

μ ＋ δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ２μ １ｍＣ
ａ
ａ０ｂ

Λ２

μ ２
＋ Ｃσ ２ ｐΛ

μ ＋ δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ａ
ｂ

ａ
ａ０ｂ

且满足

　 　 μ － σ ２ － ２μ １ｍＣ
ａ
ａ０ｂ

Ａ ＞ ０， μ ＋ δ ０ － ργ
２

－ σ ２ Ｂ ＞ ０，

则

　 　 ＬＶ（Ｎ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＝ － Ａ Ｎ － Λ
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ ３δ
４

Ｉ２ － ＢＣ Ｒ － ｐΛ
μ ＋ δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ ａ０Ｚ２ ＋ Ｋ ．

对 ｄＶ 两端从 ０ 到 ｔ 积分并取期望有

　 　 ０ ≤ Ｅ［Ｖ（Ｎ，Ｉ，Ｒ，Ｚ）］ ＜ Ｖ（Ｎ（０），Ｉ（０），Ｒ（０），Ｚ（０）） ＋

　 　 　 　 Ｅ ∫ｔ
０

－ Ａ Ｎ（ ｒ） － Λ
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ ３δ
４

Ｉ２（ ｒ） － ＢＣ Ｒ（ ｒ） － ｐΛ
μ ＋ δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ ａ０Ｚ２（ ｒ） ＋ Ｋé

ë
êê

ù

û
úú ｄｒ，

也即

　 　 Ｅ ∫ｔ
０
Ａ Ｎ（ ｒ） － Λ

μ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ３δ
４

Ｉ２（ ｒ） ＋ ＢＣ Ｒ（ ｒ） － ｐΛ
μ ＋ δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ａ０Ｚ２（ ｒ）é

ë
êê

ù

û
úú ｄｒ ＜

　 　 　 　 Ｖ（Ｎ（０），Ｉ（０），Ｒ（０），Ｚ（０）） ＋ Ｋｔ，
所以有

　 　 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→∞

１
ｔ
Ｅ ∫ｔ

０
Ａ Ｎ（ ｒ） － Λ

μ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ３δ
４

Ｉ２（ ｒ） ＋é

ë
êê

　 　 　 　 ＢＣ Ｒ（ ｒ） － ｐΛ
μ ＋ δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ａ０Ｚ２（ ｒ） ù

û
úú ｄｒ ＜ Ｋ ．

令 Ｍ ＝ ｍｉｎ { Ａ，３δ ／ ４，ＢＣ，ａ０ } ， 由已知条件可知 Ｍ ＞ ０， 使得

　 　 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→∞

１
ｔ
Ｅ ∫ｔ

０
Ｎ（ ｒ） － Λ

μ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ Ｉ２（ ｒ） ＋ Ｒ（ ｒ） － ｐΛ
μ ＋ δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ Ｚ２（ ｒ）é

ë
êê

ù

û
úú ｄｒ ＜ Ｋ

Ｍ
．

证毕．
由于模型（８）在无病平衡点 Ｅ１ 的渐近行为与模型（５）在无病平衡点 Ｅ０ 的渐近行为等价，

所以侧面证明了模型（５）在无病平衡点 Ｅ０ 的渐近行为．

注 １　 定理 ３ 表明： 模型（８）的解围绕无病平衡点 Ｅ１ 做随机振动，振动的强度与 σ２ 有关， σ２ 的值越小，
振动越弱，即随机干扰越小，模型（８）的解越接近确定性 ＳＩＲＳ 模型的无病平衡点 Ｅ１， 从而侧面证明了模型

（５）的解越接近确定性 ＳＩＲＳ 模型的无病平衡点 Ｅ０， 此时，疾病会消失．

３　 随机模型的解围绕确定性模型地方病平衡点的渐近行为

若 Ｒ０ ＞ １， 模型（４）存在地方病平衡点 Ｅ∗ ＝ （Ｓ∗，Ｉ∗，Ｒ∗，Ｚ∗）， 但是该平衡点不是模型

（５）的平衡点．下面证明在一定条件下，模型（５）的解围绕 Ｅ∗ 做随机振动．
定理 ４　 若模型（５）满足

　 　 Ｒ０ ＞ １， μ ＋ ２Ｃ０（μ － σ ２） － σ ２ －
２Ｃ１μ １ｍａ
ρ １ａ０ｂ

－ ２μ ＋ δ
２ρ ２

Ａ１ ＞ ０，

１８３１带有标准发生率和信息干预的随机时滞 ＳＩＲＳ 传染病模型的动力学行为



　 　 μ ＋ ２Ｃ１（μ ＋ δ ０） － σ ２ －
２ρ １Ｃ１μ １ｍａ

ａ０ｂ
－ ２Ｃ１σ ２ Ｂ１ ＞ ０， τ ≥ τ ０，

则对任意给定的初值（６），模型（５）的解具有如下性质：

　 　 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→∞

１
ｔ
Ｅ ∫ｔ

０
［（Ｓ（ ｒ） － Ｓ∗） ２ ＋ （ Ｉ（ ｒ） － Ｉ∗） ２ ＋

　 　 　 　 （Ｒ（ ｒ） － Ｒ∗） ２ ＋ （Ｚ（ ｒ） － Ｚ∗） ２］ｄｒ ＜
Ｋ１

Ｍ１
，

其中

　 　 Ｃ０ ＝ μ
δ ０

， Ｃ１ ＝ ２μ ＋ δ
２γ

， ρ １ ＝
ａ０ｂ（μ ＋ ２Ｃ１μ ＋ ２Ｃ１δ ０）

４Ｃ１μ １ｍａ
， ρ ２ ＝ μ ＋ δ

２（２μ ＋ δ）
， σ ２ ＝ μ ＋ δ

４
，

　 　 Ｋ１ ＝ σ ２（Ｓ∗） ２ ＋ σ ２（ Ｉ∗） ２ ＋ σ ２（Ｒ∗） ２ ＋ ２Ｃ０σ ２（Ｓ∗） ２ ＋ ２Ｃ１σ ２（Ｒ∗） ２ ＋

　 　 　 　
２Ｃ０Ｓ∗βΛ

μ
＋ ２ａ２

ａ０（ｂ∗） ２
＋ ２ａ０（Ｚ∗） ２，

　 　 Ｍ１ ＝ ｍｉｎ Ａ１，
μ ＋ δ

２
，Ｂ１，２ａ０{ } ．

证明　 定义一个 ２ 阶连续可微函数 Ｖ１：

　 　 Ｖ１（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＝ （Ｓ － Ｓ∗ ＋ Ｉ － Ｉ∗ ＋ Ｒ － Ｒ∗） ２

２
，

根据 Ｉｔô 公式有

　 　 ｄＶ１（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＝ ＬＶ１（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ）ｄｔ －
　 　 　 　 σ（Ｓ ＋ Ｉ ＋ Ｒ）（Ｓ － Ｓ∗ ＋ Ｉ － Ｉ∗ ＋ Ｒ － Ｒ∗）ｄＢ（ ｔ），

其中

　 　 ＬＶ１（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＝

　 　 　 　 （Ｓ － Ｓ∗ ＋ Ｉ － Ｉ∗ ＋ Ｒ － Ｒ∗）［Λ － μＳ － （μ ＋ δ） Ｉ － μＲ］ ＋ σ ２（Ｓ２ ＋ Ｉ２ ＋ Ｒ２）
２

≤

　 　 　 　 － μ（Ｓ － Ｓ∗） ２ － （２μ ＋ δ）（Ｓ － Ｓ∗）（ Ｉ － Ｉ∗） －
　 　 　 　 ２μ（Ｓ － Ｓ∗）（Ｒ － Ｒ∗） － （μ ＋ δ）（ Ｉ － Ｉ∗） ２ －
　 　 　 　 （２μ ＋ δ）（ Ｉ － Ｉ∗）（Ｒ － Ｒ∗） － μ（Ｒ － Ｒ∗） ２ ＋ σ ２（Ｓ － Ｓ∗） ２ ＋
　 　 　 　 σ ２（Ｓ∗） ２ ＋ σ ２（ Ｉ － Ｉ∗） ２ ＋ σ ２（ Ｉ∗） ２ ＋ σ ２（Ｒ － Ｒ∗） ２ ＋ σ ２（Ｒ∗） ２ ＝
　 　 　 　 － （μ － σ ２）（Ｓ － Ｓ∗） ２ － （μ ＋ δ － σ ２）（ Ｉ － Ｉ∗） ２ － （μ － σ ２）（Ｒ － Ｒ∗） ２ －
　 　 　 　 （２μ ＋ δ）（Ｓ － Ｓ∗）（ Ｉ － Ｉ∗） － ２μ（Ｓ － Ｓ∗）（Ｒ － Ｒ∗） －
　 　 　 　 （２μ ＋ δ）（ Ｉ － Ｉ∗）（Ｒ － Ｒ∗） ＋ σ ２（Ｓ∗） ２ ＋ σ ２（ Ｉ∗） ２ ＋ σ ２（Ｒ∗） ２ ．

在上述不等式中，我们运用了不等式对 ∀ａ，ｂ ∈ Ｒ 有 （ａ ＋ ｂ） ２ ≤ ２ａ２ ＋ ２ｂ２ ．
定义一个 ２ 阶连续可微函数 Ｖ２：
　 　 Ｖ２（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＝ Ｃ０（Ｓ － Ｓ∗） ２，

根据 Ｉｔô 公式有

　 　 ｄＶ２（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＝ ＬＶ２（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ）ｄｔ － ２Ｃ０σＳ（Ｓ － Ｓ∗）ｄＢ（ ｔ），
其中

　 　 ＬＶ２（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＝
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　 　 　 　 ２Ｃ０（Ｓ － Ｓ∗） （１ － ｐ）Λ － βＳＩ（ ｔ － τ）
Ｎ

－ μＳ － μ １ｍＺＳ ＋ δ ０Ｒ
é

ë
êê

ù

û
úú ＋ Ｃ０σ ２Ｓ２ ＝

　 　 　 　 ２Ｃ０（Ｓ － Ｓ∗） － βＳＩ（ ｔ － τ）
Ｎ

－ βＳ∗Ｉ∗（ ｔ － τ）
Ｎ∗

æ

è
ç

ö

ø
÷ －é

ë
ê
ê

　 　 　 　 μ（Ｓ － Ｓ∗） － μ １ｍ（ＺＳ － Ｚ∗Ｓ∗） ＋ δ ０（Ｒ － Ｒ∗） ù

û
úú ＋ Ｃ０σ ２Ｓ２ ＝

　 　 　 　 － ２Ｃ０（Ｓ － Ｓ∗） βＳＩ（ ｔ － τ）
Ｎ

＋ ２Ｃ０（Ｓ － Ｓ∗） βＳ∗Ｉ∗（ ｔ － τ）
Ｎ∗

－ ２Ｃ０μ（Ｓ － Ｓ∗） ２ －

　 　 　 　 ２Ｃ０μ １ｍ（Ｓ － Ｓ∗）（ＺＳ － Ｚ∗Ｓ∗） ＋ ２Ｃ０δ ０（Ｓ － Ｓ∗）（Ｒ － Ｒ∗） ＋ Ｃ０σ ２Ｓ２ ≤

　 　 　 　 ２Ｃ０Ｓ∗βＩ（ ｔ － τ） ＋ ２Ｃ０Ｓ
βＳ∗Ｉ∗（ ｔ － τ）

Ｎ∗
－ ２Ｃ０（μ － σ ２）（Ｓ － Ｓ∗） ２ ＋

　 　 　 　 ２Ｃ０μ １ｍＳＺ∗Ｓ∗ ＋ ２Ｃ０μ １ｍＳＺＳ∗ ＋ ２Ｃ０δ ０（Ｓ － Ｓ∗）（Ｒ － Ｒ∗） ＋ ２Ｃ０σ ２（Ｓ∗） ２ ＜
　 　 　 　 ２Ｃ０Ｓ∗βＩ（ ｔ － τ） ＋ ２Ｃ０βＳ∗Ｓ － ２Ｃ０（μ － σ ２）（Ｓ － Ｓ∗） ２ ＋ ２Ｃ０μ １ｍＳＺ∗Ｓ∗ ＋

　 　 　 　 ２Ｃ０μ １ｍ
ａ
ａ０ｂ

ＳＳ∗ ＋ ２Ｃ０δ ０（Ｓ － Ｓ∗）（Ｒ － Ｒ∗） ＋ ２Ｃ０σ ２（Ｓ∗） ２ ＝

　 　 　 　 ２Ｃ０Ｓ∗βＩ（ ｔ － τ） ＋ ２Ｃ０βＳ∗ ＋ ２Ｃ０μ １ｍＺ∗Ｓ∗ ＋ ２Ｃ０μ １ｍ
ａ
ａ０ｂ

Ｓ∗æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｓ －

　 　 　 　 ２Ｃ０（μ － σ ２）（Ｓ － Ｓ∗） ２ ＋ ２Ｃ０δ ０（Ｓ － Ｓ∗）（Ｒ － Ｒ∗） ＋ ２Ｃ０σ ２ （Ｓ∗） ２ ＜

　 　 　 　 ２Ｃ０βＳ∗ ＋ ２Ｃ０μ １ｍＺ∗Ｓ∗ ＋ ２Ｃ０μ １ｍ
ａ
ａ０ｂ

Ｓ∗æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ（ ｔ － τ） ＋

　 　 　 　 ２Ｃ０βＳ∗ ＋ ２Ｃ０μ １ｍＺ∗Ｓ∗ ＋ ２Ｃ０μ １ｍ
ａ
ａ０ｂ

Ｓ∗æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｓ －

　 　 　 　 ２Ｃ０（μ － σ ２）（Ｓ － Ｓ∗） ２ ＋ ２Ｃ０δ ０（Ｓ － Ｓ∗）（Ｒ － Ｒ∗） ＋ ２Ｃ０σ ２（Ｓ∗） ２ ＝
　 　 　 　 ＰＩ（ ｔ － τ） ＋ ＰＳ － ２Ｃ０（μ － σ ２）（Ｓ － Ｓ∗） ２ ＋
　 　 　 　 ２Ｃ０δ ０（Ｓ － Ｓ∗）（Ｒ － Ｒ∗） ＋ ２Ｃ０σ ２（Ｓ∗） ２ ．

在上述不等式中，我们定义

　 　 Ｐ ２Ｃ０βＳ∗ ＋ ２Ｃ０μ １ｍＺ∗Ｓ∗ ＋ ２Ｃ０μ １ｍ
ａ
ａ０ｂ

Ｓ∗，

且运用了不等式对 ∀ａ，ｂ ∈ Ｒ 有 （ａ ＋ ｂ） ２ ≤ ２ａ２ ＋ ２ｂ２ ．
定义一个 ２ 阶连续可微函数 Ｖ３：
　 　 Ｖ３（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＝ Ｃ１（Ｒ － Ｒ∗） ２，

根据 Ｉｔô 公式有

　 　 ｄＶ３（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＝ ＬＶ３（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ）ｄｔ － ２Ｃ１σＲ（Ｒ － Ｒ∗）ｄＢ（ ｔ），
其中

　 　 ＬＶ３（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＝ ２Ｃ１（Ｒ － Ｒ∗）［ｐΛ ＋ γＩ ＋ μ １ｍＺＳ － （μ ＋ δ ０）Ｒ］ ＋ Ｃ１σ ２Ｒ２ ＝
　 　 　 　 ２Ｃ１γ（Ｒ － Ｒ∗）（ Ｉ － Ｉ∗） ＋ ２Ｃ１μ １ｍ（Ｒ － Ｒ∗）（ＺＳ － Ｚ∗Ｓ∗） －
　 　 　 　 ２Ｃ１（μ ＋ δ ０）（Ｒ － Ｒ∗） ２ ＋ Ｃ１σ ２Ｒ２ ≤
　 　 　 　 ２Ｃ１γ（Ｒ － Ｒ∗）（ Ｉ － Ｉ∗） ＋ ２Ｃ１μ １ｍＲＺＳ ＋ ２Ｃ１μ １ｍＺ∗Ｓ∗Ｒ∗ －
　 　 　 　 ２Ｃ１（μ ＋ δ ０）（Ｒ － Ｒ∗） ２ ＋ ２Ｃ１σ ２（Ｒ － Ｒ∗） ２ ＋ ２Ｃ１σ ２（Ｒ∗） ２ ＜

３８３１带有标准发生率和信息干预的随机时滞 ＳＩＲＳ 传染病模型的动力学行为



　 　 　 　 ２Ｃ１γ（Ｒ － Ｒ∗）（ Ｉ － Ｉ∗） ＋ ２Ｃ１μ １ｍ
ａ
ａ０ｂ

ＲＳ ＋ ２Ｃ１μ １ｍＺ∗Ｓ∗Ｒ∗ －

　 　 　 　 ２Ｃ１（μ ＋ δ ０）（Ｒ － Ｒ∗） ２ ＋ ２Ｃ１σ ２（Ｒ － Ｒ∗） ２ ＋ ２Ｃ１σ ２（Ｒ∗） ２ ＝

　 　 　 　 ２Ｃ１γ（Ｒ － Ｒ∗）（ Ｉ － Ｉ∗） ＋
２Ｃ１μ １ｍａ
ρ １ａ０ｂ

（Ｓ － Ｓ∗） ２ －

　 　 　 　 ２Ｃ１（μ ＋ δ ０） －
２ρ １Ｃ１μ １ｍａ

ａ０ｂ
－ ２Ｃ１σ ２é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú （Ｒ － Ｒ∗） ２ ＋ ２Ｃ１μ １ｍＺ∗Ｓ∗Ｒ∗ ＋

　 　 　 　 ２Ｃ１σ ２（Ｒ∗） ２ ＋
２Ｃ１μ １ｍａ
ρ １ａ０ｂ

（Ｓ∗） ２ ＋
２ρ １Ｃ１μ １ｍａ

ａ０ｂ
（Ｒ∗） ２ ．

在上述不等式中，我们运用了不等式对 ∀ａ，ｂ ∈ Ｒ 有 （ａ ＋ ｂ） ２ ≤２ａ２ ＋ ２ｂ２ 和 ∃ρ １ ∈ Ｒ ＋ 使得

　 　 ２Ｃ１μ １ｍ
ａ
ａ０ｂ

ＳＲ ≤
Ｃ１μ １ｍａ
ρ １ａ０ｂ

Ｓ２ ＋
ρ １Ｃ１μ １ｍａ

ａ０ｂ
Ｒ２ ．

定义一个 ２ 阶连续可微函数 Ｖ４：

　 　 Ｖ４（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＝ Ｐ ∫ｔ
ｔ －τ
Ｉ（ｕ）ｄｕ，

则

　 　 ｄＶ４（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＝ Ｐ（ Ｉ（ ｔ） － Ｉ（ ｔ － τ）） ．
定义一个 ２ 阶连续可微函数 Ｖ５：

　 　 Ｖ５（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＝ Ｐ
μ

（Ｓ ＋ Ｉ ＋ Ｒ），

根据 Ｉｔô 公式有

　 　 ｄＶ５（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＝ ＬＶ５（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ）ｄｔ －
Ｐσ
μ

（Ｓ ＋ Ｉ ＋ Ｒ）ｄＢ（ ｔ），

其中

　 　 ＬＶ５（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＝ Ｐ
μ
［Λ － μＳ － （μ ＋ δ） Ｉ － μＲ］ ≤ Ｐ

μ
（Λ － μＳ － μＩ） ．

定义一个 ２ 阶连续可微函数 Ｖ６：
　 　 Ｖ６（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＝ （Ｚ － Ｚ∗） ２，

则

　 　 ｄＶ６（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＝ ２（Ｚ － Ｚ∗） ａＩ
１ ＋ ｂＩ

－ ａ０Ｚ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 　 　 　 ２（Ｚ － Ｚ∗） ａＩ
１ ＋ ｂＩ

－ ａ０（Ｚ － Ｚ∗ ＋ Ｚ∗）é

ë
êê

ù

û
úú ＝

　 　 　 　 ２（Ｚ － Ｚ∗） ａＩ
１ ＋ ｂＩ

－ ａ０（Ｚ － Ｚ∗） － ａ０Ｚ∗é

ë
êê

ù

û
úú ≤

　 　 　 　 ２Ｚ ａＩ
１ ＋ ｂＩ

－ ２ａ０（Ｚ － Ｚ∗） ２ ＋ ２ａ０（Ｚ∗） ２ ＜

　 　 　 　 ２ａ２

ａ０ （ｂ∗） ２
－ ２ａ０（Ｚ － Ｚ∗） ２ ＋ ２ａ０（Ｚ∗） ２ ．

定义一个 ２ 阶连续可微函数 Ｖ：
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　 　 Ｖ（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＝ Ｖ１（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＋ Ｖ２（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＋ Ｖ３（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＋
　 　 　 　 Ｖ４（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＋ Ｖ５（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＋ Ｖ６（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ），

根据 Ｉｔô 公式有

　 　 ｄＶ（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＝ ＬＶ（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ）ｄｔ － σ（Ｓ ＋ Ｉ ＋ Ｒ）（Ｓ － Ｓ∗ ＋ Ｉ － Ｉ∗ ＋ Ｒ － Ｒ∗） ＋é
ë
êê

　 　 　 　 ２Ｃ０σＳ（Ｓ － Ｓ∗） ＋ ２Ｃ１σＲ（Ｒ － Ｒ∗） ＋ Ｐσ
μ

（Ｓ ＋ Ｉ ＋ Ｒ） ù

û
úú ｄＢ（ ｔ），

其中

　 　 ＬＶ（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＜ － （μ － σ ２）（Ｓ － Ｓ∗） ２ － （μ ＋ δ － σ ２）（ Ｉ － Ｉ∗） ２ －
　 　 　 　 （μ － σ ２）（Ｒ － Ｒ∗） ２ － （２μ ＋ δ）（Ｓ － Ｓ∗）（ Ｉ － Ｉ∗） －
　 　 　 　 ２μ（Ｓ － Ｓ∗）（Ｒ － Ｒ∗） － （２μ ＋ δ）（ Ｉ － Ｉ∗）（Ｒ － Ｒ∗） ＋ σ ２（Ｓ∗） ２ ＋
　 　 　 　 σ ２（ Ｉ∗） ２ ＋ σ ２（Ｒ∗） ２ ＋ ＰＩ（ ｔ － τ） ＋ ＰＳ － ２Ｃ０（μ － σ ２）（Ｓ － Ｓ∗） ２ ＋
　 　 　 　 ２Ｃ０δ ０（Ｓ － Ｓ∗）（Ｒ － Ｒ∗） ＋ ２Ｃ０σ ２（Ｓ∗） ２ ＋ ２Ｃ１γ（Ｒ － Ｒ∗）（ Ｉ － Ｉ∗） ＋

　 　 　 　
２Ｃ１μ １ｍａ
ρ １ａ０ｂ

（Ｓ － Ｓ∗） ２ － ２Ｃ１（μ ＋ δ ０） －
２ρ １Ｃ１μ １ｍａ

ａ０ｂ
－ ２Ｃ１σ ２é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú （Ｒ － Ｒ∗） ２ ＋

　 　 　 　 ２Ｃ１μ １ｍＺ∗Ｓ∗Ｒ∗ ＋ ２Ｃ１σ ２（Ｒ∗） ２ ＋
２Ｃ１μ １ｍａ
ρ １ａ０ｂ

（Ｓ∗） ２ ＋

　 　 　 　
２ρ １Ｃ１μ １ｍａ

ａ０ｂ
（Ｒ∗） ２ ＋ Ｐ（ Ｉ（ ｔ） － Ｉ（ ｔ － τ）） ＋ Ｐ

μ
（Λ － μＳ － μＩ） ＋

　 　 　 　 ２ａ２

ａ０ （ｂ∗） ２
－ ２ａ０（Ｚ － Ｚ∗） ２ ＋ ２ａ０（Ｚ∗） ２ ＝

　 　 　 　 － μ ＋ ２Ｃ０（μ － σ ２） － σ ２ －
２Ｃ１μ １ｍａ
ρ １ａ０ｂ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú （Ｓ － Ｓ∗） ２ － （μ ＋ δ － σ ２）（ Ｉ － Ｉ∗） ２ －

　 　 　 　 μ ＋ ２Ｃ１（μ ＋ δ ０） － σ ２ －
２ρ １Ｃ１μ １ｍａ

ａ０ｂ
－ ２Ｃ１σ ２é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú （Ｒ － Ｒ∗） ２ － ２ａ０（Ｚ － Ｚ∗） ２ －

　 　 　 　 （２μ ＋ δ）（Ｓ － Ｓ∗）（ Ｉ － Ｉ∗） ＋ （２Ｃ０δ ０ － ２μ）（Ｓ － Ｓ∗）（Ｒ － Ｒ∗） ＋
　 　 　 　 ［２Ｃ１γ － （２μ ＋ δ）］（ Ｉ － Ｉ∗）（Ｒ － Ｒ∗） ＋ σ ２（Ｓ∗） ２ ＋ σ ２（ Ｉ∗） ２ ＋ σ ２（Ｒ∗） ２ ＋
　 　 　 　 ２Ｃ０σ ２（Ｓ∗） ２ ＋ ２Ｃ１μ １ｍＺ∗Ｓ∗Ｒ∗ ＋ ２Ｃ１σ ２（Ｒ∗） ２ ＋

　 　 　 　
２Ｃ１μ １ｍａ
ρ １ａ０ｂ

（Ｓ∗） ２ ＋
２ρ １Ｃ１μ １ｍａ

ａ０ｂ
（Ｒ∗） ２ ＋ ＰΛ

μ
＋ ２ａ２

ａ０ （ｂ∗） ２
＋ ２ａ０（Ｚ∗） ２ ．

取 Ｃ０ ＝ μ ／ δ ０，Ｃ１ ＝ （２μ ＋ δ） ／ ２γ， 则

　 　 ＬＶ（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＜ － μ ＋ ２Ｃ０（μ － σ ２） － σ ２ －
２Ｃ１μ １ｍａ
ρ １ａ０ｂ

－ ２μ ＋ δ
２ρ ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú （Ｓ － Ｓ∗） ２ －

　 　 　 　 μ ＋ δ － σ ２ －
ρ ２（２μ ＋ δ）

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ （ Ｉ － Ｉ∗） ２ －

　 　 　 　 μ ＋ ２Ｃ１（μ ＋ δ ０） － σ ２ －
２ρ １Ｃ１μ １ｍａ

ａ０ｂ
－ ２Ｃ１σ ２é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú （Ｒ － Ｒ∗） ２ －

　 　 　 　 ２ａ０（Ｚ － Ｚ∗） ２ ＋ σ ２（Ｓ∗） ２ ＋ σ ２（ Ｉ∗） ２ ＋ σ ２（Ｒ∗） ２ ＋ ２Ｃ０σ ２（Ｓ∗） ２ ＋

　 　 　 　 ２Ｃ１μ １ｍＺ∗Ｓ∗Ｒ∗ ＋ ２Ｃ１σ ２（Ｒ∗） ２ ＋
２Ｃ１μ １ｍａ
ρ １ａ０ｂ

（Ｓ∗） ２ ＋
２ρ １Ｃ１μ １ｍａ

ａ０ｂ
（Ｒ∗） ２ ＋

５８３１带有标准发生率和信息干预的随机时滞 ＳＩＲＳ 传染病模型的动力学行为



　 　 　 　 ＰΛ
μ

＋ ２ａ２

ａ０（ｂ∗） ２
＋ ２ａ０（Ｚ∗） ２ ．

在上述不等式中，我们运用了不等式 ∃ρ ２ ∈ Ｒ ＋ 使得

　 　 － （２μ ＋ δ）（Ｓ － Ｓ∗）（ Ｉ － Ｉ∗） ≤ ２μ ＋ δ
２ρ ２

（Ｓ － Ｓ∗） ２ ＋ ρ ２
２μ ＋ δ

２
（ Ｉ － Ｉ∗） ２ ．

取

　 　 ρ １ ＝
ａ０ｂ（μ ＋ ２Ｃ１μ ＋ ２Ｃ１δ ０）

４Ｃ１μ １ｍａ
， ρ ２ ＝ μ ＋ δ

２（２μ ＋ δ）
， σ ２ ＝ μ ＋ δ

４
，

令

　 　 Ｋ１ ＝ σ ２（Ｓ∗） ２ ＋ σ ２（ Ｉ∗） ２ ＋ σ ２（Ｒ∗） ２ ＋ ２Ｃ０σ ２（Ｓ∗） ２ ＋ ２Ｃ１μ １ｍＺ∗Ｓ∗Ｒ∗ ＋

　 　 　 　 ２Ｃ１σ ２（Ｒ∗） ２ ＋
２Ｃ１μ １ｍａ
ρ １ａ０ｂ

（Ｓ∗） ２ ＋
２ρ １Ｃ１μ １ｍａ

ａ０ｂ
（Ｒ∗） ２ ＋

　 　 　 　 ＰΛ
μ

＋ ２ａ２

ａ０（ｂ∗） ２
＋ ２ａ０（Ｚ∗） ２，

且满足

　 　 μ ＋ ２Ｃ０（μ － σ ２） － σ ２ －
２Ｃ１μ １ｍａ
ρ １ａ０ｂ

－ ２μ ＋ δ
２ρ ２

Ａ１ ＞ ０，

　 　 μ ＋ ２Ｃ１（μ ＋ δ ０） － σ ２ －
２ρ １Ｃ１μ １ｍａ

ａ０ｂ
－ ２Ｃ１σ ２ Ｂ１ ＞ ０，

则

　 　 ＬＶ（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ） ＝ － Ａ１（Ｓ － Ｓ∗） ２ － μ ＋ δ
２

（ Ｉ － Ｉ∗） ２ －

　 　 　 　 Ｂ１（Ｒ － Ｒ∗） ２ － ２ａ０（Ｚ － Ｚ∗） ２ ＋ Ｋ１ ．
对 ｄＶ 两端从 ０ 到 ｔ 积分并取期望有

　 　 ０ ≤ Ｅ［Ｖ（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｚ）］ ＜ Ｖ（Ｓ（０），Ｉ（０），Ｒ（０），Ｚ（０）） ＋

　 　 　 　 Ｅ ∫ｔ
０

－ Ａ１（Ｓ（ ｒ） － Ｓ∗） ２ － μ ＋ δ
２

（ Ｉ（ ｒ） － Ｉ∗） ２ －é

ë
êê

　 　 　 　 Ｂ１（Ｒ（ ｒ） － Ｒ∗） ２ － ２ａ０（Ｚ（ ｒ） － Ｚ∗） ２ ＋ Ｋ１
ù

û
úú ｄｒ，

也即

　 　 Ｅ ∫ｔ
０
Ａ１（Ｓ（ ｒ） － Ｓ∗） ２ ＋ μ ＋ δ

２
（ Ｉ（ ｒ） － Ｉ∗） ２ ＋é

ë
êê

　 　 　 　 Ｂ１（Ｒ（ ｒ） － Ｒ∗） ２ ＋ ２ａ０（Ｚ（ ｒ） － Ｚ∗） ２ ù

û
úú ｄｒ ＜

　 　 　 　 Ｖ（Ｓ（０），Ｉ（０），Ｒ（０），Ｚ（０）） ＋ Ｋ１ ｔ，
所以有

　 　 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→∞

１
ｔ
Ｅ ∫ｔ

０
Ａ１（Ｓ（ ｒ） － Ｓ∗） ２ ＋é

ë
êê

　 　 　 　 μ ＋ δ
２

（ Ｉ（ ｒ） － Ｉ∗） ２ ＋ Ｂ１（Ｒ（ ｒ） － Ｒ∗） ２ ＋ ２ａ０（Ｚ（ ｒ） － Ｚ∗） ２ ù

û
úú ｄｒ ＜ Ｋ１ ．

令
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　 　 Ｍ１ ＝ ｍｉｎ Ａ１，
μ ＋ δ

２
，Ｂ１，２ａ０{ } ，

由已知条件可知 Ｍ１ ＞ ０， 使得

　 　 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→∞

１
ｔ
Ｅ ∫ｔ

０
［（Ｓ（ ｒ） － Ｓ∗） ２ ＋ （ Ｉ（ ｒ） － Ｉ∗） ２ ＋

　 　 　 　 （Ｒ（ ｒ） － Ｒ∗） ２ ＋ （Ｚ（ ｒ） － Ｚ∗） ２］ｄｒ ＜
Ｋ１

Ｍ１
．

证毕．

注 ２　 定理 ４ 表明： 模型（５）的解围绕地方病平衡点 Ｅ∗ 做随机振动，振动的强度与 σ２ 有关， σ２ 的值越小，
振动越弱，即随机干扰越小，模型（５）的解越接近确定性 ＳＩＲＳ 模型的地方病平衡点 Ｅ∗， 此时，疾病将会持续．

４　 结论与展望

本文考虑了一类带有标准发生率和信息干预的随机时滞 ＳＩＲＳ 传染病模型，研究了模型唯

一正解的全局存在性和该模型的解在其确定模型无病平衡点和地方病平衡点附近的渐近行

为，得到了在一定条件下模型（５）的解分别围绕无病平衡点 Ｅ０ 和地方病平衡点 Ｅ∗ 做随机振

动．振动的强度与 σ ２ 有关， σ ２ 的值越小，振动越弱，即随机干扰越小，模型（５）的解分别越接近

确定性 ＳＩＲＳ 模型的无病平衡点 Ｅ０ 和地方病平衡点 Ｅ∗ ．文章有一些新的问题有待解决，如在

现实生活中，不同年龄的人群对流行病的抵抗能力有着较大的差异，将年龄结构引入到模型

中，是后期的一个研究方向．
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