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摘要：　 针对多体系统动力学微分⁃代数方程形式，在时间区间上构造 Ｌ⁃稳定方法，分别基于等距

节点、Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 节点和 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 节点等非等距节点建立求解格式，依据 Ｅｈｌｅ 定理及猜想，与 Ｐａｄé
逼近式对比得到待定矩阵和向量，从而获得 Ｌ⁃稳定求解公式，循环求解过程采用 Ｎｅｗｔｏｎ 迭代法计

算．以平面双连杆机械臂系统为例，使用 Ｌ⁃稳定方法进行数值仿真，通过改变时间区间节点数和步

长对各个指标结果进行比较，并与经典 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法对比．结果表明，该方法具有稳定性好、精度

高等优点，适用于长时间情况下的多体系统动力学仿真．
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引　 　 言

微分方程数值求解的稳定性是判断数值方法好坏的重要指标之一．２０ 世纪 ６０ 年代，经过

Ｄａｈｌｑｕｉｓｔ、Ｗｉｄｌｕｎｄ、Ｇｅａｒ 等学者的创新和发展，稳定性理论得到深入发展．Ｄａｈｌｑｕｉｓｔ［１］以线性方

程 ｙ′ ＝ μｙ 为模型方程提出了 Ａ⁃稳定，即稳定域包含左半复平面．Ｗｉｄｌｕｎｄ［２］ 提出了 Ａ（α） ⁃ 稳
定，即稳定域边界与正实轴的夹角为 α ．Ｇｅａｒ［３］提出了刚性稳定，同时将 Ａ⁃稳定概念推广到非

线性问题．１９７５ 年，Ｄａｈｌｑｕｉｓｔ［４］提出了单支方法及线性多步法的 Ｇ⁃稳定概念．Ｂｕｔｃｈｅｒ 等［５⁃６］ 以

非线性方程 ｙ′ ＝ ｆ（ｙ） 为模型方程，研究了 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法的非线性稳定性，建立了 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ
方法的 Ｂ⁃稳定与代数稳定理论，以及一般线性方法的代数稳定准则．Ｌｉ（李寿佛） ［７］ 建立了一

般线性方法的 （ｋ，ｐ，ｑ） 稳定性理论以及（ｋ，ｐ，ｑ） 的弱代数稳定性准则．对于刚性微分方程，希
望刚性分量能够尽快衰减，同时稳定域包含左半复平面，仅 Ａ⁃稳定是不够的．Ｅｈｌｅ［８］ 提出了 Ｌ⁃
稳定，Ｈａｉｒｅｒ 等［９］指出 Ｌ⁃稳定的数值方法会引入阻尼效应，但对抑制高频振荡是很有效的，进
而一些学者提出了基于 Ｌ⁃稳定求解刚性方程的隐式单步法和多步法，这些方法多基于常微分

方程，针对微分⁃代数方程的 Ｌ⁃稳定方法研究相对较少．
多体系统动力学方程的典型形式为微分⁃代数方程，由常微分运动方程和代数约束方程组

成，其数值求解是多体系统动力学研究中的热点和难点．目前微分⁃代数方程的数值解法主要

有直接积分法、精细指数积分法［１０］、最优控制保辛算法［１１］、 Ｎｅｗｍａｒｋ⁃β 类方法等．这些方法针
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对特定问题表现出了较高的数值精度，例如，精细指数积分法主要求解弱非线性问题，其数值

精度要比同阶的 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法高；最优控制保辛算法在轨迹追踪等方面发挥了很大优势，
能较好地与目标轨迹相吻合； Ｎｅｗｍａｒｋ⁃β 类方法在短时间仿真下表现出较好的收敛性，长时

间仿真过程中误差累积较为严重［１２］，需结合约束投影等方法进行修正［１３⁃１４］，这些方法对于稳

定性的研究相对较少．本文建立了多体系统动力学微分⁃代数方程的 Ｌ⁃稳定方法一般形式，基
于等距节点、Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 节点和 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 节点给出了具体构造过程，并通过平面双连杆机械臂

系统进行验证比较方程的 Ｌ⁃稳定方法一般形式，基于等距节点、Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 节点和 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 节

点给出了具体构造过程，并通过平面双连杆机械臂系统进行验证比较．

１　 多体系统动力学微分⁃代数方程

多体系统动力学指标⁃３ 的微分⁃代数方程形式为

　 　
Ｍ（ｑ）ｑ ＋ ΦＴ

ｑ（ｑ，ｔ）λ － Ｆ（ｑ，ｑ，ｔ） ＝ ０，
Φ（ｑ，ｔ） ＝ ０，{ （１）

其中 ｑ ＝ ［ｑ１（ ｔ）　 ｑ２（ ｔ）　 …　 ｑｎ（ ｔ）］ Ｔ 为系统的广义坐标， ｑ ＝ ｄｑ ／ ｄｔ 为广义速度， ｑ ＝ ｄ２ｑ ／ ｄｔ２

为广义加速度， λ ＝ ［λ １ 　 λ ２ 　 …　 λｍ］ Ｔ 是 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子，Ｍ∈ Ｒｎ×ｎ 是对称正定的质量矩阵，
Ｆ ∈ Ｒｎ 是广义力矢量， Φ ＝ ［Φ１ 　 Φ２ 　 …　 Φｍ］ Ｔ 为 ｍ 个完整的位移约束．

对约束方程 Φ关于时间 ｔ 分别求一、二阶导数，并与方程（１）中的微分方程联立可得如下

指标⁃２、指标⁃１ 的微分⁃代数方程形式：

　 　
Ｍ（ｑ）ｑ ＋ ΦＴ

ｑ（ｑ，ｔ）λ － Ｆ（ｑ，ｑ，ｔ） ＝ ０，
Φｑ（ｑ，ｔ）ｑ ＋ Φｔ（ｑ，ｔ） ＝ ０，{ （２）

　 　
Ｍ（ｑ）ｑ ＋ ΦＴ

ｑ（ｑ，ｔ）λ － Ｆ（ｑ，ｑ，ｔ） ＝ ０，
Φｑ（ｑ，ｔ）ｑ ＋ ［Φｑ（ｑ，ｔ）ｑ］ ｑｑ ＋ ２Φｑｔ（ｑ，ｔ）ｑ ＋ Φｔｔ（ｑ，ｔ） ＝ ０ ．{ （３）

当初值 ｑ０ ＝ ｑ（０），ｑ０ ＝ ｑ（０） 已知时，可以使用 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法直接求解指标⁃１（方程（３）），但
在选取步长较大的情况下，会导致精度降低，总能量随时间而增大［１５］；步长较小，会导致计算

效率降低，而且稳定性较差，并且对于指标⁃３（方程（１））和指标⁃２（方程（２）），不能使用 Ｒｕｎｇｅ⁃
Ｋｕｔｔａ 法直接求解．下面构造 Ｌ⁃稳定方法，可以用于求解指标⁃１、⁃２、⁃３ 的多体系统动力学微分⁃
代数方程．

２　 微分⁃代数方程 Ｌ 稳定格式的构造

２．１　 Ｌ稳定方法的一般形式
１９７２ 年，Ｓｈａｍｐｉｎｅ 和 Ｗａｔｔｓ［１６］提出了求解常微分方程的块隐式单步法，将 ｒ 个离散时刻做

成一个块向量，由一个时刻的输入值得到 ｒ 个时刻的输出值，并证明了该方法是 Ａ⁃稳定的．这
种方法每个块向量中的时间步长是等距的．本文对其进行改进，将块向量对应于单步区间中取

点，即在迭代求解过程中，设单步区间 ［ ｔｋ，ｔｋ＋１］， 时间步长 ｈ ＝ ｔｋ＋１ － ｔｋ， 选取节点 ｃｉ（ ｉ ＝ １，２，
…，ｒ），ｔｋ ＜ ｃ１ ＜ ｃ２ ＜ … ＜ ｃｒ ＝ ｔｋ＋１， 构造微分⁃代数方程求解格式，其中 ｃｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｒ） 可以

是等距节点，也可以是非等距节点．以多体系统动力学微分⁃代数指标⁃１（方程（３））为例，降阶

后可得如下一阶微分方程组：

　 　
ｑ ＝ ｚ，
Ｍ（ｑ）ｚ ＋ ΦＴ

ｑ（ｑ，ｔ）λ － Ｆ（ｚ，ｑ，ｔ） ＝ ０，
Φｑ（ｑ，ｔ）ｚ ＋ ［Φｑ（ｑ，ｔ）ｚ］ ｑｚ ＋ ２Φｑｔ（ｑ，ｔ）ｚ ＋ Φｔｔ（ｑ，ｔ） ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（４）
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令

　 　 ｙ ＝ ［ｑＴ ｚＴ λＴ］ Ｔ ∈ Ｒ２ｎ＋ｍ， ｙｉ ＝ ｙ（ｃｉ）， ｙｉ ＝ ｙ（ｃｉ），　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｒ，
　 　 Ｙ ＝ ［ｙＴ

１ 　 ｙＴ
２ 　 …　 ｙＴ

ｒ ］ Ｔ， Ｙ ＝ ［ｙＴ
１ 　 ｙＴ

２ 　 …　 ｙＴ
ｒ ］ Ｔ，

构造求解公式如下：
　 　 Ｙ ＝ ｅ 􀱋 ｙｋ ＋ ｈｄ 􀱋 ｙｋ ＋ ｈＢ 􀱋 Ｙ， （５）

其中 ｅ ＝ ［１ １ … １］ Ｔ ∈ Ｒｒ，ｄ ∈ Ｒｒ，Ｂ ∈ Ｒｒ×ｒ，ｙｋ ＝ ｙ（ ｔｋ），ｙｋ ＝ ｙ（ ｔｋ）， 􀱋为 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 积．
将式（５）代入试验方程

　 　
ｙ′（ ｔ） ＝ αｙ（ ｔ），
ｙ（ ｔ０） ＝ ｙ０，{ 　 　 Ｒｅ（α） ＜ ０， （６）

得到稳定性函数为

　 　 Ｒ（λ） ＝ ｅＴ
ｒ（Ｉｒ － λＢ） －１（ｅ ＋ λｄ）， （７）

其中 λ ＝ αｈ，Ｉｒ 为 ｒ阶单位矩阵， ｅｒ ＝ ［０ … ０ １］ ∈ Ｒｒ ．对稳定性函数 Ｒ（λ） 使用 Ｐａｄé 逼

近，可以构造 Ｌ⁃稳定的求解公式．
定理 １（Ｅｈｌｅ 定理及猜想）　 对于 （ｋ，ｊ） ⁃Ｐａｄé 逼近，如果 ｋ ≤ ｊ ≤ ｋ ＋ ２， 那么此 Ｐａｄé 逼近

为 Ａ⁃稳定的；如果 ｋ ＜ ｊ ≤ ｋ ＋ ２， 那么此 Ｐａｄé 逼近是 Ｌ⁃稳定的［１７］ ．
对 ｙｉ，ｉ ＝ １，２，…，ｒ 在 ｔｋ 处进行 Ｔａｙｌｏｒ 展开，设 ｙ（ ｒ＋１）

ｋ ＝ ｙ（ ｒ＋１）（ ｔｋ） 项系数为待定常数，略去

后面的高阶项，即

　 　 ｙｉ ≈ ｙｋ ＋ ｈｉｙｋ ＋
ｈ２
ｉ

２！
ｙｋ ＋ … ＋

ｈｒ
ｉ

ｒ！
ｙ（ ｒ）
ｋ ＋

μ ｉ

（ ｒ ＋ １）！
ｙ（ ｒ＋１）
ｋ ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｒ， （８）

其中 μ ｉ 为待定常数， ｈｉ ＝ ｃｉ － ｔｋ ．将式（８）代入式（５）可得

　 　 ［Ｂ ｄ］ ＝

ｈ１ ｈ２
１ … ｈｒ

１ μ １

ｈ２ ｈ２
２ … ｈｒ

２ μ ２

︙
ｈｒ ｈ２

ｒ … ｈｒ
ｒ μ ｒ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

１ ２ｈ１ ３ｈ２
１ … （ ｒ ＋ １）ｈｒ

１

１ ２ｈ２ ３ｈ２
２ … （ ｒ ＋ １）ｈｒ

２

︙
１ ２ｈｒ ３ｈ２

ｒ … （ ｒ ＋ １）ｈｒ
ｒ

１ ０ ０ … ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

－１

． （９）

由式（９）可以得到使用待定常数表达的 Ｂ，ｄ， 代入稳定性函数（７），与相应的 Ｐａｄé 逼近形

式对比即可得到待定常数 μ ｉ，ｉ ＝ １，２，…，ｒ 的值，从而可以得到 Ｂ，ｄ 的值，代入式（５）可得具体

的求解公式形式．
２．２　 基于等距节点的 Ｌ⁃稳定格式

对于等距节点 ｃｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｒ）， 有 ｃｉ ＝ ｔｋ ＋ ｈｉ ／ ｒ，ｉ ＝ １，２，…，ｒ ．例如 ｒ ＝ ３，ｈ ＝ １ 时，等距节

点为 ｃｉ ＝ ｔｋ ＋ ｉ ／ ３，ｉ ＝ １，２，３， 此时 ｈｉ ＝ ｉ ／ ３，ｉ ＝ １，２，３， 式（９）变为

　 　 ［Ｂ ｄ］ ＝

１
３

１
９

１
２７

μ １

２
３

４
９

８
２７

μ ２

１ １ １ μ ３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

１ ２
３

１
３

４
２７

１ ４
３

４
３

３２
２７

１ ２ ３ ４
１ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

－１

． （１０）

将 Ｂ，ｄ 代入稳定性函数（７）并与（２，３）⁃Ｐａｄé 逼近进行对比，可求出待定常数

　 　 μ １ ＝ １
４５

， μ ２ ＝ ８
４５

， μ ３ ＝ １，
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代入 Ｂ，ｄ 的表达式可得

　 　 Ｂ ＝ １
３

１０７
１２０

－ ３７
１２０

３
４０

１７
１５

８
１５

－ １
１５

９
８

９
８

３
８

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

， ｄ ＝ １
３

４１
１２０
２
５
３
８

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

． （１１）

将上式代入式（５）可得求解公式．使用同样方法可以构造其他 ｒ 值的 Ｌ⁃稳定求解格式．
２．３　 基于非等距节点的 Ｌ⁃稳定格式

当节点 ｃｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｒ） 为 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 多项式的零点时，在区间 ［ ｔｋ，ｔｋ＋１］ 内，有

　 　 ｃｉ ＝ ｔｋ ＋ ｈ
２

１ ＋ ｃｏｓ ２ｉ － １
２（ ｒ － １）

πæ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｒ － １． （１２）

以 ｒ ＝ ３，ｈ ＝ １ 为例，此时

　 　 ｃ１ ＝ ｔｋ ＋ １
２

－ ２
４

， ｃ２ ＝ ｔｋ ＋ １
２

＋ ２
４

， ｃ３ ＝ １，

代入式（９）得到

　 　 ［Ｂ ｄ］ ＝
ｈ１ ｈ２

１ ｈ３
１ μ １

ｈ２ ｈ２
２ ｈ３

２ μ ２

１ １ １ μ ３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

１ ２ｈ１ ３ｈ２
１ ４ｈ３

１

１ ２ｈ２ ３ｈ２
２ ４ｈ３

２

１ ２ ３ ４
１ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

－１

， （１３）

其中　 　 ｈ１ ＝ １
２

－ ２
４

， ｈ２ ＝ １
２

＋ ２
４

．

将 Ｂ，ｄ 代入稳定性函数（７），并与（２，３）⁃Ｐａｄé 进行对比，得到

　 　 μ １ ＝ １０ － ５ ２
３２

， μ ２ ＝ １０ ＋ ５ ２
３２

， μ ３ ＝ １，

从而得到相应的 Ｂ，ｄ 为

　 　 Ｂ ＝

１１ － ２ ２
２４

５ － ８ ２
２４

７ ２ － １
４８

５ ＋ ８ ２
２４

１１ ＋ ２ ２
２４

－ ７ ２ ＋ １
４８

２
３

２
３

－ １
６

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

， ｄ ＝ ２ － ７
４８

－ ２ ＋ ７
４８

－ １
６

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

． （１４）

当节点 ｃｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｒ） 为 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式的零点时，同样以 ｒ ＝ ３，ｈ ＝ １ 为例，得到

　 　 ｃ１ ＝ ｔｋ ＋
１
２

－ ３
３

＋ １
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， ｃ２ ＝ ｔｋ ＋

１
２

３
３

＋ １
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， ｃ３ ＝ １，

计算可得

　 　 μ １ ＝ ３ － ３
１２

， μ ２ ＝ ３ ＋ ３
１２

， μ ３ ＝ １，

相应的 Ｂ，ｄ 为
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　 　 Ｂ ＝

２７ ＋ ３
７２

９ － １７ ３
７２

３ ＋ ５ ３
７２

９ ＋ １７ ３
７２

２７ － ３
７２

３ － ５ ３
７２

１
２

１
２

０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

， ｄ ＝ － ３ ＋ ３
７２

３ － ３
７２

０
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

． （１５）

将上式代入式（５）可得求解公式．使用同样方法可以构造其他 ｒ 值的非等距节点的 Ｌ⁃稳定求解

格式．

３　 数 值 算 例

图 １ 为一个平面双连杆机械臂，其中连杆的长度用 Ｌ１，Ｌ２ 表示， Ｌ１ ＝ １ ｍ， Ｌ２ ＝ ３ ｍ，质量

用 ｍ１，ｍ２ 表示， ｍ１ ＝ １ ｋｇ， ｍ２ ＝ ２ ｋｇ，转角用 θ １，θ ２ 表示，在初始时刻， θ １ ＝ π ／ ３，θ ２ ＝ － π ／ ６，
（ｘ１，ｙ１），（ｘ２，ｙ２） 表示两连杆的质心位置坐标．

图 １　 平面双连杆机械臂

Ｆｉｇ． １　 Ａ ｐｌａｎａｒ ｔｗｏ⁃ｌｉｎｋ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ

图 ２　 连杆末端轨迹

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｃｏｎｎｅｃｔｉｎｇ ｒｏｄ ｅｎｄ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ

根据 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数建立平面双连杆机械臂动力学微分⁃代数方程，广义坐标和广义质量矩

２７７ 多体系统动力学微分⁃代数方程 Ｌ⁃稳定方法



阵分别为 ｑ ＝ （ｘ１，ｙ１，θ １，ｘ２，ｙ２，θ ２） Ｔ，Ｍ ＝ ｄｉａｇ（ｍ１，ｍ１，Ｉ１，ｍ２，ｍ２，Ｉ２）， 其中 Ｉ１ ＝ （１ ／ １２）ｍ１Ｌ２
１，Ｉ２

＝ （１ ／ １２）ｍ２Ｌ２
２ 为连杆转动惯量， Ｆ ＝ ［０， － ｍ１ｇ，０，０， － ｍ２ｇ，０］ Ｔ 为广义力矢量．

采用（２，４）⁃Ｐａｄé 逼近，此时 ｒ ＝ ４， 将小区间划分为 ４ 等份进行求解，选取步长 ｈ ＝ ０．０１，
仿真时间为 １０ ｓ，使用 ＭＡＴＬＡＢ 编程，循环求解过程采用 Ｎｅｗｔｏｎ 迭代法计算，最大容许误差为

１０－３，可得到连杆末端轨迹如图 ２，连杆末端起始位置用圆形符号表示，终止位置用星形表示．
图 ３ 为连杆末端 ｘＯｙ 坐标的时间历程图，图 ４ 为系统总能量、动能、势能时间历程图，图 ５ 为约

束函数、速度级约束、加速度级约束时间历程图．

图 ３　 连杆末端 ｘＯｙ 坐标时间历程

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｘＯｙ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ａｔ ｔｈｅ ｃｏｎｎｅｃｔｉｎｇ ｒｏｄ ｅｎｄ

图 ４　 系统总能量、动能、势能时间历程

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｏｔａｌ ｅｎｅｒｇｙ， ｋｉｎｅｔｉｃ ｅｎｅｒｇｙ， ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｅｎｅｒｇｙ ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ

从图 ２～５ 可以看出，本文给出的 Ｌ⁃稳定方法在仿真过程中能够保持较好的稳定性，总能

量误差和各级约束误差均较小，适用于多体系统动力学仿真．下面分不同情况对该方法进行数

值验证与比较．
１） 仿真时间为 ｔ ＝ １０ ｓ，每个时间区间上取相同等距节点数 （ ｒ ＝ ４），对不同步长结果进行

比较，见表 １．可以看出，随着步长减小，程序运行所花费的时间增大，最大能量误差 Ｈ ｍａｘ 减
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小，同时约束函数、速度级约束和加速度级约束保持得更好．因此在仿真时间较短的情况下，选
择较小的步长有利于提高求解精度和减弱约束违约现象．

图 ５　 约束函数、速度级约束、加速度级约束时间历程

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｓｐｅｅｄ⁃ｌｅｖｅｌ ａｎｄ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ⁃ｌｅｖｅｌ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ

表 １　 Ｌ⁃稳定方法在不同步长下的结果比较

Ｔａｂｌｅ １　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｌ⁃ｓｔａｂｌｅ ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｔｅｐｓ

ｓｔｅｐ ｒｕｎｔｉｍｅ Ｔ ／ ｓ Ｈ ｍａｘ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

Φ

ｓｐｅｅｄ⁃ｌｅｖｅｌ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ Φｔ

ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ⁃ｌｅｖｅｌ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ Φｔｔ

ｈ ＝ ０．０１ ５．８９０ ６ ７．０００ ７Ｅ－５ ６．８４５ ９Ｅ－７ ３．７４８ ０Ｅ－７ ５．６５９ ５Ｅ－１２

ｈ ＝ ０．００５ １０．８７５ ０ ８．８０７ ８Ｅ－７ １．９１５ ４Ｅ－９ ６．６６８ ６Ｅ－９ １．９８４ ６Ｅ－１２

ｈ ＝ ０．００１ ４２．６４０ ６ ５．５０７ ４Ｅ－１１ ７．６７６ ６Ｅ－１３ ４．１８０ ０Ｅ－１３ １．４２１ １Ｅ－１３

表 ２　 Ｌ⁃稳定方法在不同节点数下的结果比较

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｌ⁃ｓｔａｂｌｅ ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｏｄｅ ｎｕｍｂｅｒｓ

ｎｏｄｅ ｎｕｍｂｅｒ ｒｕｎｔｉｍｅ Ｔ ／ ｓ Ｈ ｍａｘ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

Φ

ｓｐｅｅｄ⁃ｌｅｖｅｌ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ Φｔ

ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ⁃ｌｅｖｅｌ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ Φｔｔ

ｒ ＝ ３ １．６８７ ５ ０．００２ １ ５．８２１ ２Ｅ－５ ３．９２６ ７Ｅ－４ ６．２６２ ５Ｅ－１２

ｒ ＝ ４ ５．８９０ ６ ７．０００ ７Ｅ－５ ６．８４５ ９Ｅ－７ ３．７４８ ０Ｅ－７ ５．６５９ ５Ｅ－１２

表 ３　 Ｌ⁃稳定方法与 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法在相同步长下的结果比较 （ｈ ＝ ０．０１）
Ｔａｂｌｅ ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ Ｌ⁃ｓｔａｂｌｅ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｔｈｅ Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ ｍｅｔｈｏｄ

ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｓａｍｅ ｓｔｅｐ （ｈ ＝ ０．０１）

ｒｕｎｔｉｍｅ Ｔ ／ ｓ Ｈ ｍａｘ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

Φ

ｓｐｅｅｄ⁃ｌｅｖｅｌ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ Φｔ

ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ⁃ｌｅｖｅｌ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ Φｔｔ

Ｌ⁃ｓｔａｂｌｅ ５．８９０ ６ ７．０００ ７Ｅ－５ ６．８４５ ９Ｅ－７ ３．７４８ ０Ｅ－７ ５．６５９ ５Ｅ－１２

Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ ０．３９０ ６ ０．２６２ ８ ０．００８ ７ ０．００２ １ ９．２３７ １Ｅ－１４

　 　 ２） 仿真时间为 ｔ ＝ １０ ｓ，固定步长 ｈ ＝ ０．０１，每个时间区间内选择不同的等距节点数进行比

较（ ｒ ＝ ３，４），见表 ２．可以看出 ，当 ｒ ＝ ４ 时，虽然耗费时间增大，但是最大能量误差、约束函数、

４７７ 多体系统动力学微分⁃代数方程 Ｌ⁃稳定方法



速度级约束和加速度级约束均小于 ｒ ＝ ３ 时的结果，因此节点数增加可以提高精度．
３） 仿真时间为 ｔ ＝ １０ ｓ，步长 ｈ ＝ ０．０１，ｒ ＝ ４ 的 Ｌ⁃稳定方法与 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法结果比较见表

３ ．可以看出，用 Ｌ⁃稳定方法求解微分⁃代数方程，最大能量误差、约束函数和速度级约束，明显

要比 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法的小，虽然加速度级约束精度比 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法稍低，但是 Ｌ⁃稳定方法的总

能量随时间增加而保持稳定状态，而 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法的总能量随时间一直在快速增加，如图 ６、
７ 所示．

图 ６　 仿真时间 １０ ｓ 时 Ｌ⁃稳定方法与 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法 图 ７　 仿真时间 １００ ｓ 时 Ｌ⁃稳定方法与 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法

的系统总能量时间历程 的系统总能量时间历程

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｏｔａｌ ｅｎｅｒｇｙ ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｌ⁃ｓｔａｂｌｅ ｍｅｔｈｏｄ Ｆｉｇ． ７　 Ｔｏｔａｌ ｅｎｅｒｇｙ ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｌ⁃ｓｔａｂｌｅ ｍｅｔｈｏｄ
ａｎｄ ｔｈｅ Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ ｍｅｔｈｏｄ （ ｔ ＝ １０ ｓ） ａｎｄ ｔｈｅ Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ ｍｅｔｈｏｄ （ ｔ ＝ １００ ｓ）

４） 仿真时间为 ｔ ＝ １０ ｓ，步长 ｈ ＝ ０．０１，相同节点数（ ｒ ＝ ４）， 用 Ｌ⁃稳定方法对指标⁃１、⁃２、⁃３
的微分⁃代数方程组进行求解，结果比较见表 ４．可以看出，Ｌ⁃稳定方法求解指标⁃１、⁃２、⁃３ 的微

分⁃代数方程组所花费的时间相差不大，指标⁃１ 和指标⁃２ 的最大能量误差要比指标⁃３ 小，指标⁃
３ 的约束函数误差最小，指标⁃２ 的速度级约束误差最小，指标⁃１ 的加速度级约束误差最小．综
合比较可知，指标⁃１ 的整体精度较高．

表 ４　 Ｌ⁃稳定方法求解指标⁃１、⁃２、⁃３ 的微分⁃代数方程组结果比较

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｉｎｄｉｃｅｓ⁃１，⁃２，⁃３ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ⁃ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ Ｌ⁃ｓｔａｂｌｅ ｍｅｔｈｏｄ

ｒｕｎｔｉｍｅ Ｔ ／ ｓ Ｈ ｍａｘ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

Φ

ｓｐｅｅｄ⁃ｌｅｖｅｌ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ Φｔ

ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ⁃ｌｅｖｅｌ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ Φｔｔ

ｉｎｄｅｘ⁃１ ５．８９０ ６ ７．０００ ７Ｅ－５ ６．８４５ ９Ｅ－７ ３．７４８ ０Ｅ－７ ５．６５９ ５Ｅ－１２

ｉｎｄｅｘ⁃２ ５．４２１ ９ ３．２１６ ３Ｅ－５ ４．３９４ ９Ｅ－９ １．８４９ ８Ｅ－１４ ０．０７０ ４

ｉｎｄｅｘ⁃３ ５．６０９ ４ ０．００１ １ ２．６６４ ５Ｅ－１５ ５．９４０ ５Ｅ－４ ０．９８５ ４

表 ５　 Ｌ⁃稳定方法取等距节点与非等距节点的结果比较

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｒｏｍ ｔｈｅ Ｌ⁃ｓｔａｂｌｅ ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ ｕｎｉｆｏｒｍ ａｎｄ ｎｏｎ⁃ｕｎｉｆｏｒｍ ｎｏｄｅｓ

ｒｕｎｔｉｍｅ Ｔ ／ ｓ Ｈ ｍａｘ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

Φ

ｓｐｅｅｄ⁃ｌｅｖｅｌ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ Φｔ

ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ⁃ｌｅｖｅｌ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ Φｔｔ

ｕｎｉｆｏｒｍ ｎｏｄｅｓ ５．６０９ ４ ０．００１ １ ２．７７５ ６Ｅ－１５ ５．９４０ ５Ｅ－４ ０．９８５ ４

Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ ｎｏｄｅｓ ５．２１８ ８ ４．３２４ ５Ｅ－５ ２．７２０ ０Ｅ－１５ １．８０９ ４Ｅ－４ ０．６８８ ０

Ｌｅｇｅｎｄｒｅ ｎｏｄｅｓ ５．１０９ ４ ２．５３２ ７Ｅ－４ ２．８８６ ６Ｅ－１５ ２．９０４ ７Ｅ－４ ０．７５６ ０
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　 　 ５） 相同步长下，指标⁃３ 的 Ｌ⁃稳定方法选取等距节点与非等距节点比较．取步长 ｈ ＝ ０．０１，
结果比较见表 ５．可以看出，当 Ｌ⁃稳定方法选择非等距节点时最大能量误差要小于取等距节点

时的能量误差，其中 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 节点综合精度较高．

４　 精度实验与分析

在时间区间 ｔ∈［０，１］ 求解平面双连杆机械臂指标⁃３ 的微分⁃代数方程，取 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法

ｈ ＝ ０．０００ ００１ 时的结果作为近似精确解，计算出 Ｌ⁃稳定方法在 ｔ ＝ １ ｓ， ｒ ＝ ４时 ｑ 的整体误差和

步长的对数关系曲线，如图 ８； ｑ 各分量的整体误差和步长的对数关系曲线，如图 ９、１０． ｒ ＝ ３
时，ｑ 的整体误差和步长的对数关系曲线见图 １１； ｑ 各分量的整体误差和步长的对数关系曲线

见图 １２、１３．可见当 ｒ ＝ ４ 时，Ｌ⁃稳定方法整体误差能够保证四阶精度， ｒ ＝ ３ 时 Ｌ⁃稳定方法整体

误差能够保证二阶精度， ｒ 越大精度越高．

图 ８　 ｑ 的整体误差和步长的对数曲线 图 ９　 ｘ１，ｙ１，θ１ 的整体误差和步长的对数曲线

（ ｒ ＝ ４） （ ｒ ＝ ４）
Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｏｖｅｒａｌｌ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｑ ｖｓ． ｔｈｅ ｌｏｇａｒｉｔｈｍ ｏｆ ｈ Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ｏｖｅｒａｌｌ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｘ１，ｙ１，θ１ ｖｓ． ｔｈｅ

（ ｒ ＝ ４） ｌｏｇａｒｉｔｈｍ ｏｆ ｈ（ ｒ ＝ ４）

图 １０　 ｘ２，ｙ２，θ２ 的整体误差和步长的对数曲线 图 １１　 ｑ 的整体误差和步长的对数曲线

（ ｒ ＝ ４） （ ｒ ＝ ３）
Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅ ｏｖｅｒａｌｌ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｘ２，ｙ２，θ２ ｖｓ． ｔｈｅ Ｆｉｇ． １１　 Ｔｈｅ ｏｖｅｒａｌｌ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｑ ｖｓ． ｔｈｅ

ｌｏｇａｒｉｔｈｍ ｏｆ ｈ（ ｒ ＝ ４） ｌｏｇａｒｉｔｈｍ ｏｆ ｈ（ ｒ ＝ ３）

６７７ 多体系统动力学微分⁃代数方程 Ｌ⁃稳定方法



图 １２　 ｘ１，ｙ１，θ１ 的整体误差和步长的 图 １３　 ｘ２，ｙ２，θ２ 的整体误差和步长的

对数曲线 （ ｒ ＝ ３） 对数曲线 （ ｒ ＝ ３）
Ｆｉｇ． １２　 Ｔｈｅ ｏｖｅｒａｌｌ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｘ１，ｙ１，θ１ ｖｓ． Ｆｉｇ． １３　 Ｔｈｅ ｏｖｅｒａｌｌ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｘ２，ｙ２，θ２ ｖｓ．

ｔｈｅ ｌｏｇａｒｉｔｈｍ ｏｆ ｈ（ ｒ ＝ ３） ｔｈｅ ｌｏｇａｒｉｔｈｍ ｏｆ ｈ（ ｒ ＝ ３）

５　 结　 　 论

本文构造了求解多体系统动力学微分⁃代数方程的 Ｌ⁃稳定方法，数值结果表明，Ｌ⁃稳定方

法在相同节点数情况下，步长越小精度越高；步长固定时，节点数越多精度越高；Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 节

点和 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 节点结果精度高于等距节点．与经典 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法相比较，Ｌ⁃稳定方法数值精

度更高，约束违约现象减弱，长时间仿真情况下总能量保持效果更好．该方法数学原理简单、使
用方便、编出的程序通用性好，易在计算机中实施，值得研究和推广．如何在保证数值精度的情

况下提高计算效率，将是今后需要继续研究的内容．
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