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摘要：　 该文在经典 ＳＥＩＲ 仓室模型的基础上，在由潜伏个体转化为感染个体的过程中，引入了时

滞参数以刻画潜伏期的特性．同时，将传染系数改写为季节性变化参数，并通过引入疫苗接种和时

变的成功免疫率，形成了含有时滞的时变受控 ＳＥＩＲ 模型．进一步地，在状态时滞最优控制问题的框

架下，以疫苗接种率为控制变量，求解了基于该模型的传染病最优疫苗接种策略．在最优控制问题

中，同时考虑了控制约束、易感染人口数上限、时变的疫苗产量上限 ３ 类约束．使用多区段的保辛伪

谱方法对该问题进行求解．数值结果表明，计算得到的控制策略可以有效抑制传染病的传播．不同

算例之间的对比说明忽略时变因素可能导致不合理的接种策略．
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引　 　 言

仓室模型是描述传染病的常用数学模型， 其将传染病流行范围内的人群分为不同的类

型， 使用微分方程刻画几类人群数量的变化关系［１］ ．借助于该数学模型， 一方面， 可以研究稳

定性等模型本身的数学特性； 另一方面， 可以结合最优控制方法， 从而制定有效的传染病防

治策略［２］ ．
接种疫苗是防治传染病的常用手段．而在实际的疫苗接种策略制定时，疫苗接种行为通常

会受到额外的限制．文献［３］考虑了可用疫苗总量有限的情况下某 ＳＥＩＲ 模型的最优疫苗接种

策略．使用与文献［３］同样的 ＳＥＩＲ 模型，文献［４］考虑了疫苗生产能力受限情况下的最优疫苗

接种策略．除了疫苗相关的约束，文献［４］还对易感染人口数施加了约束，以保证其在整个控制

过程中低于一定数值，在一定程度上限制传染病的流行．从上述讨论中可以发现，在制定疫苗

接种策略时，通常会导致一个含有不同类型约束的最优控制问题．
传染病的传播特性往往随着时间的推移产生变化，因此，一部分学者选择采用时变系统描

述传染病的动力学特性．文献［５］基于季节性变化的 ＳＩＲ 模型研究了流感类传染病的疫苗接种

和治疗策略；更具一般性地，文献［６］将传染率定义为时间、易感染人口数、感染人口数和总人
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口数的非线性函数．而在使用疫苗对抗疾病的过程中，病原体可能对疫苗产生抗药性，导致成

功免疫率随时间的推移而下降［７］ ．文献［８］讨论了疟原虫的抗药性及其对疟疾控制策略制定

的影响．除了传染病本身可能具有的时变特性，疫苗产量也可能具有时变特性，这对新型爆发

的传染病更为显著．具体地，某新型传染病爆发缓慢初期，相应疫苗的研制工作通常进展缓慢，
导致疫苗生产能力较低．而随着对该传染病研究的深入，疫苗生产能力将会逐渐增加．从上述

讨论中可以发现，在抗击传染病的疫苗接种策略规划中，需要尽可能完善地考虑时变因素以服

务真实情况．
尽管经典的 ＳＥＩＲ 模型中设立了潜伏仓室，但微分方程中不存在任何时滞量，即模型并不

能体现潜伏期的特性．为此，一些学者考虑使用时滞微分方程建立传染病模型．文献［９］研究了

含有垂直传染和脉冲免疫的时滞 ＳＥＩＲ 模型的全局动力学行为．从时滞的存在方式上来说，潜
伏期的时滞本质上属于状态时滞．同时，在控制问题当中，控制时滞也是一种常见的时滞引入

方式．文献［１０］基于时滞 ＳＩＲ 模型考虑了 Ｈ１Ｎ１ 型流感的最优疫苗接种策略，其中考虑了疫苗

起效的延迟．在经典的仓室模型中引入时滞因素可以更加真实地描述传染病的传播规律，但也

在一定程度上给相应控制策略的求解带来了挑战．
本文在经典 ＳＥＩＲ 模型的基础上，考虑对易感染人群接种疫苗，并引入时变的感染率和时

变的成功免疫率，使用时滞参数描述潜伏期，构造了含有时滞的时变受控 ＳＥＩＲ 模型．进一步

地，基于该模型构造了以疫苗接种率为控制变量的最优控制问题．除了控制量本身受限于特定

区间内，一方面，对易感染人口数施加了上限约束；另一方面，考虑疫苗具有时变的产量限制．
同时，使用文献［１１］中发展的多区段保辛伪谱方法求解该最优控制问题，数值结果表明，在满

足各种约束的条件下，制定的控制策略可以有效地抑制传染病的传播．本文工作可以为传染病

疫苗接种策略的制定提供借鉴．

１　 ＳＥＩＲ 模型描述

１．１　 经典 ＳＥＩＲ 模型

经典的 ＳＥＩＲ 仓室模型，将总人口分为 ４ 个仓室，即易感染人群 （Ｓ）、潜伏人群（Ｅ）、感染

人群（ Ｉ） 和康复人群（Ｒ） ．具体地：Ｓ 仓室中的个体未被感染但容易被感染；Ｅ 仓室中的个体已

被感染但尚不具有传染力；Ｉ 仓室中的个体已经染病并具备传染力；Ｒ 仓室中的个体已经被治

愈或未染病并具有免疫力．所有新生个体都进入 Ｓ 仓室．Ｓ 仓室中的个体接触 Ｉ 仓室中的个体，
有一定概率被感染．令 Ｓ（ ｔ），Ｅ（ ｔ），Ｉ（ ｔ） 和 Ｒ（ ｔ） 分别代表相应仓室中在 ｔ时刻的个体数目．则在

ｔ 时刻，所有仓室中个体数目的总和可以记作 Ｎ（ ｔ） ＝ Ｓ（ ｔ） ＋ Ｅ（ ｔ） ＋ Ｉ（ ｔ） ＋ Ｒ（ ｔ） ．
为了刻画疾病在特定种群内的传播，令 ｂ 和 ｄ 分别代表自然出生率和自然死亡率， ｅ 代表

潜伏个体转化为感染个体的概率， ｇ 代表感染个体康复的概率， ａ 代表疾病导致的死亡率， ｃ
代表传染系数．则经典的 ＳＥＩＲ 模型可以写作

　 　

Ｓ ＝ ｂＮ － ｄＳ － ｃＳＩ，
Ｅ ＝ ｃＳＩ － （ｄ ＋ ｅ）Ｅ，
Ｉ ＝ ｅＥ － （ａ ＋ ｄ ＋ ｇ） Ｉ，
Ｒ ＝ ｇＩ － ｄＲ，
Ｎ ＝ （ｂ － ｄ）Ｎ － ａＩ ．
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ï

（１）

由式（１）可知，经典的 ＳＥＩＲ 模型为一自治系统，即系统中不含有任何时变参数．
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１．２　 含有时滞的时变受控 ＳＥＩＲ 模型

在本文中，假设参数 ａ，ｂ，ｄ，ｅ，ｇ 在整个控制时长内为常数，而传染系数 ｃ 为如下季节性变

化的参数：
　 　 ｃ（ ｔ） ＝ ｃ０ ＋ ｃ１ｃｏｓ（２πｔ ＋ φ０）， （２）

其中 ｃ０ ＞ ０ 和 ｃ１ ≥ ０ 分别为传染系数的均值和幅值， φ０ ∈ ［０，２π） 为初始相位．
令变量 ｕ 代表 Ｓ 仓室中个体接种疫苗的比例．此外，假设每个接种的个体获得免疫的概率

为 ｆ（ ｔ），即在 ｔ 时刻有 ｕ（ ｔ）Ｓ（ ｔ） 个个体接种了疫苗，然而其中仅有 ｆ（ ｔ）ｕ（ ｔ）Ｓ（ ｔ） 个个体成功

获得免疫．考虑病原体的抗药性，成功免疫率可以表示为如下时变函数：
　 　 ｆ（ ｔ） ＝ ｆ０ ＋ ｆ１ｅｘｐ（ － ｔ ／ ｆ２）， （３）

其中 ｆ０， ｆ１， ｆ２ 为非负参数．从式（３）中可以发现， ｆ（０） ＝ ｆ０ ＋ ｆ１ 且 ｌｉｍｔ→∞ ｆ（ ｔ） ＝ ｆ０ ．
同时，为了刻画潜伏期，认为在 ｔ时刻，由 Ｓ仓室进入 Ｅ仓室中的个体数为 ｃ（ ｔ）Ｓ（ ｔ － τ） Ｉ（ ｔ

－ τ） 而并非经典模型中的 ｃ（ ｔ）Ｓ（ ｔ） Ｉ（ ｔ）， 其中参数 τ 为传染病的潜伏期．
通过对上述控制因素、时滞因素和时变因素三方面的改进，可以得到如下的含有时滞的时

变受控 ＳＥＩＲ 模型：
　 　 Ｓ（ ｔ） ＝ ｂＮ（ ｔ） － ｄＳ（ ｔ） － ｃＳ（ ｔ － τ） Ｉ（ ｔ － τ） － ｆ（ ｔ）ｕ（ ｔ）Ｓ（ ｔ）， （４）
　 　 Ｅ（ ｔ） ＝ ｃ（ ｔ）Ｓ（ ｔ － τ） Ｉ（ ｔ － τ） － （ｄ ＋ ｅ）Ｅ（ ｔ）， （５）
　 　 Ｉ（ ｔ） ＝ ｅＥ（ ｔ） － （ａ ＋ ｄ ＋ ｇ） Ｉ（ ｔ）， （６）
　 　 Ｒ（ ｔ） ＝ ｇＩ（ ｔ） － ｄＲ（ ｔ） ＋ ｆ（ ｔ）ｕ（ ｔ）Ｓ（ ｔ）， （７）
　 　 Ｎ（ ｔ） ＝ （ｂ － ｄ）Ｎ（ ｔ） － ａＩ（ ｔ） ． （８）
图 １ 给出了对应的仓室模型图．

图 １　 含有时滞的时变受控 ＳＥＩＲ 仓室模型图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｔｉｍｅ⁃ｖａｒｙｉｎｇ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ ＳＥＩＲ ｃｏｍｐａｒｔｍｅｎｔａｌ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｄｅｌａｙ

相比于经典的 ＳＥＩＲ 模型，本文提出的受控模型中含有时滞和时变两方面的因素，可以更

真实地模拟传染病的传播规律．但在该模型中仅将传染系数改进为时变参数，在实际应用中，
可以根据对传染病传播规律的分析，选取合适的参数改进方式和时滞引入方式．

２　 控制问题描述

２．１　 最优控制问题列式

在式（４） Ｓ 仓室相关的动力学方程中，由于变量 ｕ 本身代表了易感染人群的疫苗接种率，
其自然地存在于区间［０，１］当中．然而在实际情况中，接种率的上限可能并不能达到 １，因此在

本文中对接种率施加如下约束：
　 　 ０ ≤ ｕ（ ｔ） ≤ ｕｍａｘ ． （９）
根据实际情况，疫苗的产量应该服从如下约束：
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　 　 ｕ（ ｔ）Ｓ（ ｔ） ≤ Ω（ ｔ）， （１０）
其中 Ω（ ｔ） 为时变函数，代表在 ｔ 时刻疫苗的产量上限．

此外，对易感染人口数施加如下的边界约束，以更好地抑制疾病的传播：
　 　 Ｓ（ ｔ） ≤ Ｓｍａｘ， （１１）

其中 Ｓｍａｘ ∈ Ｒ ＋ 代表了控制方案中设定的易感染人口数上限．
观察式（４） ～ （８）中的 ５ 个微分方程，有一个是冗余的．在最优控制问题的构造时，不妨选

取状态空间为 ｘ ＝ ［Ｓ　 Ｅ　 Ｉ　 Ｎ］ Ｔ ．同时，将疫苗接种率 ｕ（ ｔ） 作为控制变量．而在性能指标中，
需要同时考虑疫苗消耗量和感染人口数两方面的因素，因此不妨将性能指标取做感染人口数

和接种率的加权二次型．基于上述假设，可以将最优疫苗接种问题转化为如下终端自由的最优

控制问题：

　 　 （Ｐ）　

ｍｉｎ Ｊ ＝ ∫ｔｆ
０
（ＡＩ２（ ｔ） ＋ ｕ２（ ｔ））ｄｔ，

ｓ．ｔ．
　 Ｓ（ ｔ） ＝ ｂＮ（ ｔ） － ｄＳ（ ｔ） － ｃＳ（ ｔ － τ） Ｉ（ ｔ － τ） － ｆ（ ｔ）ｕ（ ｔ）Ｓ（ ｔ），
　 Ｅ（ ｔ） ＝ ｃ（ ｔ）Ｓ（ ｔ － τ） Ｉ（ ｔ － τ） － （ｄ ＋ ｅ）Ｅ（ ｔ），
　 Ｉ（ ｔ） ＝ ｅＥ（ ｔ） － （ａ ＋ ｄ ＋ ｇ） Ｉ（ ｔ），
　 Ｎ（ ｔ） ＝ （ｂ － ｄ）Ｎ（ ｔ） － ａＩ（ ｔ），
　 Ｓ（０） ＝ Ｓｓ， Ｅ（０） ＝ Ｅｓ， Ｉ（０） ＝ Ｉｓ， Ｎ（０） ＝ Ｎｓ，
　 ０ ≤ ｕ（ ｔ） ≤ ｕｍａｘ，
　 Ｓ（ ｔ） ≤ Ｓｍａｘ，
　 ｕ（ ｔ）Ｓ（ ｔ） ≤ Ω（ ｔ），

ì

î

í
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（１２）

其中，假设控制从 ｔ ＝ ０ 时刻开始， ｔｆ ∈Ｒ ＋ 为对应控制的终止时刻； Ａ∈Ｒ ＋ 为性能指标中感染

人口数的权值．
为统计接种疫苗的人数，引入新的变量 Ｖ（ ｔ）， 其满足

　 　 Ｖ（ ｔ） ＝ ｕ（ ｔ）Ｓ（ ｔ）， Ｖ（０） ＝ ０． （１３）
由于在问题（Ｐ）中不对接种疫苗的总人数施加限制，因此没有必要将变量 Ｖ（ ｔ） 计入状态

空间．但是，若考虑疫苗总量的约束，则应类似于文献［３］将变量 Ｖ（ ｔ） 计入状态空间．
２．２　 数值求解方法

从列式中可以看出，问题（Ｐ）其实是一个时滞微分方程的最优控制问题，且包含了纯控制

约束、控制⁃状态混合约束和纯路径约束．使用变分法或 Ｐｏｎｔｒｙａｇｉｎ 极大值原理求解该问题将会

遇到极大困难，因此需要选择合适的数值方法进行求解．实际上，最优控制问题可以通过变分

原理导入 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统［１２］，而保辛方法可以高效地求解 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统［１３］ ．尤其是对于时间区

间较长的问题，保辛方法相比非保辛方法可以提供更精确的数值结果［１４］ ．而在疫苗接种策略

的规划中，通常考虑数月甚至数年的时间跨度．因此，本文在求解最优控制问题时，采用了文献

［１１］发展的多区段保辛伪谱算法．

３　 数 值 仿 真

３．１　 系统参数说明

本节将讨论几种不同算例下的最优疫苗接种策略．在每种算例中，若不特殊指出，系统参

数的选取如表 １ 所示．
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表 １　 仿真中默认的系统参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｄｅｆａｕｌｔ ｓｙｓｔｅｍ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎ ｖａｌｕｅ

ａ ｄｉｓｅａｓｅ ｉｎｄｕｃｅｄ ｄｅａｔｈ ｒａｔｅ ０．２

ｂ ｎａｔｕｒａｌ ｂｉｒｔｈ ｒａｔｅ ０．５２５

ｃ ｉｎｃｉｄｅｎｃｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ０．００１

ｄ ｎａｔｕｒａｌ ｄｅａｔｈ ｒａｔｅ ０．５

ｅ ｅｘｐｏｓｕｒｅ ｒａｔｅ ｔｏ ｉｎｆｅｃｔｉｏｎ ０．５

ｆ ｓｕｃｃｅｓｓｆｕｌｌｙ ｉｍｍｕｎｅ ｒａｔｅ １

ｇ ｉｎｆｅｃｔｉｏｎ ｔｏ ｒｅｃｏｖｅｒｙ ｒａｔｅ ０．１

τ ｌａｔｅｎｔ ｄｅｌａｙ １ ／ １２

Ａ ｗｅｉｇｈｔ ｏｎ ｔｈｅ ｉｎｆｅｃｔｉｏｕｓ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ ０．００２

ｔｆ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｙｅａｒｓ １５

Ｓｓ ｉｎｉｔｉａｌ ｓｕｓｃｅｐｔｉｂｌｅ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ １ ０００

Ｅｓ ｉｎｉｔｉａｌ ｅｘｐｏｓｅｄ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ １００

Ｉｓ ｉｎｉｔｉａｌ ｉｎｆｅｃｔｉｏｕｓ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ ５０

Ｒｓ ｉｎｉｔｉａｌ ｒｅｃｏｖｅｒｅｄ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ １５

Ｎｓ ｉｎｉｔｉａｌ ｔｏｔａｌ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ １ １６５

ｕｍａｘ ｍａｘｉｍｕｍ ｖａｃｃｉｎａｔｉｏｎ ｒａｔｅ １

Ｓｍａｘ ｍａｘｉｍｕｍ ｓｕｓｃｅｐｔｉｂｌｅ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ １ １００

Ω ｍａｘｉｍｕｍ ｖａｃｃｉｎａｔｉｏｎ ｓｕｐｐｌｙ ａｔ ｅａｃｈ ｍｏｍｅｎｔ １ ０００

　 　 在使用文献［１１］中多区段保辛伪谱算法求解不同情况中的问题时，均将子区间长度固定

为 τ， 即将整个求解域离散成 ｔｆ ／ τ ＝ １８０ 个等长的子区间，且每个子区间内采用 ５ 阶 ＬＧＬ 型伪

谱方法，收敛误差设为 ε ＝ １０ －６ ．
３．２　 数值算例

３．２．１　 算例 １：无时变参数

在算例 １ 中，系统参数完全按照表 １ 选择，即不考虑任何时变因素的影响，仿真结果在图

２ 中给出．可以发现，在计算得到的控制策略下，潜伏个体数和感染个体数相较于无控情况下

可以更快速地降低．在无控情况下，由于对易感染个体数未做任何约束，其从初始时刻开始即

保持增加；然而在有控情况下，易感染个体数在短暂的降低后开始增加，但并未超过设定的上

限 Ｓｍａｘ ．
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图 ２　 算例 １：最优状态轨迹、最优疫苗接种率以及接种疫苗人数

Ｆｉｇ． ２　 Ｃａｓｅ １： ｏｐｔｉｍａｌ ｓｔａｔｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ， ｏｐｔｉｍａｌ ｖａｃｃｉｎａｔｉｏｎ ｒａｔｅｓ ａｎｄ ｖａｃｃｉｎａｔｅｄ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎｓ

３．２．２　 算例 ２：考虑季节性变化的传染系数

在算例 ２ 中，考虑传染系数为如下季节性变化的函数，并在图 ３ 中给出了仿真结果．
　 　 ｃ（ ｔ） ＝ ０．００１ ＋ ０．０００ ５ｃｏｓ（２πｔ） ． （１４）

从图 ３ 可以发现，无论是在有控还是无控情况下，状态变量和控制变量都存在振荡的特性．且
该算例中有控情况下状态变量和控制变量的变化趋势和算例 １ 完全相同．
３．２．３　 算例 ３：考虑随时间降低的成功免疫率

在算例 ３ 中，由于抗药性的存在，考虑成功免疫率为如下单调递减的函数，并在图 ４ 中给

出了仿真结果．
　 　 ｆ（ ｔ） ＝ ｅｘｐ（ － ｔ ／ ５０） ． （１５）

该算例状态变量和控制变量的变化趋势和算例 １ 相似，但相对于算例 １，控制输出有了明显的

增加．
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图 ３　 算例 ２：最优状态轨迹、最优疫苗接种率以及接种疫苗人数

Ｆｉｇ． ３　 Ｃａｓｅ ２： ｏｐｔｉｍａｌ ｓｔａｔｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ， ｏｐｔｉｍａｌ ｖａｃｃｉｎａｔｉｏｎ ｒａｔｅｓ ａｎｄ ｖａｃｃｉｎａｔｅｄ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎｓ

７０７具有潜伏期时滞的时变 ＳＥＩＲ 模型的最优疫苗接种策略



图 ４　 算例 ３：最优状态轨迹、最优疫苗接种率以及接种疫苗人数

Ｆｉｇ． ４　 Ｃａｓｅ ３： ｏｐｔｉｍａｌ ｓｔａｔｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ， ｏｐｔｉｍａｌ ｖａｃｃｉｎａｔｉｏｎ ｒａｔｅｓ ａｎｄ ｖａｃｃｉｎａｔｅｄ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎｓ

３．２．４　 算例 ４：考虑随时间增长的疫苗产量

在算例 ４ 中，对新型爆发的传染病，考虑疫苗产量为如下单调递增的函数，并在图 ５ 中给

出了仿真结果．
　 　 Ω（ ｔ） ＝ １ ０００ － ９００ｅｘｐ（ － ｔ ／ ５） ． （１６）
在初始时刻，本算例中疫苗产量处于较低水平，因此疫苗接种率也被迫保持在较低水平，

从而与算例 １～３ 中的控制变量呈现了截然不同的变化趋势．
３．２．５　 算例 ５：同时考虑 ３．２．２～３．２．４ 三类时变因素

在算例 ５ 中，为模拟更加复杂的情况，同时考虑式（１４） ～ （１６）中的时变因素，仿真结果在

图 ６ 中给出．
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图 ５　 算例 ４：最优状态轨迹、最优疫苗接种率以及接种疫苗人数

Ｆｉｇ． ５　 Ｃａｓｅ ４： ｏｐｔｉｍａｌ ｓｔａｔｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ， ｏｐｔｉｍａｌ ｖａｃｃｉｎａｔｉｏｎ ｒａｔｅｓ ａｎｄ ｖａｃｃｉｎａｔｅｄ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎｓ

３．３　 结果分析

从图 ２～６ 中的结果可以发现，对于给出的 ５ 个算例，均能通过接种疫苗有效控制传染病

的传播，且几类约束均得到严格的满足．
为了进一步讨论时变因素对最优疫苗接种策略的影响，在图 ７（ａ）和图 ７（ｂ）中，分别绘制

了 ５ 个算例中的控制变量和疫苗接种人数；并且在表 ２ 中，对 ５ 个算例中的性能指标、状态变

量终端值等做了总结．这里需要注意，当不施加控制时，算例 １，３，４ 得到同样的结果，算例 ２，５
得到同样的结果．

当在算例 ２ 中引入季节性改变的传染系数后，无论是状态变量或是控制变量，都呈现明显

的振荡特性，但是变量的变化趋势、性能指标和接种疫苗人数，都与算例 １ 中大体相同．

９０７具有潜伏期时滞的时变 ＳＥＩＲ 模型的最优疫苗接种策略



图 ６　 算例 ５：最优状态轨迹、最优疫苗接种率以及接种疫苗人数

Ｆｉｇ． ６　 Ｃａｓｅ ５： ｏｐｔｉｍａｌ ｓｔａｔｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ， ｏｐｔｉｍａｌ ｖａｃｃｉｎａｔｉｏｎ ｒａｔｅｓ ａｎｄ ｖａｃｃｉｎａｔｅｄ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎｓ

图 ７　 ５ 个算例中的控制变量和疫苗接种人数

Ｆｉｇ． ７　 Ｃｏｎｔｒｏｌ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ａｎｄ ｖａｃｃｉｎａｔｅｄ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎｓ ｉｎ ５ ｃａｓｅｓ

表 ２　 不同算例中性能指标和状态变量终端值

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｉｎｄｉｃｅｓ ａｎｄ ｆｉｎａｌ ｓｔａｔｅ ｖａｌｕｅｓ ｉｎ ５ ｃａｓｅｓ

　 　 　 　 　 　 　 　 ｃａｓｅ №． Ｓ（ ｔｆ） Ｅ（ ｔｆ） Ｉ（ ｔｆ） Ｒ（ ｔｆ） Ｎ（ ｔｆ） Ｖ（ ｔｆ） ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｉｎｄｅｘ

ｕｎｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ
１，３，４ １ ５５４ ２２．５０ １４．６９ ３．１５ １ ５９４ ０ ２５．２９

２，５ １ ５５４ ２２．５７ １４．１８ ３．１２ １ ５９４ ０ ２５．１３

ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ

１ １ １００ ３．３４ ２．５６ ５２８．４０ １ ６３４ ３ ６４７ １５．５９

２ １ １００ ３．３４ ２．５２ ５２８．４３ １ ６３４ ３ ６４６ １５．６２

３ １ １００ ３．４８ ２．６６ ５２７．６３ １ ６３４ ４ １２８ １５．８８

４ １ １００ ３．８１ ２．９１ ５２０．０８ １ ６２７ ３ ３９１ １７．４１

５ １ １００ ４．０１ ３．０２ ５１９．１４ １ ６２６ ３ ８６２ １７．７４

　 　 当在算例 ３ 中引入单调递减的成功免疫率后，有更多的个体接种了疫苗．虽然算例 ３ 中的

控制变量和算例 １ 中具有相同的趋势，但是两者之间存在越来越大的差异．此外，算例 ３ 中的

性能指标也要大于算例 １．
在算例 １～３ 中，控制变量在初始阶段均保持在 １ 的位置．然而，在算例 ４ 中，控制变量在初

始阶段从一个较低的水平开始增长．这是因为在算例 ４ 中，假设了疫苗的产量在初期处于较低

的水平，从而为了满足式（１６）中关于疫苗产量的约束，控制变量被迫保持在较低的水平．在增

长到了某个时间点后，控制变量开始下降，并呈现出和算例 １ 中类似的趋势，这可以理解为疫

苗的产量达到了和算例 １ 中近似的水平．上述原因也导致了相较于算例 １，算例 ４ 中更少的个
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体接种疫苗．
在 ５ 个算例中，相对于无控情况，有控情况最终进入到康复仓室中的个体数均大幅地增

加，且在控制终止时刻人口总数也有一定增长．从上面 ５ 个算例的对比可以发现，当引入了时

变因素后，都会或多或少地在一定程度上改变最优的疫苗接种策略．这表明忽略时变因素，会
导致不合理的控制策略．同时，本文的算例也在一定程度上启发了我们，可以从如下 ３ 个方面

入手，提高疫苗接种策略的科学性： １） 对传染病传播的动力学建立精确的模型； ２） 对病原体

的抗药性进行量化分析； ３） 对国内医药企业疫苗研制、生产能力要有清晰的认识．

４　 结　 　 论

本文在经典 ＳＥＩＲ 传染病模型的基础上，通过引入时变和时滞两方面的因素，建立了含有

状态时滞的时变 ＳＥＩＲ 模型．以疫苗接种率作为控制量，考虑疫苗产量、种群人口上限等约束，
建立最优控制问题．通过多区段保辛伪谱方法求解，得到了考虑不同时变因素下的最优疫苗接

种策略．数值结果表明在最优控制问题的框架下， 计算得到的疫苗接种策略可以有效控制传

染病的传播．本文工作凸显了时变因素的影响， 对新型传染病的疫苗接种策略具有一定借鉴

意义．
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