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摘要：　 引入适用于极坐标下曲梁的位移函数，通过理论分析得出用位移函数表示的曲梁控制方

程和位移分量、应力分量．在此基础上，采用差分原理给出曲梁控制方程、位移分量和应力分量的差

分代数方程．最后，采用数值计算方法，分析了煤层开采后弯曲覆岩的位移和应力分布特征，结果表

明：１） 煤层开采后弯曲覆岩产生下沉变形；弯曲岩层环向位移既有拉伸也有压缩．２） 离开切眼不

远处径向应力将达到峰值，径向应力由内边界向外逐渐增大；工作面后方不远处环向应力将达到

峰值，环向应力较容易引起压缩破断；离开切眼不远处剪应力将达到峰值，对于小角度截面上的剪

应力由内边界向外逐渐增大．研究结果为煤矿工程提供了科学依据与参考．
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引　 　 言

我国是发展中国家，国民经济发展在相当长一段时间内仍将依赖于能源与矿产资源的开

发和利用．煤炭作为我国的主体能源，其在一次性能源结构中占到 ７０％左右［１⁃２］，且在今后相当

长的时间内，煤炭在我国一次性能源结构中仍会占据不可替代的重要地位．在煤矿工程实际中

往往遇到一系列连续弯曲岩层———褶皱构造，且褶皱构造中赋存着相当比例的煤炭资源，煤矿

的开采不可避免地受到弯曲岩层不同程度的影响，这一点在煤矿实际生产中早已证实．与水平

层状岩层相比，弯曲岩层的特征不仅仅有曲率，而且在褶皱构造中存在水平构造应力．在弯曲

岩层中开采煤层时，覆岩变形规律与水平层状岩层中的变形规律不尽相同．因此，煤层开采后

弯曲岩层中覆岩变形成为科学研究亟待解决的重点内容之一．
曲率对结构构件的应力分析已是经典课题，在结构力学方面，研究文献表明研究者正在不

断改进他们的计算方法．最早有两种理论方法可用于曲梁和曲杆的应力分析：Ｗｉｎｃｋｌｅｒ 的材料

强度理论［３］和 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 的弹性公式［４］ ．Ｗｉｎｃｋｌｅｒ 的强度理论主要给出了细梁环向应力的解
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析表达式，对于厚曲梁却不适用．改进的 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 弹性理论已成为与修正的 Ｗｉｎｃｋｌｅｒ 理论对

比分析的一个参考标准．Ｃｈｉａｎｅｓｅ 和 Ｅｒｄｌａｃ 给出了沿直径方向两个集中力压缩作用下圆内应

力分布的无穷级数通解［５］ ．Ｂａｇｃｉ 提出了一个在弯矩和集中力同时作用下考虑曲率影响的曲梁

应力强度，但它是一个近似解答，因为应力状态被任意假设为平面应力状态［６⁃８］ ．Ｔｕｔｕｎｃｕ 提出

了极坐标下基于应力函数的等截面窄曲梁的平面应力分析解答［９］ ．Ｓｌｏｂｏｄａ 和 Ｈｏｎａｒｍａｎｄｉ 开发

了一个适用于非矩形截面曲梁的弹性基本方法，但是边界条件却只能承受荷载条件［１０］ ．钟万

勰等将 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系引入到弹性平面条形区域问题中，并研究了在辛几何空间中正交归一及

展开等性质，将问题化为本征值和本征向量的求解，但该方法存在约当型链断绝的缺陷［１１⁃１２］ ．
就弹性力学方法而言，应力函数公式已经成功地应用于曲梁分析［１３］，但边界条件只能是

应力边界条件的形式．当边界约束为径向或环向位移（应变）条件时，应力函数方法不能取得令

人满意的解答．而另一方面，直接的位移参数方法只涉及到从两个偏微分平衡方程中找出两个

位移参数（径向位移和环向位移）．但是，从两个变系数的二阶偏微分方程中解出两个位移参数

是非常困难的事情，尤其是当边界条件为位移条件和应力条件的混合边值类型时．由于结构力

学大多数实际问题的边界条件是混合边值类型，因此，传统的方法对于求解混合边值问题是不

准确的，也不可靠［１４⁃１７］ ．
实际应用中大多数问题都是混合边值类型．这些结构的设计和分析主要是用数值计算的

方法来完成的．在各种方法中，有限单元法（ＦＥＭ）和有限差分法（ＦＤＭ）是最主要的数值方法．
ＦＥＭ 在各个方面得到了广泛的应用，特别是在曲线结构中［１８⁃２１］ ．Ｇａｎｇａｎ 指出 ＦＥＭ 的计算误差

会随着弯曲变形的增加而增大［２２］ ．ＦＤＭ 在结构构件应力分析方面的准确性比 ＦＥＭ 的精度更

高［２３⁃２４］，这一点已经得到证实．近年来，一些研究人员在使用 ＦＤＭ 对二维、三维结构的应力分

析方面产生了新的兴趣［２５⁃２８］ ．与传统计算方法相比，基于势函数的 ＦＤＭ 在预测边界条件过渡

区域的应力更加合理．ＦＤＭ 在自然科学和工程领域内边值问题方面的应用，特别是在由二阶偏

微分方程控制的边值问题方面，不断出现改进的求解方法［２９⁃３３］ ．
本文引入适用于极坐标下曲梁的位移函数，得出曲梁的偏微分控制方程和用位移函数表

示位移分量、应力分量的表达式；在此基础上，采用差分原理进行数值计算，应用曲梁理论分析

弯曲岩层中煤层开采后覆岩的位移和应力分布规律．

１　 用位移函数表示的曲梁弹性解答

１．１　 位移函数的控制方程

用极坐标求解平面应变问题时，由弹性理论［３⁃４］中的平衡方程、物理方程和几何方程，可在

不计体力的情况下分析得出：

　 　
∂２ｕｒ

∂ｒ２
＋ １
２ｒ（１ － μ）

∂２ｕθ

∂ｒ∂θ
＋ １ － ２μ
２ｒ２（１ － μ）

∂２ｕｒ

∂θ２
＋ １

ｒ
∂ｕｒ

∂ｒ
－ ３ － ４μ
２ｒ２（１ － μ）

∂ｕθ

∂θ
－
ｕｒ

ｒ２
＝ ０， （１ａ）

　 　 １ － ２μ
２（１ － μ）

∂２ｕθ

∂ｒ２
＋ １
２ｒ（１ － μ）

∂２ｕｒ

∂ｒ∂θ
＋ １

ｒ２
∂２ｕθ

∂θ２
＋

　 　 　 　 １ － ２μ
２ｒ（１ － μ）

∂ｕθ

∂ｒ
＋ ３ － ４μ
２ｒ２（１ － μ）

∂ｕｒ

∂θ
－ １ － ２μ
２ｒ２（１ － μ）

ｕθ ＝ ０， （１ｂ）

式中， ｕｒ，ｕθ 分别表示径向位移和环向位移；ｒ，θ 分别表示径向坐标和环向坐标；μ 为 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比．
式（１）是极坐标下平面应变弹性问题用位移分量求解的控制方程，满足式（１）和边界条件

的位移分量应该是问题的精确解答．但是，式（１）是变系数的椭圆型偏微分方程，与此同时，边
界条件往往是应力边界条件和位移边界条件的混合模式，因此，该问题精确解答在理论上是不
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容易得到的．如果想要获得解答，需要将式（１）和边界条件中两个变量的形式转化为一个变量

的形式．
为了将控制方程中的两个变量 ｕｒ 和 ｕθ 用一个变量来表示，这里引入位移函数 ψ（ ｒ，θ）， 定

义如下：

　 　 ｕｒ ＝ α１
∂２ψ
∂ｒ２

＋ α２
１
ｒ

∂２ψ
∂ｒ∂θ

＋ α３
１
ｒ２

∂２ψ
∂θ２

＋ α４
１
ｒ

∂ψ
∂ｒ

＋ α５
１
ｒ２

∂ψ
∂θ

＋ α６
１
ｒ２

ψ， （２ａ）

　 　 ｕθ ＝ α７
∂２ψ
∂ｒ２

＋ α８
１
ｒ

∂２ψ
∂ｒ∂θ

＋ α９
１
ｒ２

∂２ψ
∂θ２

＋ α１０
１
ｒ

∂ψ
∂ｒ

＋ α１１
１
ｒ２

∂ψ
∂θ

＋ α１２
１
ｒ２

ψ， （２ｂ）

系数 αｉ（ ｉ ＝ １，２，３，…，１２） 是材料常数［２６］ ．
将式（２）代入到式（１），用位移函数表示的控制方程如下：

　 　 α１
∂４ψ
∂ｒ４

＋ １
ｒ

α２ ＋ １
２（１ － μ）

α７{ } ∂４ψ
∂ｒ３∂θ

＋ １
ｒ２

１ － ２μ
２（１ － μ）

α１ ＋ α３ ＋{

　 　 　 　 １
２（１ － μ）

α８} ∂４ψ
∂ｒ２∂θ２

＋ １
ｒ３

１ － ２μ
２（１ － μ）

α２ ＋ １
２（１ － μ）

α９{ } ∂４ψ
∂ｒ∂θ３

＋

　 　 　 　 １
ｒ４

１ － ２μ
２（１ － μ）

α３{ } ∂４ψ
∂θ４

＋ １
ｒ
（α１ ＋ α４）

∂３ψ
∂ｒ３

＋

　 　 　 　 １
ｒ２

－ α２ ＋ α５ － ３ － ４μ
２（１ － μ）

α７ ＋ １
２（１ － μ）

α１０{ } ∂３ψ
∂ｒ２∂θ

＋

　 　 　 　 １
ｒ３

－ ３α３ ＋ １ － ２μ
２（１ － μ）

α４ － ２α８ ＋ １
２（１ － μ）

α１１{ } ∂３ψ
∂ｒ∂θ２

＋

　 　 　 　 １
ｒ４

１ － ２μ
２（１ － μ）

α５ ＋ － ５ ＋ ４μ
２（１ － μ）

α９{ } ∂３ψ
∂θ３

＋ １
ｒ２
（ － α１ － α４ ＋ α６）

∂２ψ
∂ｒ２

＋

　 　 　 　 １
ｒ３

－ ３α５ － ２α１０ ＋ １
２（１ － μ）

α１２{ } ∂２ψ
∂ｒ∂θ

＋

　 　 　 　 １
ｒ４

３α３ ＋ １ － ２μ
２（１ － μ）

α６ － ５ － ４μ
２（１ － μ）

α１１{ } ∂２ψ
∂θ２

＋

　 　 　 　 １
ｒ３
（ － ３α６）

∂ψ
∂ｒ

＋ １
ｒ４

３α５ － ５ － ４μ
２（１ － μ）

α１２{ } ∂ψ
∂θ

＋ １
ｒ４
（３α６）ψ ＝ ０， （３ａ）

　 　 １ － ２μ
２（１ － μ）

α７
∂４ψ
∂ｒ４

＋ １
ｒ

１
２（１ － μ）

α１ ＋ １ － ２μ
２（１ － μ）

α８{ } ∂４ψ
∂ｒ３∂θ

＋

　 　 　 　 １
ｒ２

１
２（１ － μ）

α２ ＋ α７ ＋ １ － ２μ
２（１ － μ）

α９{ } ∂４ψ
∂ｒ２∂θ２

＋ １
ｒ３

１
２（１ － μ）

α３ ＋ α８{ } ∂４ψ
∂ｒ∂θ３

＋

　 　 　 　 １
ｒ４

α９
∂４ψ
∂θ４

＋ １
ｒ

１ － ２μ
２（１ － μ）

α７ ＋ １ － ２μ
２（１ － μ）

α１０{ } ∂３ψ
∂ｒ３

＋

　 　 　 　 １
ｒ２

３ － ４μ
２（１ － μ）

α１ ＋ １
２（１ － μ）

α４ － １ － ２μ
２（１ － μ）

α８ ＋ １ － ２μ
２（１ － μ）

α１１{ } ∂３ψ
∂ｒ２∂θ

＋

　 　 　 　 １
ｒ３

１ － ２μ
１ － μ

α２ ＋ １
２（１ － μ）

α５ － ３（１ － ２μ）
２（１ － μ）

α９ ＋ α１０{ } ∂３ψ
∂ｒ∂θ２

＋

　 　 　 　 １
ｒ４

１ － ４μ
２（１ － μ）

α３ ＋ α１１{ } ∂３ψ
∂θ３

＋
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　 　 　 　 １
ｒ２

－ １ － ２μ
２（１ － μ）

α７ － １ － ２μ
２（１ － μ）

α１０ ＋ １ － ２μ
２（１ － μ）

α１２{ } ∂２ψ
∂ｒ２

＋

　 　 　 　 １
ｒ３

１ － ２μ
１ － μ

α４ ＋ １
２（１ － μ）

α６ － ３（１ － ２μ）
２（１ － μ）

α１１{ } ∂２ψ
∂ｒ∂θ

＋

　 　 　 　 １
ｒ４

１ － ４μ
２（１ － μ）

α５ ＋ ３（１ － ２μ）
２（１ － μ）

α９ ＋ α１２{ } ∂２ψ
∂θ２

＋ １
ｒ３

－ ３（１ － ２μ）
２（１ － μ）

α１２{ } ∂ψ
∂ｒ

＋

　 　 　 　 １
ｒ４

１ － ４μ
２（１ － μ）

α６ ＋ ３（１ － ２μ）
２（１ － μ）

α１１{ } ∂ψ
∂θ

＋ １
ｒ４

３（１ － ２μ）
２（１ － μ）

α１２{ } ψ ＝ ０． （３ｂ）

这里，用两个控制方程求解一个变量 ψ（ ｒ，θ） 时，需要合理选取某些系数 αｉ（ ｉ ＝ １，２，３，…，
１２）， 使得两个控制方程中的一个方程为多余的方程．从数学角度来讲，就是要求式（３）中的一

个方程能够自动满足等式．但是，从式（３）中可以看出，位移函数 ψ（ ｒ，θ） 的偏导数不全部为 ０．
因此，要想实现两个控制方程中一个方程为自动满足等式，必须要求其中一个方程的系数全部

为 ０．
设式（３ａ）自动满足等式，而式（３ｂ）则为位移函数 ψ（ ｒ，θ） 的控制方程．由式（３ａ）的全部系

数为 ０，得到位移函数 ψ（ ｒ，θ） 的控制方程为

　 　 ∂４ψ
∂ｒ４

＋ １
ｒ４

∂４ψ
∂θ４

＋ ２
ｒ２

∂４ψ
∂ｒ２∂θ２

－ ２
ｒ

∂３ψ
∂ｒ３

－ ６
ｒ３

∂３ψ
∂ｒ∂θ２

＋

　 　 　 　 ５
ｒ２

∂２ψ
∂ｒ２

＋ １０
ｒ４

∂２ψ
∂θ２

－ ９
ｒ３

∂ψ
∂ｒ

＋ ９
ｒ４

ψ ＝ ０． （４）

式（４）给出了极坐标下平面弹性问题用位移函数控制方程的表达式，可以得出位移函数

控制方程是与弹性模量 Ｅ、 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 μ 等材料常数无关的偏微分方程．
设式（３ｂ）自动满足等式，而式（３ａ）则为位移函数 ψ（ ｒ，θ） 的控制方程．由式（３ｂ）的全部系

数为 ０，得出的位移函数控制方程与式（４）完全相同．即，用位移函数表示的控制方程是唯一的．
１．２　 用位移函数表示的位移分量和应力分量

想要求解位移函数控制方程式（４），需要知道弹性体的位移边界条件和应力边界条件．但
是，弹性体的位移边界条件往往是已知的位移、应力边界条件往往是已知的载荷，因此，需要将

弹性体的已知位移和已知载荷表示为位移函数的偏导数形式．
极坐标下平面应变弹性问题的位移分量为径向位移 ｕｒ 和环向位移 ｕθ，应力分量为径向应

力 σｒ、环向应力 σθ 和剪应力 τｒθ ．
位移分量表达式为

　 　 ｕｒ（ ｒ，θ） ＝ － １
２ｒ（１ － μ）

∂２ψ
∂ｒ∂θ

＋ ５ － ４μ
２ｒ２（１ － μ）

∂ψ
∂θ

， （５ａ）

　 　 ｕθ（ ｒ，θ） ＝ ∂２ψ
∂ｒ２

＋ １ － ２μ
２ｒ２（１ － μ）

∂２ψ
∂θ２

－ ３
ｒ

∂ψ
∂ｒ

＋ ３
ｒ２

ψ ． （５ｂ）

应力分量表达式为

　 　 σｒ ＝
Ｅ

２（１ ＋ μ）
－ １

ｒ
∂３ψ
∂ｒ２∂θ

＋ μ
ｒ３（１ － μ）

∂３ψ
∂θ３

＋ ６ － ５μ
ｒ２（１ － μ）

∂２ψ
∂ｒ∂θ

－ １０ － ９μ
ｒ３（１ － μ）

∂ψ
∂θ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

（６ａ）

　 　 σθ ＝
Ｅ

２（１ ＋ μ）
２ － μ

ｒ（１ － μ）
∂３ψ
∂ｒ２∂θ

＋ １
ｒ３

∂３ψ
∂θ３

－ ７ － ５μ
ｒ２（１ － μ）

∂２ψ
∂ｒ∂θ

＋ １１ － ９μ
ｒ３（１ － μ）

∂ψ
∂θ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， （６ｂ）
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　 　 τｒθ ＝
Ｅ

２（１ ＋ μ）
∂３ψ
∂ｒ３

－ μ
ｒ２（１ － μ）

∂３ψ
∂ｒ∂θ２

－ ４
ｒ

∂２ψ
∂ｒ２

＋ １ ＋ μ
ｒ３（１ － μ）

∂２ψ
∂θ２

＋ ９
ｒ２

∂ψ
∂ｒ

－ ９
ｒ３

ψé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．

（６ｃ）
１．３　 差分原理

１．３．１　 控制方程的差分格式

位移函数控制方程适用于求解域内的离散点，由 ９ 部分组成：位移函数 １ ～ ４ 阶的 ８ 个偏

导数和它本身．控制方程中各个偏导数均采用中心差分公式，截断误差为 Ｏ（ｈ２） 或 Ｏ（ｋ２）， 差

分原理如图 １ 所示，得出求解域内离散点处控制方程的差分方程：
　 　 ξ１ψ（ ｉ ＋ ２， ｊ） ＋ ξ２ψ（ ｉ ＋ １， ｊ ＋ １） ＋ ξ３ψ（ ｉ ＋ １， ｊ） ＋ ξ２ψ（ ｉ ＋ １， ｊ － １） ＋
　 　 　 　 ξ４ψ（ ｉ， ｊ ＋ ２） ＋ ξ５ψ（ ｉ， ｊ ＋ １） ＋ ξ６ψ（ ｉ， ｊ） ＋ ξ５ψ（ ｉ， ｊ － １） ＋
　 　 　 　 ξ４ψ（ ｉ， ｊ － ２） ＋ ξ７ψ（ ｉ － １， ｊ ＋ １） ＋ ξ８ψ（ ｉ － １， ｊ） ＋
　 　 　 　 ξ７ψ（ ｉ － １， ｊ － １） ＋ ξ９ψ（ ｉ － ２， ｊ） ＝ ０， （７）

式中

　 　 ξ１ ＝ ｒ３ｉ ｋ４（ ｒｉ － ｈ），
　 　 ξ２ ＝ ｒｉｈ２ｋ２（２ｒｉ － ３ｈ），
　 　 ξ３ ＝ ｒｉｋ２（ － ４ｒ３ｉ ｋ２ － ４ｒｉｈ２ ＋ ２ｒ２ｉ ｈｋ２ ＋ ６ｈ３ ＋ ５ｒｉｈ２ｋ２ － ４．５ｈ３ｋ２），
　 　 ξ４ ＝ ｈ４，
　 　 ξ５ ＝ ２ｈ２（ － ２ｈ２ － ２ｒ２ｉ ｋ２ ＋ ５ｈ２ｋ２），
　 　 ξ６ ＝ ６ｒ４ｉ ｋ４ ＋ ６ｈ４ ＋ ８ｒ２ｉ ｈ２ｋ２ － １０ｒ２ｉ ｈ２ｋ２ － ２０ｈ４ｋ２ ＋ ９ｈ４ｋ４，
　 　 ξ７ ＝ ｒｉｈ２ｋ２（２ｒｉ ＋ ３ｈ），
　 　 ξ８ ＝ ｒｉｋ２（ － ４ｒ３ｉ ｋ２ － ４ｒｉｈ２ － ２ｒ２ｉ ｈｋ２ － ６ｈ３ ＋ ５ｒｉｈ２ｋ２ ＋ ４．５ｈ３ｋ２），
　 　 ξ９ ＝ ｒ３ｉ ｋ４（ ｒｉ ＋ ｈ），

ｈ，ｋ 分别为 ｒ 方向、 θ 方向的网格长度．

图 １　 控制方程的有限差分原理

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｓｃｈｅｍｅ ｏｆ ｔｈｅ ｇｏｖｅｒｎｉｎｇ ｅｑｕａｔｉｏｎ

１．３．２　 位移分量的差分格式

对于径向位移 ｕｒ， 在不同区域的边界上，采用不同的差分公式，包括： ｒ 方向和 θ 方向的向

前差分、向后差分的混合模式，这里给出 ４ 种径向位移 ｕｒ 的差分格式，差分原理如图 ２ 所示．
（ａ） ｒ⁃ 向前差分， θ⁃ 向前差分

　 　 ｕｒ（ ｉ， ｊ） ＝ ａ１ψ（ ｉ ＋ ２， ｊ ＋ ２） － ４ａ１ψ（ ｉ ＋ ２， ｊ ＋ １） ＋ ３ａ１ψ（ ｉ ＋ ２， ｊ） －
　 　 　 　 ４ａ１ψ（ ｉ ＋ １， ｊ ＋ ２） ＋ １６ａ１ψ（ ｉ ＋ １， ｊ ＋ １） － １２ａ１ψ（ ｉ ＋ １， ｊ） ＋
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　 　 　 　 （３ａ１ － ｂ１）ψ（ ｉ， ｊ ＋ ２） － （１２ａ１ － ４ｂ１）ψ（ ｉ， ｊ ＋ １） ＋
　 　 　 　 （９ａ１ － ３ｂ１）ψ（ ｉ， ｊ）； （８ａ）
（ｂ） ｒ⁃ 向前差分， θ⁃ 向后差分

　 　 ｕｒ（ ｉ， ｊ） ＝ － ３ａ１ψ（ ｉ ＋ ２， ｊ） ＋ ４ａ１ψ（ ｉ ＋ ２， ｊ － １） － ａ１ψ（ ｉ ＋ ２， ｊ － ２） ＋
　 　 　 　 １２ａ１ψ（ ｉ ＋ １， ｊ） － １６ａ１ψ（ ｉ ＋ １， ｊ － １） ＋ ４ａ１ψ（ ｉ ＋ １， ｊ － ２） －
　 　 　 　 （９ａ１ － ３ｂ１）ψ（ ｉ， ｊ） ＋ （１２ａ１ － ４ｂ１）ψ（ ｉ， ｊ － １） －
　 　 　 　 （３ａ１ － ｂ１）ψ（ ｉ， ｊ － ２）； （８ｂ）
（ｃ） ｒ⁃ 向后差分， θ⁃ 向前差分

　 　 ｕｒ（ ｉ， ｊ） ＝ － （３ａ１ ＋ ｂ１）ψ（ ｉ， ｊ ＋ ２） ＋ （１２ａ１ ＋ ４ｂ１）ψ（ ｉ， ｊ ＋ １） －
　 　 　 　 （９ａ１ ＋ ３ｂ１）ψ（ ｉ， ｊ） ＋ ４ａ１ψ（ ｉ － １， ｊ ＋ ２） － １６ａ１ψ（ ｉ － １， ｊ ＋ １） ＋
　 　 　 　 １２ａ１ψ（ ｉ － １， ｊ） － ａ１ψ（ ｉ － ２， ｊ ＋ ２） ＋
　 　 　 　 ４ａ１ψ（ ｉ － ２， ｊ ＋ １） － ３ａ１ψ（ ｉ － ２， ｊ）； （８ｃ）
（ｄ） ｒ⁃ 向后差分， θ⁃ 向后差分

　 　 ｕｒ（ ｉ， ｊ） ＝ （９ａ１ ＋ ３ｂ１）ψ（ ｉ， ｊ） － （１２ａ１ ＋ ４ｂ１）ψ（ ｉ， ｊ － １） ＋
　 　 　 　 （３ａ１ ＋ ｂ１）ψ（ ｉ， ｊ － ２） － １２ａ１ψ（ ｉ － １， ｊ） ＋ １６ａ１ψ（ ｉ － １， ｊ － １） －
　 　 　 　 ４ａ１ψ（ ｉ － １， ｊ － ２） ＋ ３ａ１ψ（ ｉ － ２， ｊ） －
　 　 　 　 ４ａ１ψ（ ｉ － ２， ｊ － １） ＋ ａ１ψ（ ｉ － ２， ｊ － ２）， （８ｄ）

式中　 　 ａ１ ＝ － １
８ｒｉｈｋ（１ － μ）

， ｂ１ ＝ ５ － ４μ
４ｒ２ｉ ｋ（１ － μ）

．

对于环向位移 ｕθ， 这里采用中心差分法计算偏导数，差分原理如图 ３ 所示．

图 ２　 径向位移差分原理 图 ３　 环向位移差分原理

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｓｃｈｅｍｅ ｏｆ ｔｈｅ Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｓｃｈｅｍｅ ｏｆ ｔｈｅ
ｒａｄｉａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

　 　 ｕθ（ ｉ， ｊ） ＝ （ａ２ ＋ ｃ２）ψ（ ｉ ＋ １， ｊ） ＋ ｂ２ψ（ ｉ， ｊ ＋ １） ＋
　 　 　 　 （ － ２ａ２ － ２ｂ２ ＋ ｄ２）ψ（ ｉ， ｊ） ＋ ｂ２ψ（ ｉ， ｊ － １） ＋ （ａ２ － ｃ２）ψ（ ｉ － １， ｊ）， （９）

式中　 　 ａ２ ＝ １
ｈ２， ｂ２ ＝ １ － ２μ

２ｒ２ｉ ｋ２（１ － μ）
， ｃ２ ＝ － ３

２ｒｉｈ
， ｄ２ ＝ ３

ｒ２ｉ
．

１．３．３　 应力分量的差分格式

这里采用中心差分、向前差分和向后差分混合使用的方式来计算应力分量中的偏导数，给
出 ３ 种应力分量的差分格式．需要说明的是，３ 种应力的差分格式分为： ｒ 中心差分 ⁃θ 向前差

分、ｒ中心差分 ⁃θ向后差分、ｒ向前差分 ⁃θ中心差分、ｒ向后差分 ⁃θ 中心差分等情况．但在计算过

程中，为了保证计算域涉及的节点不超出虚边界，对某些偏导数的差分采用混合差分格式，径
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向应力和环向应力的差分原理如图 ４ 所示，剪应力的差分原理如图 ５ 所示．

图 ４　 径向应力和环向应力差分原理 图 ５　 剪应力差分原理

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｓｃｈｅｍｅ ｏｆ ｔｈｅ ｒａｄｉａｌ Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｓｃｈｅｍｅ
ａｎｄ ｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｈｅａｒ ｓｔｒｅｓｓ

１） 径向应力分量 σｒ 的差分方程

（ａ） ｒ⁃ 中心差分， θ⁃ 向前差分

　 　 σｒ（ ｉ， ｊ） ＝ （ － Ａ１ － Ｃ１）ψ（ ｉ ＋ １， ｊ ＋ ２） ＋ （４Ａ１ ＋ ４Ｃ１）ψ（ ｉ ＋ １， ｊ ＋ １） ＋
　 　 　 　 （ － ３Ａ１ － ３Ｃ１）ψ（ ｉ ＋ １， ｊ） － Ｂ１ψ（ ｉ， ｊ ＋ ３） ＋ （２Ａ１ ＋ ６Ｂ１）ψ（ ｉ， ｊ ＋ ２） ＋
　 　 　 　 （ － ８Ａ１ － １２Ｂ１ ＋ Ｄ１）ψ（ ｉ， ｊ ＋ １） ＋ （６Ａ１ ＋ １０Ｂ１）ψ（ ｉ， ｊ） ＋
　 　 　 　 （ － ３Ｂ１ － Ｄ１）ψ（ ｉ， ｊ － １） ＋ （ － Ａ１ ＋ Ｃ１）ψ（ ｉ － １， ｊ ＋ ２） ＋
　 　 　 　 （４Ａ１ － ４Ｃ１）ψ（ ｉ － １， ｊ ＋ １） ＋ （ － ３Ａ１ ＋ ３Ｃ１）ψ（ ｉ － １， ｊ）； （１０ａ）
（ｂ） ｒ⁃ 中心差分， θ⁃ 向后差分

　 　 σｒ（ ｉ， ｊ） ＝ （３Ａ１ ＋ ３Ｃ１）ψ（ ｉ ＋ １， ｊ） ＋ （ － ４Ａ１ － ４Ｃ１）ψ（ ｉ ＋ １， ｊ － １） ＋
　 　 　 　 （Ａ１ ＋ Ｃ１）ψ（ ｉ ＋ １， ｊ － ２） ＋ （３Ｂ１ ＋ Ｄ１）ψ（ ｉ， ｊ ＋ １） ＋
　 　 　 　 （ － ６Ａ１ － １０Ｂ１）ψ（ ｉ， ｊ） ＋ （８Ａ１ ＋ １２Ｂ１ － Ｄ１）ψ（ ｉ， ｊ － １） ＋
　 　 　 　 （ － ２Ａ１ － ６Ｂ１）ψ（ ｉ， ｊ － ２） ＋ Ｂ１ψ（ ｉ， ｊ － ３） ＋ （３Ａ１ － ３Ｃ１）ψ（ ｉ － １， ｊ） ＋
　 　 　 　 （ － ４Ａ１ ＋ ４Ｃ１）ψ（ ｉ － １， ｊ － １） ＋ （Ａ１ － Ｃ１）ψ（ ｉ － １， ｊ － ２）， （１０ｂ）

式中

　 　 Ａ１ ＝ － Ｅ
４ｒｉｈ２ｋ（１ ＋ μ）

， Ｂ１ ＝ μＥ
４ｒ３ｉ ｋ３（１ － μ２）

，

　 　 Ｃ１ ＝ Ｅ（６ － ５μ）
８ｒ２ｉ ｈｋ（１ － μ２）

， Ｄ１ ＝ － Ｅ（１０ － ９μ）
４ｒ３ｉ ｋ（１ － μ２）

．

２） 环向应力分量 σθ 的差分方程

（ａ） ｒ⁃ 中心差分， θ⁃ 向前差分

　 　 σθ（ ｉ， ｊ） ＝ （ － Ａ２ － Ｃ２）ψ（ ｉ ＋ １， ｊ ＋ ２） ＋ （４Ａ２ ＋ ４Ｃ２）ψ（ ｉ ＋ １， ｊ ＋ １） ＋
　 　 　 　 （ － ３Ａ２ － ３Ｃ２）ψ（ ｉ ＋ １， ｊ） － Ｂ２ψ（ ｉ， ｊ ＋ ３） ＋ （２Ａ２ ＋ ６Ｂ２）ψ（ ｉ， ｊ ＋ ２） ＋
　 　 　 　 （ － ８Ａ２ － １２Ｂ２ ＋ Ｄ２）ψ（ ｉ， ｊ ＋ １） ＋ （６Ａ２ ＋ １０Ｂ２）ψ（ ｉ， ｊ） ＋
　 　 　 　 （ － ３Ｂ２ － Ｄ２）ψ（ ｉ， ｊ － １） ＋ （ － Ａ２ ＋ Ｃ２）ψ（ ｉ － １， ｊ ＋ ２） ＋
　 　 　 　 （４Ａ２ － ４Ｃ２）ψ（ ｉ － １， ｊ ＋ １） ＋ （ － ３Ａ２ ＋ ３Ｃ２）ψ（ ｉ － １， ｊ）； （１１ａ）
（ｂ） ｒ⁃ 中心差分， θ⁃ 向后差分

　 　 σθ（ ｉ， ｊ） ＝ （３Ａ２ ＋ ３Ｃ２）ψ（ ｉ ＋ １， ｊ） ＋ （ － ４Ａ２ － ４Ｃ２）ψ（ ｉ ＋ １， ｊ － １） ＋
　 　 　 　 （Ａ２ ＋ Ｃ２）ψ（ ｉ ＋ １， ｊ － ２） ＋ （３Ｂ２ ＋ Ｄ２）ψ（ ｉ， ｊ ＋ １） ＋

８０３ 基于曲梁弹性理论的弯曲覆岩变形及应力分析



　 　 　 　 （ － ６Ａ２ － １０Ｂ２）ψ（ ｉ， ｊ） ＋ （８Ａ２ ＋ １２Ｂ２ － Ｄ２）ψ（ ｉ， ｊ － １） ＋
　 　 　 　 （ － ２Ａ２ － ６Ｂ２）ψ（ ｉ， ｊ － ２） ＋ Ｂ２ψ（ ｉ， ｊ － ３） ＋
　 　 　 　 （３Ａ２ － ３Ｃ２）ψ（ ｉ － １， ｊ） ＋ （ － ４Ａ２ ＋ ４Ｃ２）ψ（ ｉ － １， ｊ － １） ＋
　 　 　 　 （Ａ２ － Ｃ２）ψ（ ｉ － １， ｊ － ２）， （１１ｂ）

式中

　 　 Ａ２ ＝ Ｅ（２ － μ）
４ｒｉｈ２ｋ（１ － μ２）

， Ｂ２ ＝
Ｅ

４ｒ３ｉ ｋ３（１ ＋ μ）
， Ｃ２ ＝ －

Ｅ（７ － ５μ）
８ｒ２ｉ ｈｋ（１ － μ２）

， Ｄ２ ＝
Ｅ（１１ － ９μ）
４ｒ３ｉ ｋ（１ － μ２）

．

　 　 ３） 剪应力 τｒθ 的差分方程

（ａ） ｒ⁃ 向前差分， θ⁃ 中心差分

　 　 τｒθ（ ｉ， ｊ） ＝ － Ａ３ψ（ ｉ ＋ ３， ｊ） － Ｂ３ψ（ ｉ ＋ ２， ｊ ＋ １） ＋ （６Ａ３ ＋ ２Ｂ３）ψ（ ｉ ＋ ２， ｊ） －
　 　 　 　 Ｂ３ψ（ ｉ ＋ ２， ｊ － １） ＋ ４Ｂ３ψ（ ｉ ＋ １， ｊ ＋ １） ＋
　 　 　 　 （ － １２Ａ３ － ８Ｂ３ ＋ Ｃ３ ＋ Ｅ３）ψ（ ｉ ＋ １， ｊ） ＋ ４Ｂ３ψ（ ｉ ＋ １， ｊ － １） ＋
　 　 　 　 （ － ３Ｂ３ ＋ Ｄ３）ψ（ ｉ， ｊ ＋ １） ＋ （１０Ａ３ ＋ ６Ｂ３ － ２Ｃ３ － ２Ｄ３ ＋ Ｆ３）ψ（ ｉ， ｊ） ＋
　 　 　 　 （ － ３Ｂ３ ＋ Ｄ３）ψ（ ｉ， ｊ － １） ＋ （ － ３Ａ３ ＋ Ｃ３ － Ｅ３）ψ（ ｉ － １， ｊ）； （１２ａ）
（ｂ） ｒ⁃ 向后差分， θ⁃ 中心差分

　 　 τｒθ（ ｉ， ｊ） ＝ （３Ａ３ ＋ Ｃ３ ＋ Ｅ３）ψ（ ｉ ＋ １， ｊ） ＋ （３Ｂ３ ＋ Ｄ３）ψ（ ｉ， ｊ ＋ １） ＋
　 　 　 　 （ － １０Ａ３ － ６Ｂ３ － ２Ｃ３ － ２Ｄ３ ＋ Ｆ３）ψ（ ｉ， ｊ） ＋ （３Ｂ３ ＋ Ｄ３）ψ（ ｉ， ｊ － １） －
　 　 　 　 ４Ｂ３ψ（ ｉ － １， ｊ ＋ １） ＋ （１２Ａ３ ＋ ８Ｂ３ ＋ Ｃ３ － Ｅ３）ψ（ ｉ － １， ｊ） －
　 　 　 　 ４Ｂ３ψ（ ｉ － １， ｊ － １） ＋ Ｂ３ψ（ ｉ － ２， ｊ ＋ １） － （６Ａ３ ＋ ２Ｂ３）ψ（ ｉ － ２， ｊ） ＋
　 　 　 　 Ｂ３ψ（ ｉ － ２， ｊ － １） ＋ Ａ３ψ（ ｉ － ３， ｊ）， （１２ｂ）

式中

　 　 Ａ３ ＝ Ｅ
４ｈ３（１ ＋ μ）

， Ｂ３ ＝ － μＥ
４ｒ２ｉ ｈｋ２（１ － μ２）

， Ｃ３ ＝ － ２Ｅ
ｒｉｈ２（１ ＋ μ）

，

　 　 Ｄ３ ＝ Ｅ
２ｒ３ｉ ｋ２（１ － μ）

， Ｅ３ ＝ ９Ｅ
４ｒ２ｉ ｈ（１ ＋ μ）

， Ｆ３ ＝ － ９Ｅ
２ｒ３ｉ（１ ＋ μ）

．

２　 弯曲岩层中的应用

２．１　 研究对象

根据弯曲岩层的形态、应力场特征，建立了弯曲岩层中煤层开采的示意图，如图 ６ 所示．为
了理论研究的可行，这里将弯曲岩层的形态简化为圆弧形．工作面由开切眼位置仰采推进，煤
层开采后，采场覆岩的平衡状态遭到破坏，应力重新分布；另一方面，采场覆岩开始变形下沉、
破断及运动，将影响采场工作面安全生产．本文的研究对象为采空区的上覆岩层．
２．２　 数值计算模型

图 ７ 为弯曲岩层数值计算的平面应变模型．模型的内外半径分别为 ｒｉｂ 和 ｒｏｂ； 模型的两端

分别为切眼和工作面支撑处，简化为固定铰支座边界条件，因为在实际工程中岩层是可以发生

转动的；内边界为采空区，无应力和位移边界条件；外边界为应力边界条件，承受上覆岩层的垂

直应力 ｑ和水平构造应力 λｑ，λ为构造应力系数；切眼位置与水平线之间的夹角 θｉ 称为开采部

位；工作面与切眼之间的夹角 θｅ 称为推进角度；岩层厚度为 ｓｔ ．
在使用位移函数法求解计算模型时，求解域内的离散点应满足位移函数控制方程，求解域

的边界条件应满足边界条件，如表 １ 所示．对于 ４ 个角点，传统的计算方法为在 ４ 个角点上一

般使用 ４ 个边界条件中的两个，这样求解出的应力，特别是固定端拐角区域的应力与实际应力
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状态有较大的差别．而本文在可用的 ４ 个边界条件中只满足 ３ 个，见表 ２，其余一个被看作是多

余的，这样与实际应力状态有较小的差别．岩层的物理力学性质见表 ３．

图 ６　 弯曲岩层中煤层开采示意图

Ｆｉｇ． ６　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｃｏａｌ ｓｅａｍ ｍｉｎｉｎｇ ｉｎ ｂｅｎｄｉｎｇ ｒｏｃｋ

计算模型中径向网格长度为 ０．５ ｍ、环向网格长度为 １°．以开采部位 θｉ ＝ ０°，推进角度 θｅ ＝
１２０°，岩层厚度 ｓｔ ＝ ２０ ｍ 为例说明计算的可行性．网格的实节点个数为 １２１×４１＝ ４ ９６１，边界的

虚节点个数为 １２１×２＋４１×２＝ ３２４，每个节点上都有未知的位移函数值 ψｉ， ｊ， 这样，总共有 ５ ２８５
个未知数；另一方面，求解域内的离散点个数为 １１９×３９＝ ４ ６４１， 这些离散点处可以列出 ４ ６４１
个代数方程（位移函数控制方程的差分方程）， 实边界上的每个节点（角点处的节点除外）可
以列出两个代数方程（位移边界条件或应力边界条件的差分方程）， 这些节点处可以列出 １１９
×２×２＋３９×２×２ ＝ ６３２ 个代数方程， 角点处的每个节点可以列出 ３ 个代数方程（两个位移边界

条件和一个应力边界条件的差分方程）， 即可以列出 ３×４＝ １２ 个代数方程， 这样， 总共可以列

出 ５ ２８５ 个代数方程．因此，代数方程的个数与未知数的个数相等，可以通过编制程序解出全部

未知的位移函数值 ψｉ， ｊ， 从而可进一步得出计算模型的位移和应力．采用 ＭＡＴＬＡＢ 软件进行编

写程序和求解计算．

图 ７　 弯曲岩层数值计算模型

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ａ ｂｅｎｄｉｎｇ ｓｔｒａｔｕｍ
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表 １　 计算模型的边界条件

Ｔａｂｌｅ １　 Ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｏｍａｉｎ ｆｏｒ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ

ｂｏｕｎｄａｒｙ
ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

ｎｏｒｍａｌ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ ｔａｎｇｅｎｔｉａｌ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ
ｒｉｇｈｔ ｒａｄｉａｌ ｓｕｒｆａｃｅ θ ＝ θｉ ｕｒ（ ｒ，θｉ） ＝ ０ ｕθ（ ｒ，θｉ） ＝ ０

ｌｅｆｔ ｒａｄｉａｌ ｓｕｒｆａｃｅ θ ＝ θｍａｘ ＝ θｉ ＋ θｅ ｕｒ（ ｒ，θｍａｘ） ＝ ０ ｕθ（ ｒ，θｍａｘ） ＝ ０

ｉｎｎｅｒ ｓｕｒｆａｃｅ ｒ ＝ ｒｉｂ σｒ（ ｒｉｂ，θ） ＝ ０ τｒθ（ ｒｉｂ，θ） ＝ ０

ｏｕｔｅｒ ｓｕｒｆａｃｅ ｒ ＝ ｒｏｂ，θ ≤ ９０° σｒ（ ｒｏｂ，θ） ＝ － ｑ（λｃｏｓ θ ＋ ｓｉｎ θ） τｒθ（ ｒｏｂ，θ） ＝ － ｑ（ｃｏｓ θ － λｓｉｎ θ）

ｏｕｔｅｒ ｓｕｒｆａｃｅ ｒ ＝ ｒｏｂ，θ ＞ ９０° σｒ（ ｒｏｂ，θ） ＝ － ｑ（ － λｃｏｓ θ ＋ ｓｉｎ θ） τｒθ（ ｒｏｂ，θ） ＝ － ｑ（ｃｏｓ θ ＋ λｓｉｎ θ）

表 ２　 ４ 个角点处的边界条件

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ａｔ ｔｈｅ ｆｏｕｒ ｃｏｒｎｅｒ ｎｏｄｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｏｍａｉｎ ｉｎ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ

ｃｏｒｎｅｒ ｎｏｄｅ ｇｉｖｅｎ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｕｓｅｄ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｖａｌｕｅｓ

Ａ { ｕｒ，ｕθ，σｒ，τｒθ } { ｕｒ，ｕθ，τｒθ } ｕｒ ＝ ０；ｕθ ＝ ０；τｒθ ＝ ０

Ｂ { ｕｒ，ｕθ，σｒ，τｒθ } { ｕｒ，ｕθ，τｒθ } ｕｒ ＝ ０；ｕθ ＝ ０；τｒθ ＝ ０

Ｃ { ｕｒ，ｕθ，σｒ，τｒθ } { ｕｒ，ｕθ，τｒθ } ｕｒ ＝ ０；ｕθ ＝ ０；τｒθ ＝ ０

Ｄ { ｕｒ，ｕθ，σｒ，τｒθ } { ｕｒ，ｕθ，τｒθ } ｕｒ ＝ ０；ｕθ ＝ ０；τｒθ ＝ ０

表 ３　 岩层物理力学性质

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｐｈｙｓｉｃａｌ ａｎｄ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ｒｏｃｋ ｓｔｒａｔａ

ｍｏｄｕｌｕｓ ｏｆ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ Ｅ ／ ＧＰａ Ｐｏｉｓｓｏｎ’ｓ ｒａｔｉｏ μ ｄｅｎｓｉｔｙ ｏｆ ｒｏｃｋ ρ ／ （ｋｇ·ｍ－３）

３５ ０．２５ ２ ５００

２．３　 弯曲覆岩位移分布特征

以曲率半径 ｒｉｂ ＝ ２０ ｍ，构造应力系数 λ ＝ １．８，采深ｍｄ ＝ １ ０００ ｍ，推进角度 θｅ ＝ １２０°，开采

部位 θｉ ＝ ０°，岩层厚度 ｓｔ ＝ ２０ ｍ 为例，分析数值计算模型的位移．
２．３．１　 径向位移分布特征

模型内边界和外边界的径向位移沿环向的分布曲线如图 ８ 所示．由图 ８ 可以得出，弯曲岩

层在外载荷作用下，边界角点处的径向位移为 ０，符合边界条件．内边界和外边界径向位移曲线

呈下凸形状，且均表现为负值，说明在工作面的推进过程中上覆岩层产生下沉变形，主要集中

在 １５° ～１０５°范围内产生明显下沉变形．在 θ ＜ ６０° 的范围内，外边界的径向位移大于内边界的

径向位移；而在 θ ＞ ６０° 的范围内，外边界的径向位移略小于内边界的径向位移，但两者差别

不大．

图 ８　 径向位移沿环向的分布曲线

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｒａｄｉａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｏｎ ｉｎｎｅｒ ａｎｄ
ｏｕｔｅｒ ｓｕｒｆａｃｅｓ ａｌｏｎｇ ｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ

模型不同截面上径向位移沿径向的分布曲线如图 ９ 所示．由图 ９ 可以得出，在 θ ＝ ３０°，
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４５°，６０° 这 ３ 个截面上，径向位移沿径向由内边界向外边界逐渐增大；而在 θ ＝ ７５°，９０°，１０５°
这 ３ 个截面上，径向位移沿径向由内边界向外边界逐渐减小，但减小趋势变化不大．另一方面，
在 θ ＝ ４５°，６０° 两个截面上的径向位移均大于 ６０ ｍｍ，其他截面上的径向位移均小于 ６０ ｍｍ，说
明在 ４５° ～６０°范围内的覆岩下沉变形最大，在工作面推进过程中应多注意观测，必要时采取相

应措施减小沉降变形．

图 ９　 不同截面上径向位移沿径向的分布曲线

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｒａｄｉａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ａｌｏｎｇ ｒａｄｉａｌ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ ｏｎ ６ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｅｃｔｉｏｎｓ

２．３．２　 环向位移分布特征

模型内边界和外边界的环向位移沿环向的分布曲线如图 １０ 所示．由图 １０ 可以得出，弯曲

岩层在外载荷作用下，尽管内边界和外边界的环向位移沿环向分布曲线形状不尽相同，但是环

向位移沿环向分布既有负值也有正值，且环向位移正值占主要部分，说明在工作面的推进过程

中上覆岩层沿环向有的产生压缩，有的产生拉伸，且以拉伸为主．由于岩石属于脆性材料，不抗

拉伸，因此，对于内边界而言在 ６０° ～１０５°范围内的岩层较容易产生拉伸破坏；对于外边界而言

在 ３０° ～９０°范围内的岩层较容易产生拉伸破坏．

图 １０　 环向位移沿环向的分布曲线

Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｏｎ ｉｎｎｅｒ ａｎｄ
ｏｕｔｅｒ ｓｕｒｆａｃｅｓ ａｌｏｎｇ ｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ

模型不同截面上环向位移沿径向的分布曲线如图 １１ 所示．由图 １１ 可以得出，在 θ ＝ ３０°，
４５° 两个截面上，环向位移沿径向先减小后增大，即一部分处于压缩状态，另一部分处于拉伸

状态； θ ＝ ６０°，７５° 两个截面上，环向位移沿径向均为正值，且呈增大趋势；而在 θ ＝ ９０°，１０５° 两
个截面上，环向位移沿径向呈减小趋势．不难看出，在 θ ＝ ６０° ～ ９０° 的截面上，模型内边界和外

边界的环向位移沿径向均为正值，岩层处于拉伸状态，说明在工作面推进过程中应多观测这些

截面，避免产生拉伸破坏．
２．４　 弯曲覆岩应力分布特征

以曲率半径 ｒｉｂ ＝ ２０ ｍ，构造应力系数 λ ＝ １．８，采深ｍｄ ＝ １ ０００ ｍ，推进角度 θｅ ＝ １２０°，开采
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部位 θｉ ＝ ０°，岩层厚度 ｓｔ ＝ ２０ ｍ 为例，分析数值计算模型的应力．

图 １１　 不同截面上环向位移沿径向的分布曲线

Ｆｉｇ． １１　 Ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ａｌｏｎｇ ｒａｄｉａｌ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ ｏｎ ６ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｅｃｔｉｏｎｓ

２．４．１　 径向应力分布特征

图 １２ 给出了计算模型中线上径向应力 σｒ 沿环向的分布情况．可以得出，径向应力沿环向

分布不均匀，在 ０° ～１７°范围内径向应力随 θ的增加而增大，在 １８° ～６９°范围内径向应力随 θ的

增加而减小，在 ７０° ～９２°范围内径向应力随 θ 的增加而增大，在 ９３° ～１２０°范围内径向应力随 θ
的增加而减小，最大径向应力在 θ ＝ １５° 附近．由此可以得出，离切眼不远处径向应力将达到峰

值．图 １３ 给出了不同截面上径向应力 σｒ 沿径向的分布情况．径向应力 σｒ 沿径向由内边界向外

边界呈逐渐增大趋势，与其他截面相比，在 θ ＝ ４５° 的截面上径向应力沿径向增加较快，表明越

靠近切眼的截面上径向应力增加越快，且径向应力值越大，反之，则径向应力增加较慢，且径向

应力值较小．值得注意的是，所有截面在 ｒ ＝ ２０ ｍ 处，即内边界上，径向应力值均为 ０，表明计算

结果符合内边界的径向应力边界条件．

图 １２　 中线上径向应力沿环向的分布曲线

Ｆｉｇ． １２　 Ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｒａｄｉａｌ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｍｉｄｄｌｅ ｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｃｅ

２．４．２　 环向应力分布特征

图 １４ 给出了计算模型中线上环向应力 σθ 沿环向的分布情况．可以得出，环向应力沿环向

分布不均匀，在 ０° ～２５°范围内环向应力随 θ的增加而减小，在 ２６° ～９０°范围内环向应力随 θ的

增加而增大，在 ９１° ～１２０°范围内径向应力随 θ 的增加而减小，最大环向应力在 θ ＝ ９０° 附近．由
此可以得出，工作面后方不远处环向应力将达到峰值，由于环向应力容易引起岩层环向压缩破

断，因此，在开采过程中应多观测工作面后方的环向破断现象．图 １５ 给出了不同截面上环向应

力 σθ 沿径向的分布情况．角度低于 ９０°的截面上环向应力沿径向由内边界向外边界逐渐增大，
而角度高于 ９０°的截面上环向应力沿径向由内边界向外边界逐渐减小，例如：在 θ ＝ ７５° 的截面

上，内边界上的环向应力为 ４０．９９ ＭＰａ，外边界上的环向应力却高达 ９１．２８ ＭＰａ；而在 θ ＝ １０５°
的截面上，环向应力从内边界到外边界降低了约 ７０％．需要注意的是，在 θ ＝ ７５° ～ １０５°的截面
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上内边界附近环向应力较大，容易引起上覆岩层环向压缩破断，造成顶板事故等灾害，在工作

面推进过程中应多观测，必要时采取相应的措施，避免灾害事故发生．

图 １３　 不同截面上径向应力沿径向的分布曲线

Ｆｉｇ． １３　 Ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｒａｄｉａｌ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｏｎ ３ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｅｃｔｉｏｎｓ

图 １４　 中线上环向应力沿环向的分布曲线

Ｆｉｇ． １４　 Ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｍｉｄｄｌｅ ｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｃｅ

图 １５　 不同截面上环向应力沿径向的分布曲线

Ｆｉｇ． １５　 Ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｏｎ ３ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｅｃｔｉｏｎｓ

２．４．３　 剪应力分布特征

图 １６ 给出了计算模型中线上剪应力 τｒθ 沿环向的分布情况．可以得出，剪应力沿环向有正

值也有负值，分布不均匀．在 ０° ～４２°范围内剪应力为负值，且在该范围内剪应力随 θ 的增加呈

先增大后减小的趋势；在 ４３° ～１２０°范围内剪应力为正值，在该范围内剪应力随 θ 的增加也呈

先增大后减小的趋势．在 ６０° ～１０５°范围内剪应力相对平稳，变化不大，但是剪应力的峰值却在

θ ＝ １０° 附近，由此可以得出，离切眼不远处剪应力将达到峰值．图 １７ 给出了不同截面上剪应力
τｒθ 沿径向的分布情况．对于小角度的截面，例如 θ ＝ ４５°，７５° 的截面上剪应力沿径向由内边界

向外边界基本上逐渐增大；而对于高角度的截面，例如 θ ＝ １０５° 的截面上剪应力沿径向由内边

界向外边界先增大后减小为 ０，然后剪应力变为负数，剪应力数值反向增大．值得注意的是， 所
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有截面在 ｒ ＝ ２０ ｍ 处， 即内边界上， 剪应力值均为 ０， 表明计算结果符合内边界的剪应力边界

条件．

图 １６　 中线上剪应力沿环向的分布曲线

Ｆｉｇ． １６　 Ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｓｈｅａｒ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｍｉｄｄｌｅ ｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｃｅ

图 １７　 不同截面上剪应力沿径向的分布曲线

Ｆｉｇ． １７　 Ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｓｈｅａｒ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｏｎ ３ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｅｃｔｉｏｎｓ

３　 结　 　 论

本文运用理论分析和数值计算的方法， 研究了基于位移函数法的曲梁弹性理论， 并将该

理论运用到弯曲岩层中， 分析了弯曲岩层中煤层开采后上覆岩层的变形与应力， 取得如下主

要结论：
１） 通过引入位移函数，得到了极坐标下平面弹性问题位移函数控制方程．通过理论分析、

推导，得到了用位移函数表示的位移分量和应力分量．在此基础上，采用差分原理编制程序．
２） 煤层开采后弯曲覆岩的径向位移沿环向呈下凸形状，说明工作面的开采过程中上覆岩

层产生下沉变形；弯曲岩层环向位移沿环向既有负值也有正值，且环向位移正值占主要部分．
径向应力沿环向分布不均匀，且距离切眼不远处径向应力将达到峰值，径向应力沿径向由内边

界向外边界逐渐增大．环向应力沿环向分布也不均匀，较大的环向应力容易引起环向破断．剪
应力沿环向的分布也不均匀，距离切眼不远处剪应力将达到峰值，对于小角度的截面上剪应力

沿径向由内边界向外边界基本上逐渐增大．
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８１３ 基于曲梁弹性理论的弯曲覆岩变形及应力分析


