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摘要：　 对具有分布时滞的递归神经网络模型进行了研究，并通过构造适当的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ⁃Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ
函数和非线性控制函数，采用不等式估计方法，得到了所研究模型一般衰减同步的充分条件．最后

给出了一个例子，进一步说明了所得结论的正确性．
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引　 　 言

神经网络动力学模型的同步研究目前已成为现代应用数学研究领域的热点之一．它的动

力学行为通常包括系统的渐近稳定性、鲁棒稳定性、局部或全局稳定性、同步稳定性、指数稳定

性、周期解的存在性和多项式稳定性等［１⁃１０］ ．在神经网络动力学模型中的递归神经网络动力学

模型作为一个成熟而广泛接受的网络动力学模型，目前越来越受到广大学者的重视．特别地，
递归神经网络动力学模型已成为图像处理分类、模式识别、信号处理、联想记忆、优化问题等理

论和应用中最重要的课题之一［１⁃１６］ ．
然而， 在自然系统和人工系统中，时滞现象是普遍存在的．从文献［１⁃５］的结果可以看出，

时滞对神经网络的实现有很大的不稳定影响．因此， 研究神经网络动力学模型时，应该把时滞

引入到模型中， 这将与实际情况更加相似．例如，在文献［６⁃１６］及其参考文献中，已经对时滞

递归神经网络动力学模型做了一系列的研究．
众所周知，同步问题是神经网络动力学模型研究中最基本和最重要的问题之一．此外， 同

步问题的研究在生物学、气候学、社会学、生态学等许多科学领域都发挥着极其重要的作用．目
前，关于时滞神经网络动力学模型的同步研究，国内外有许多重要的工作．例如，文献［１３⁃２５］
及其参考文献已经对时滞神经网络动力学模型同步研究方面做了深入的研究．

值得注意的是， 在研究混沌系统同步问题时， 同步收敛速度的估计是一个非常有趣和有

用的方法．但是， 在某些情况下， 同步的收敛速度无法显示或很难估计．例如， 考虑下面的微分

方程［２２］：

　 　 ｙ（ｘ） ＝ － １
２

ｙ３，　 　 ｘ ≥ ０．

４０２１
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虽然我们可以证明上述方程是渐近稳定的，但无法准确估计其解的收敛性．然而，最近在

文献［２２⁃２５］中，通过引入新的同步概念，即一般衰减同步（ＧＤＳ），研究了一类具有连续激活的

混沌神经网络的同步问题．这使得需要考虑一种新的收敛速度，即一般衰减同步．另一方面，对
于具有分布时滞的递归神经网络的一般衰减同步的研究目前还相当少，因此，基于以上分析和

原因，本文将研究以下具有分布时滞的递归神经网络动力学模型：

　 　 ｘｉ（ ｔ） ＝ － ｃｉｘｉ（ ｔ） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｂｉｊ∫ｔ

ｔ －τ ｊ（ ｔ）
ｇ ｊ（ｘ ｊ（ ｓ））ｄｓ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｄｉｊ∫ｔ

ｔ －σ ｊ（ ｔ）
ｈ ｊ（ｘ ｊ（ ｓ））ｄｓ ＋ Ｉｉ， （１）

其中 ｉ∈ Ｉ ≜ { １，２，…，ｎ } ， ｎ≥２ 是神经网络单位的数目； ｘｉ（ ｔ） 为第 ｉ个神经元的状态变量；
ｃｉ ＞ ０ 为正的常数；ａｉｊ， ｂｉｊ 和 ｄｉｊ 分别是在第个 ｉ神经元和第 ｊ个神经元之间的连接权重；ｆｉ（·），
ｇｉ（·） 和 ｈｉ（·） 是非线性激活函数， Ｉｉ 是外部输出常数；τ ｊ（ ｔ） 和 σ ｊ（ ｔ） 是传输时滞且满足 ０ ≤
τ ｉ（ ｔ） ≤ τ ｉ，０ ≤ σ ｉ（ ｔ） ≤ σ ｉ ．本文的主要目的是通过应用文献［２３⁃２５］的方法和构造适当的

Ｌｙａｐｕｎｏｖ⁃Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ 函数，研究得到模型（１）的一般衰减同步的充分条件．本文通过设计一种新

的控制函数，构造多个 Ｌｙａｐｕｎｏｖ⁃Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ 函数以及采用有效的分析方法，实现了具有分布时

滞的递归神经网络动力学模型的一般衰减同步，并改进和推广了目前已有的工作．

１　 预 备 知 识

本文总是使用 Ｉ ≜ { １，２，…，ｎ } ．假设系统（１）只满足下面的初始条件：
　 　 ｘｉ（ ｓ） ＝ φ ｉ（ ｓ），　 　 ｓ ∈ ［ － τ，０］， ｉ ＝ １，２，…，ｎ，

其中 τ ＝ ｍａｘ ｊ∈Ｉ { τ ｊ，σ ｊ } ，φ（ ｓ） ＝ （φ１（ ｓ）， φ２（ ｓ）， …， φ ｎ（ ｓ）） ∈ Ｃ（［ － τ，０］，Ｒ），表示在区间

［ － τ，０］ 映射到 Ｒ 的所有连续函数的 Ｂａｎａｃｈ 空间，其中范数定义为

　 　 ‖φ‖ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｓｕｐ

ｓ∈［ －τ，０］
｜ φ ｉ（ ｓ） ｜ ．

令 Ｒｎ 是 ｎ 维向量空间．对于任意向量 ｖ ＝ （ｖ１，ｖ１，…， ｖｎ） Ｔ ∈ Ｒｎ 的二范数定义为

　 　 ‖ｖ‖ ＝ (∑
ｎ

ｉ ＝ １
｜ ｖｉ ｜ ２ )

１ ／ ２
．

本文引入了以下假设．
（Ｈ１）　 对于每个 ｊ∈ ，激活函数 ｆ ｊ（ｕ），ｇ ｊ（ｕ）， ｈ ｊ（ｕ） 是连续的且存在常数 Ｌ ｊ， Ｈ ｊ，Ｋ ｊ，Ｎ ｊ，

Ｍ ｊ，Ｏ ｊ ＞ ０， 使得

　 　 ｜ ｆ ｊ（ｖ１） － ｆ ｊ（ｖ２） ｜ ≤ Ｌ ｊ ｜ ｖ１ － ｖ２ ｜ ＋ Ｎ ｊ， ｜ ｇ ｊ（ｖ１） － ｇ ｊ（ｖ２） ｜ ≤ Ｈ ｊ ｜ ｖ１ － ｖ２ ｜ ＋ Ｍ ｊ，
　 　 ｜ ｈ ｊ（ｖ１） － ｈ ｊ（ｖ２） ｜ ≤ Ｋ ｊ ｜ ｖ１ － ｖ２ ｜ ＋ Ｏ ｊ，　 　 ｖ１，ｖ２ ∈ Ｒ ．
（Ｈ２）　 时滞 τ ｊ（ ｔ） 和 σ ｊ（ ｔ） 是可微的，且存在常数 ０ ≤ ξ ｊ ≤ １ ／ ２，０ ≤ γ ｊ ≤ １ ／ ２ 使得

　 　 ０ ≤ τ ｊ（ ｔ） ≤ ξ ｊ， ０ ≤ σ ｊ（ ｔ） ≤ γ ｊ ．
本文中，考虑系统（１）为驱动系统， 则有以下的响应系统：

　 　 ｙｉ（ ｔ） ＝ － ｃｉｙｉ（ ｔ） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｂｉｊ∫ｔ

ｔ －τ ｊ（ ｔ）
ｇ ｊ（ｙ ｊ（ ｓ））ｄｓ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｄｉｊ∫ｔ

ｔ －σ ｊ（ ｔ）
ｈ ｊ（ｙ ｊ（ ｓ））ｄｓ ＋ ｕｉ（ ｔ） ＋ Ｉｉ， （２）

其中 ｕｉ（ ｔ） 是将要构造的控制函数．
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令 ｅｉ（ ｔ） ＝ ｙｉ（ ｔ） － ｘｉ（ ｔ）， 那么联合系统（１）和（２），得到以下的误差系统：

　 　 ｅｉ（ ｔ） ＝ － ｃｉｅｉ（ ｔ） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ ｆ

　
ｊ（ｅｊ（ ｔ）） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｂｉｊ∫ｔ

ｔ －τ ｊ（ ｔ）
ｇ ｊ（ｅｊ（ ｓ））ｄｓ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｄｉｊ∫ｔ

ｔ －σ ｊ（ ｔ）
ｈ ｊ（ｅｊ（ ｓ））ｄｓ ＋ ｕｉ， （３）

其中 ｆ　 ｊ（ｅｊ（ ｔ）） ＝ ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） － ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ．现在将给出 ψ⁃ 类型函数和一般衰减同步的定义．
定义 １［２３⁃２４］ 　 称函数 ψ：Ｒ ＋ → ［１， ＋ ∞） 是 ψ⁃ 类型函数， 如果它满足以下条件：
１） ψ 是可微的且非递减函数；
２） ψ（０） ＝ １ 且 ψ（ ＋ ∞） ＝ ＋ ∞；
３） ψ（ ｔ） ＝ ψ（ ｔ） ／ ψ（ ｔ） 是非递减函数且 ψ∗ ＝ ｓｕｐｔ≥０ ψ（ ｔ） ＜ ＋ ∞， 其中 ψ（ ｔ） 是 ψ（ ｔ） 对时

间 ｔ 的导数；
４） 对任意 ｔ，ｓ ≥ ０， ψ（ ｔ ＋ ｓ） ≤ ψ（ ｔ）ψ（ ｓ） ．
显然，函数 ψ（ ｔ） ＝ ｅαｔ 与 ψ（ ｔ） ＝ （１ ＋ ｔ） α 对任意 α ＞ ０ 满足以上 ４ 个条件，因此函数 ψ（ ｔ）

＝ ｅαｔ 与 ψ（ ｔ） ＝ （１ ＋ ｔ） α 是 ψ⁃ 类型函数．
定义 ２［２３⁃２４］ 　 称驱动系统（１）和响应系统（２）是实现一般衰减同步，如果存在一个常数 ε

＞ ０和 ψ⁃类型函数 ψ 使得对系统（１） 和（２） 任意的解 ｘ（ ｔ） ＝ （ｘ１（ ｔ），ｘ２（ ｔ），…，ｘｎ（ ｔ）） 与 ｙ（ ｔ）
＝ （ｙ１（ ｔ），ｙ２（ ｔ），…，ｙｎ（ ｔ））， 可以得到

　 　 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→＋∞

ｌｎ‖ｙ（ ｔ） － ｘ（ ｔ）‖
ｌｎ ψ（ ｔ）

≤ ε，

其中 ε 是误差函数的收敛值趋于 ０ 的速度．
（Ｈ３）　 对于在定义 １ 中给出定义的函数 ψ（ ｔ）， ψ（ ｔ），存在一个函数 ϱ（ ｔ） ∈Ｃ（Ｒ，Ｒ ＋） 和

常数 δ 使得对任意 ｔ ≥ ０ 有

　 　 ψ（ ｔ） ≤ １， ｓｕｐ
ｔ∈［０，＋∞）∫

ｔ

０
ψ δ（ ｓ）ϱ（ ｓ）ｄｓ ＜ ＋ ∞ ． （４）

下面介绍一个重要的引理， 在第 ２ 节将应用这个引理得到本文的主要结果．
引理 １［２３⁃２４］ 　 在假设（Ｈ３）成立的条件下，设系统（１）和系统（２）的误差函数 ｅ（ ｔ） ＝ ｙ（ ｔ） －

ｘ（ ｔ） 满足微分方程 ｅ（ ｔ） ＝ ｇ（ ｔ，ｅｔ）， 其中 ｅｔ ＝ ｅ（ ｔ ＋ ｓ）， ｓ ∈ ［ － τ，０］， 并且 ｇ（ ｔ，ｅｔ） 是局部有

界的．如果存在可微函数 Ｖ（ ｔ，ｅｔ）： Ｒ ＋ × Ｃ → Ｒ ＋，和正常数 λ １， λ ２ 使得对任意（ ｔ，ｅｔ） ∈ Ｒ ＋ × Ｃ
得到

　 　 （λ １‖ｅ（ ｔ）‖） ２ ≤ Ｖ（ ｔ，ｅｔ），
ｄＶ（ ｔ，ｅｔ）

ｄｔ （３）
≤－ δＶ（ ｔ，ｅｔ） ＋ λ ２ϱ（ ｔ）， （５）

其中 ｘ（ ｔ） 和 ｙ（ ｔ） 分别是系统（１）和（２）的解，并且 δ ＞ ０ 和 ϱ（ ｔ） 是在假设（Ｈ３）中给定的．那
么，驱动系统（１）和响应系统（２）在定义 ２ 的意义下实现一般衰减同步，其收敛速度为 δ ／ ２．

２　 主 要 结 果

本节将研究得到驱动系统（１）和响应系统（２）实现一般衰减同步的充分条件．首先构造一

个非线性控制函数：

　 　 ｕｉ（ ｔ） ＝ － α ｉｓｉｇｎ（ｅｉ（ ｔ）） －
β ｉ‖ｅ（ ｔ）‖ｅｉ（ ｔ）
ｅｉ（ ｔ） ＋ ϱ（ ｔ）

，　 　 ｉ ∈ Ｉ， （６）

其中 ｉ， ｊ ∈ Ｉ 且 β ｉ满足

６０２１ 含分布时滞递归神经网络的一般衰减同步



　 　
Ｅ ｉ ≜ ｃｉ ＋ β ｉ － ∑

ｎ

ｊ ＝ １
（ ｜ ａ ｊｉ ｜ ＋ ２τ ｉＢ ｊｉ ＋ ２σ ｉＤ ｊｉ ＋ Ａｉｊ） ＞ ０，

α ｉ － ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（Ｎｉ ｜ ａ ｊｉ ｜ ＋ τ ｉＭｉ ｜ ｂ ｊｉ ｜ ＋ σ ｉＯｉ ｜ ｄ ｊｉ ｜ ） ＞ ０，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（７）

其中 Ｃ ｉｊ ＞ ０ 和 Ｄｉｊ ＞ ０ 是常数，Ｂ ｉｊ ＝｜ ｂｉｊ ｜ Ｈ ｊ，Ｄｉｊ ＝｜ ｄｉｊ ｜ Ｋ ｊ， Ａｉｊ ＝ （Ｃ ｉｊτ ｉｊ ＋ Ｄｉｊσ ｉｊ） ／ ２．
下面基于非线性控制器（６），得到以下主要结论．
定理 １　 设假设（Ｈ１） ～ （Ｈ３）成立，并且基于控制函数 ｕｉ（ ｔ） 满足式（７），则驱动系统（１）

和响应系统（２）可实现一般衰减同步．
证明　 首先，构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ⁃Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ 函数：

　 　 Ｖ１（ ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
｜ ｅｉ（ ｔ） ｜ ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｊ ＝ １
２Ｂ ｉｊ∫０

－τ ｊ（ ｔ）
∫ｔ
ｔ ＋θ

｜ ｅｊ（ ｓ） ｜ ｄｓｄθ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｊ ＝ １
２Ｄｉｊ∫０

－σ ｊ（ ｔ）
∫ｔ
ｔ ＋θ

｜ ｅｊ（ ｓ） ｜ ｄｓｄθ ． （８）

沿着系统（３）计算 Ｖ１（ ｔ） 的导数得到

　 　 Ｖ１（ ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｓｉｇｎ（ｅｉ（ ｔ）） { － ｃｉｅｉ（ ｔ） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ ｆ

　
ｊ（ｅｊ（ ｔ）） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｂｉｊ∫ｔ

ｔ －τ ｊ（ ｔ）
ｇ ｊ（ｅｊ（ ｓ））ｄｓ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｄｉｊ∫ｔ

ｔ －σ ｊ（ ｔ）
ｈ ｊ（ｅｊ（ ｓ））ｄｓ － α ｉｓｉｇｎ（ｅｉ（ ｔ）） －

β ｉ‖ｅ（ ｔ）‖ｅｉ（ ｔ）
ｅｉ（ ｔ） ＋ ϱ（ ｔ） } ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｊ ＝ １
２Ｂ ｉｊ [∫０

－τ ｊ（ ｔ）
（ ｜ ｅｊ（ ｔ） ｜ － ｜ ｅｊ（ ｔ ＋ θ） ｜ ）ｄθ ＋ τ ｊ（ ｔ）∫ｔ

ｔ －τ ｊ（ ｔ）
｜ ｅｊ（ ｓ） ｜ ｄｓ ] ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｊ ＝ １
２Ｄｉｊ [∫０

－σ ｊ（ ｔ）
（ ｜ ｅｊ（ ｔ） ｜ － ｜ ｅｊ（ ｔ ＋ θ） ｜ ）ｄθ ＋ σ ｊ（ ｔ）∫ｔ

ｔ －σ ｊ（ ｔ）
｜ ｅｊ（ ｓ） ｜ ｄｓ ] ≤

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
{ － ｃｉ ｜ ｅｉ（ ｔ） ｜ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
｜ ａｉｊ ｜ ｜ ｆ　 ｊ（ｅｊ（ ｔ）） ｜ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｂｉｊ ｜ ∫ｔ

ｔ －τ ｊ（ ｔ）
｜ ｇ ｊ（ｅｊ（ ｓ）） ｜ ｄｓ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｄｉｊ ｜ ∫ｔ

ｔ －σ ｊ（ ｔ）
｜ ｈ ｊ（ｅｊ（ ｓ）） ｜ ｄｓ － α ｉ －

β ｉ‖ｅ（ ｔ）‖ ｜ ｅｉ（ ｔ） ｜
｜ ｅｉ（ ｔ） ｜ ＋ ϱ（ ｔ）

＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
２Ｂ ｉｊτ ｊ（ ｔ） ｜ ｅｊ（ ｔ） ｜ － ∑

ｎ

ｊ ＝ １
２Ｂ ｉｊ∫ｔ

ｔ －τ ｊ（ ｔ）
｜ ｅｊ（ ｓ） ｜ ｄｓ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
２Ｂ ｉｊτ ｊ（ ｔ）∫ｔ

ｔ －τ ｊ（ ｔ）
｜ ｅｊ（ ｓ） ｜ ｄｓ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
２Ｄｉｊσ ｊ（ ｔ） ｜ ｅｊ（ ｔ） ｜ －

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
２Ｄｉｊ∫ｔ

ｔ －σ ｊ（ ｔ）
｜ ｅｊ（ ｓ） ｜ ｄｓ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
２Ｄｉｊσ ｊ（ ｔ）∫ｔ

ｔ －σ ｊ（ ｔ）
｜ ｅｊ（ ｓ） ｜ ｄｓ } ． （９）

由假设（Ｈ１），可以得到

　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｊ ＝ １
｜ ａｉｊ ｜ ｜ ｆ　 ｊ（ｅｊ（ ｔ）） ｜ ≤ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｊ ＝ １
｜ ａｉｊ ｜ （Ｌ ｊ ｜ ｅｊ（ ｔ） ｜ ＋ Ｎ ｊ） ＝

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｊ ＝ １
Ｌ ｊ ｜ ａｉｊ ｜ ｜ ｅｊ（ ｔ） ｜ ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｊ ＝ １
Ｎ ｊ ｜ ａｉｊ ｜ ． （１０）

类似地，可以得到

　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｂｉｊ ｜ ∫ｔ

ｔ －τ ｊ（ ｔ）
｜ ｇ ｊ（ｅｊ（ ｓ）） ｜ ｄｓ ≤

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｂｉｊ ｜ ∫ｔ

ｔ －τ ｊ（ ｔ）
（Ｈ ｊ ｜ ｅｊ（ ｓ） ｜ ＋ Ｍ ｊ）ｄｓ ≤
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　 　 　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｊ ＝ １
Ｂ ｉｊ∫ｔ

ｔ －τ ｊ（ ｔ）
｜ ｅｊ（ ｓ） ｜ ｄｓ ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｂｉｊ ｜ τ ｊＭ ｊ， （１１）

　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｄｉｊ ｜ ∫ｔ

ｔ －σ ｊ（ ｔ）
｜ ｇ ｊ（ｅｊ（ ｓ）） ｜ ｄｓ ≤

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｊ ＝ １
Ｄｉｊ∫ｔ

ｔ －σ ｊ（ ｔ）
｜ ｅｊ（ ｓ） ｜ ｄｓ ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｄｉｊ ｜ σ ｊＯ ｊ ． （１２）

由假设（Ｈ２）和式（７）、（９） ～ （１２），可以得到

　 　 Ｖ１（ ｔ） ≤ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
{ － ｃｉ ｜ ｅｉ（ ｔ） ｜ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
｜ ａｉｊ ｜ ｜ ｅｊ（ ｔ） ｜ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
Ｎ ｊ ｜ ａｉｊ ｜ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
Ｂ ｉｊ∫ｔ

ｔ －τ ｊ（ ｔ）
｜ （ｅｊ（ ｓ） ｜ ｄｓ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｂｉｊ ｜ τ ｊＭ ｊ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
Ｄｉｊ∫ｔ

ｔ －σ ｊ（ ｔ）
｜ ｅｊ（ ｓ） ｜ ｄｓ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｄｉｊ ｜ σ ｊＯ ｊ － α ｉ －

β ｉ‖ｅ（ ｔ）‖ ｜ ｅｉ（ ｔ） ｜
‖ｅ（ ｔ）‖ ＋ ϱ（ ｔ）

＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
２τ ｊＢ ｉｊ ｜ ｅｊ（ ｔ） ｜ － ∑

ｎ

ｊ ＝ １
２Ｂ ｉｊ∫ｔ

ｔ －τ ｊ（ ｔ）
｜ ｅｊ（ ｓ） ｜ ｄｓ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
Ｂ ｉｊ∫ｔ

ｔ －τ ｊ（ ｔ）
｜ ｅｊ（ ｓ） ｜ ｄｓ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
２σ ｊＤｉｊ ｜ ｅｊ（ ｔ） ｜ － ∑

ｎ

ｊ ＝ １
２Ｄｉｊ∫ｔ

ｔ －σ ｊ（ ｔ）
｜ ｅｊ（ ｓ） ｜ ｄｓ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
Ｄｉｊ∫ｔ

ｔ －σ ｊ（ ｔ）
｜ ｅｊ（ ｓ） ｜ ｄｓ } ＝

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
{ － [ ｃｉ ＋ β ｉ － ∑

ｎ

ｊ ＝ １
（ ｜ ａ ｊｉ ｜ ＋ ２τ ｉＢ ｊｉ ＋ ２σ ｉＤ ｊｉ） ] ｜ ｅｊ（ ｔ） ｜ －

　 　 　 　 [α ｉ － ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（Ｎｉ ｜ ａ ｊｉ ｜ ＋ τ ｉＭｉ ｜ ｂ ｊｉ ｜ ＋ σ ｉＯｉ ｜ ｄ ｊｉ ｜ ） ] ＋ β ｉ ｜ ｅｉ（ ｔ） ｜ －

　 　 　 　
β ｉ‖ｅ（ ｔ）‖ ｜ ｅｉ（ ｔ） ｜
‖ｅ（ ｔ）‖ ＋ ϱ（ ｔ） } ≤ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
－ Ｅ ｉ ｜ ｅｉ（ ｓ） ｜ ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １

β ｉϱ（ ｔ） ｜ ｅｉ（ ｔ） ｜
‖ｅ（ ｔ）‖ ＋ ϱ（ ｔ）

． （１３）

其次，构造以下的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ⁃Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ 函数：

　 　 Ｖ２（ ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｊ ＝ １
Ｂ ｉｊ∫０

－τ ｊ
∫０
ｓ
∫ｔ
ｔ ＋θ

｜ ｅｊ（􀆠） ｜ ｄ􀆠ｄθｄｓ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｊ ＝ １
Ｄｉｊ∫０

－σ ｊ
∫０
ｓ
∫ｔ
ｔ ＋θ

｜ ｅｊ（􀆠） ｜ ｄ􀆠ｄθｄｓ ．

计算 Ｖ２（ ｔ） 的导数，得到

　 　 Ｖ２（ ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｊ ＝ １
[Ｃ ｉｊ∫０

－τ ｊ
∫０
ｓ
（ ｜ ｅｊ（ ｔ） ｜ － ｜ ｅｊ（ ｔ ＋ θ） ｜ ）ｄθｄｓ ＋

　 　 　 　 Ｄｉｊ∫０
－σ ｊ
∫０
ｓ
（ ｜ ｅｊ（ ｔ） ｜ － ｜ ｅｊ（ ｔ ＋ θ） ｜ ）ｄθｄｓ ] ≤ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｊ ＝ １
Ａｉｊ ｜ ｅｊ（ ｔ） ｜ － Ａ， （１４）

其中

　 　 Ａ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｊ ＝ １
[Ｃ ｉｊ∫０

－τ ｊ
∫ｔ
ｔ ＋ｓ

｜ ｅｊ（ω） ｜ ｄωｄｓ ＋ Ｄｉｊ∫０
－σ ｊ
∫ｔ
ｔ ＋ｓ

｜ ｅｊ（ω） ｜ ｄωｄｓ ] ．

最后，构造如下的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ⁃Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ 函数：
　 　 Ｖ（ ｔ） ＝ Ｖ１（ ｔ） ＋ Ｖ２（ ｔ），

则存在常数 χ ＞ １， 使得

　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
｜ ｅｉ（ ｔ） ｜ ≤ Ｖ（ ｔ） ≤ χ∑

ｎ

ｉ ＝ １
｜ ｅｉ（ ｔ） ｜ ＋

χ
Ｅ

Ａ， （１５）

其中　 　 Ｅ ＝ ｍｉｎｉ∈Ｉ {Ｅ ｉ } ．
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计算 Ｖ（ ｔ） 的导数并由式（１３）、（１４）得到

　 　 Ｖ（ ｔ） ≤ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
－ Ｅ ｉ ｜ ｅｉ（ ｓ） ｜ ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １

β ｉϱ（ ｔ） ｜ ｅｉ（ ｔ） ｜
‖ｅ（ ｔ）‖ ＋ ϱ（ ｔ）

－ Ａ ≤

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
－ Ｅ ｉ ｜ ｅｉ（ ｓ） ｜ ＋ ｍａｘ

ｉ∈Ｉ
{ β ｉ }

‖ｅ（ ｔ）‖ϱ（ ｔ）
‖ｅ（ ｔ）‖ ＋ ϱ（ ｔ）

－ Ａ ．

令 β ＝ ｍａｘｉ∈Ｉ { β ｉ } ＞ ０，并利用不等式 ０ ≤ ａｂ ／ （ａ ＋ ｂ） ≤ ａ，对任意 ａ ＞ ０，ｂ ＞ ０， 得到

　 　 Ｖ（ ｔ） ≤ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
－ Ｅ ｉｅｉ（ ｔ） ２ ＋ βϱ（ ｔ） － Ａ ． （１６）

下一步， 取一个充分小的一个常数 δ 使得 δχ ＜ Ｅ， 则由不等式（１５）和（１６）可以得到

　 　 ｄ
ｄｔ

Ｖ（ ｔ） ＋ δＶ（ ｔ） ≤ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
－ Ｅ ｉ ｜ ｅｉ（ ｔ） ｜ ＋ βϱ（ ｔ） － Ａ ＋ δ χ∑

ｎ

ｉ ＝ １
｜ ｅｉ（ ｔ） ｜ ＋

χ
Ｅ

Ａæ

è
ç

ö

ø
÷ ≤

　 　 　 （δχ － Ｅ）∑
ｎ

ｉ ＝ １
｜ ｅｉ（ ｔ） ｜ ＋ δχ

Ｅ
－ １æ

è
ç

ö

ø
÷ Ａ ＋ βϱ（ ｔ） ≤ βϱ（ ｔ） ．

进一步得到

　 　 Ｖ（ ｔ） ＋ δＶ（ ｔ） ≤ βϱ（ ｔ） ． （１７）
因此，由引理 １ 可以得到驱动系统（１）和响应系统（２）可实现一般衰减同步．其中误差函数（３）
的收敛值趋于 ０ 的速度为 δ ／ ２．下面将讨论一些特殊情况．

如果在假设（Ｈ１）中假设激活函数 ｆ ｊ（ｕ），ｇ ｊ（ｕ），ｈ ｊ（ｕ） 满足全局 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件，即假设

（Ｈ１）中的常数 Ｎ ｊ ＝ Ｍ ｊ ＝ Ｏ ｊ ＝ ０， 则假设（Ｈ１）变成以下的新假设．
（Ｈ１）′　 激活函数 ｆ ｊ（ｕ），ｇ ｊ（ｕ），ｈ ｊ（ｕ） 满足全局 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件，即存在常数 Ｌ ｊ，Ｈ ｊ，Ｋ ｊ ＞ ０，

使得

　 　 ｜ ｆ ｊ（ｖ１） － ｆ ｊ（ｖ２） ｜ ≤ Ｌ ｊ ｜ ｖ１ － ｖ２ ｜ ， ｜ ｇ ｊ（ｖ１） － ｇ ｊ（ｖ２） ｜ ≤ Ｈ ｊ ｜ ｖ１ － ｖ２ ｜ ，
　 　 ｜ ｈ ｊ（ｖ１） － ｈ ｊ（ｖ２） ｜ ≤ Ｋ ｊ ｜ ｖ１ － ｖ２ ｜ ，

其中　 　 ｖ１，ｖ２ ∈ Ｒ ．
此外，控制函数（６）和不等式（７）变成式（１８）、（１９）：

　 　 ｕｉ（ ｔ） ＝ －
β ｉ‖ｅ（ ｔ）‖ｅｉ（ ｔ）
ｅｉ（ ｔ） ＋ ϱ（ ｔ）

，　 　 ｉ ∈ Ｉ， （１８）

　 　 ｃｉ ＋ β ｉ － ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ ｜ ａ ｊｉ ｜ ＋ ２τ ｉＢ ｊｉ ＋ ２σ ｉＤ ｊｉ） ＞ ０． （１９）

由定理 １ 的结论，可得到下面的推论．
推论 １　 设假设（Ｈ１）′、（Ｈ２）、（Ｈ３）成立并且基于控制函数（１８）满足式（１９），则驱动系

统（１）和响应系统（２）可实现一般衰减同步．

注 １　 函数 ψ 用作衰减函数， 所以 ψ⁃ 类型稳定性也被称为具有一般衰减率的稳定性．当 ψ（ ｔ） ＝ ｅαｔ，
ψ（ ｔ） ＝ （１ ＋ ｔ） α 和 ψ（ ｔ） ＝ １ ＋ αｌｎ（１ ＋ ｔ） 对于任何 α ＞ ０ 时， ψ⁃ 类型稳定性可化为指数同步、多项式同步

和对数同步．
注 ２　 在文献［２３⁃２４］中构造了如下的控制函数：

　 　 ｕｉ（ ｔ） ＝ － Ｇ１ｅ（ ｔ） － Ｇ２ｓｉｇｎ（ｅ（ ｔ）） －
‖Ａ‖２

∞ ‖ｅ（ ｔ）‖２ｅ（ ｔ）
２‖Ａ‖∞ ‖ｅ（ ｔ）‖２ ＋ ２ϱ（ ｔ）

，

并实现了所研究系统的一般衰减同步，其中 Ｇ１ ＝ ｄｉａｇ（􀆠１，􀆠２，…，􀆠ｎ），Ｇ２ ＝ ｄｉａｇ（ε１，ε２，…，ε ｎ） ．然而，本文构

造了更简单、更有效的控制函数（６）和（１８）．因此，本文的结果可以看作是对文献［２３⁃２４］所得结果的改进和

推广．
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３　 数 值 示 例

例　 考虑下面的含分布时滞的递归神经网络系统：

　 　 ｘｉ（ ｔ） ＝ － ｃｉｘｉ（ ｔ） ＋ ∑
２

ｊ ＝ １
ａｉｊ ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ＋ ∑

２

ｊ ＝ １
ｂｉｊ∫ｔ

ｔ －τ ｊ（ ｔ）
ｇ ｊ（ｘ ｊ（ ｓ））ｄｓ ＋

　 　 　 　 ∑
２

ｊ ＝ １
ｄｉｊ∫ｔ

ｔ －σ ｊ（ ｔ）
ｈ ｊ（ｘ ｊ（ ｓ））ｄｓ ＋ Ｉｉ ． （２０）

对应的响应系统为

　 　 ｙｉ（ ｔ） ＝ － ｃｉｙｉ（ ｔ） ＋ ∑
２

ｊ ＝ １
ａｉｊ ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） ＋ ∑

２

ｊ ＝ １
ｂｉｊ∫ｔ

ｔ －τ ｊ（ ｔ）
ｇ ｊ（ｙ ｊ（ ｓ））ｄｓ ＋

　 　 　 　 ∑
２

ｊ ＝ １
ｄｉｊ∫ｔ

ｔ －σ ｊ（ ｔ）
ｈ ｊ（ｙ ｊ（ ｓ））ｄｓ ＋ ｕｉ（ ｔ） ＋ Ｉｉ， （２１）

其中 ｉ ＝ １，２， ｆ１（ｕ） ＝ ｆ２（ｕ） ＝ ｔｈ（ｕ）， ｇ１（ｕ） ＝ ｇ２（ｕ） ＝ ｔｈ（ｕ） － ｓｈ（ｕ）， ｈ１（ｕ） ＝ ｈ２（ｕ） ＝ ｔｈ（ｕ） －
ｃｈ（ｕ）， ｃ１ ＝ ｃ２ ＝ １， ａ１１ ＝ １．２５， ａ１２ ＝ － ０．１１， ａ２１ ＝ － ２．５， ａ２２ ＝ ３．２， ｂ１１ ＝ － １．６， ｂ１２ ＝ － ０．１， ｂ２１

＝ ０．１８， ｂ２２ ＝ － ２， ｄ１１ ＝ ０．２， ｄ１２ ＝ ０， ｄ２１ ＝ － ０．２， ｄ２２ ＝ ０．１５， τ ｊ（ ｔ） ＝ ｅｔ ／ （１ ＋ ｅｔ）， σ ｊ（ ｔ） ＝ ｅｔ ／ （５
＋ ｅｔ）， Ｉｉ ＝ ０．

图 １　 同步误差 ｅ１（ ｔ） 图 ２　 同步误差 ｅ２（ ｔ）

Ｆｉｇ． １　 Ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒ ｅ１（ ｔ） Ｆｉｇ． ２　 Ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒ ｅ２（ ｔ）

图 ３　 状态变量 ｘ１（ ｔ）， ｙ１（ ｔ） 的同步轨迹 图 ４　 状态变量 ｘ２（ ｔ）， ｙ２（ ｔ） 的同步轨迹

Ｆｉｇ． ３　 Ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｘ１（ ｔ）， ｙ１（ ｔ） Ｆｉｇ． ４　 Ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｘ２（ ｔ）， ｙ２（ ｔ）

以下是非线性控制函数 ｕｉ（ ｔ）：

０１２１ 含分布时滞递归神经网络的一般衰减同步



　 　 ｕｉ（ ｔ） ＝ － α ｉｓｉｇｎ（ｅｉ（ ｔ）） －
β ｉ‖ｅ（ ｔ）‖ｅｉ（ ｔ）
ｅｉ（ ｔ） ＋ ϱ（ ｔ）

， （２２）

其中 ｅｉ（ ｔ） ＝ ｙｉ（ ｔ） － ｘｉ（ ｔ） 且 ｉ ＝ １，２．如果取Ｌ ｊ ＝ Ｈ ｊ ＝ Ｋ ｊ ＝ １， Ｎ ｊ ＝ ０．０５，Ｍ ｊ ＝ ０．０３，Ｏ ｊ ＝ ０．０３２ 且

τ ｊ ＝ σ ｊ ＝ １， 那么计算得到假设（Ｈ１）和（Ｈ２）成立．进一步地，令 ϱ（ ｔ） ＝ ｅ －０．１ｔ， ψ（ ｔ） ＝ ｅｔ 且 α１ ＝
０．５， α２ ＝ ０．５５， β １ ＝ ７， β ２ ＝ ６．则假设（Ｈ３）和不等式（７）成立，从而定理 １ 的全部条件成立．因
此，根据定理 １，可以基于控制函数（２２）、驱动系统（２０）和响应系统（２１）实现一般衰减同步．系
统（２０）和（２１）之间同步误差曲线和同步轨迹曲线的数值模拟图如图 １～４ 所示．

４　 总　 　 结

本文基于文献［２３⁃２５］的方法，构造了适当的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ－Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ 函数，研究得到了驱动

系统（１）和响应系统（２）达到一般衰减同步的充分条件．然后针对本文得到的理论结果给出了

例子和数值模拟．因为在本文注 １ 中提到的 ψ⁃ 类型稳定性也被称为具有一般衰减率的稳定

性，并且 ψ⁃ 类型稳定性可化为指数同步、多项式同步和对数同步，因此，本文研究得到的结论

改进和推广了目前已有神经网络同步研究方面的工作．
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