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摘要：　 研究了一类离散分数阶神经网络的 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 稳定性问题．首先， 基于离散分数阶微积

分理论、神经网络理论，提出了一类离散分数阶神经网络．其次，利用不等式技巧和离散 Ｌａｐｌａｃｅ 变

换，通过构造合适的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数，得到了离散分数阶神经网络全局 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 稳定的充分性

判据．最后，通过一个数值仿真算例验证了所提出理论的有效性．
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引　 　 言

自 １９８２ 年美国加州理工学院生物物理学家 Ｈｏｐｆｉｅｌｄ 提出了神经网络的数学模型以来［１］，
各种类型的网络模型相继被建立［２⁃３］ ．由于神经网络具有自学习功能、联想记忆功能和鲁棒性

强等特点，现已广泛应用于联想记忆、图像处理、信号传输、保密通讯、模式识别等诸多领域［４］ ．
从神经网络稳定性的研究工作来看，无论是实值神经网络还是复值神经网络，其模型都是用整

数阶微积分描述的．然而，在实际研究中，整数阶微积分也有局限性，其整数阶导数建立的神经

网络无法准确地描述大部分神经元具有的记忆特性和历史依赖性．人们发现，利用分数阶微积

分所建立的模型比用经典的整数阶微积分建立的模型能更准确地描述这些自然现象及反映系

统的性态，这也是分数阶微积分最主要的优势．因此，分数阶微积分具有的功能是整数阶微积

分不能替代的．最近，一些学者利用分数阶微积分描述模型所具有的良好的记忆能力和遗传特

性，将分数阶微积分理论引入到神经网络，建立了分数阶神经网络模型．在设计神经网络解决

实际问题时，往往需要对其稳定性进行讨论与分析，稳定性是保证控制系统正常工作的先决条

件，合理选择网络的参数和激活函数，可以确保网络正常、高效地完成工作［５］ ．因此，对分数阶

神经网络稳定性进行深入研究具有重要意义．Ｌｙａｐｕｎｏｖ 直接方法是非线性系统中稳定性分析

的重要工具．当 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 直接方法扩展到分数阶系统时，就产生了 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 稳定性［６⁃７］ ．近
年来，一大批关于分数阶神经网络的 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 稳定性研究理论被相继报道［６⁃１２］ ．

众所周知，在计算机模拟和仿真中，离散化过程是研究人员分析系统行为最主要的方法，
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几乎所有的数值仿真实验结果都是通过把连续系统离散化得到的．因此，我们直接关心的是离

散系统是否保持了连续系统的性质．同样地，那些适用于分析连续分数阶系统所建立的稳定性

判据是否能应用于离散分数阶系统．一些学者对于离散的分数阶微积分进行了研究，也得到了

一些理论结果［１３⁃１６］：文献［１３⁃１４］给出了离散的 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 函数的定义和性质，并且研究了

离散 Ｌａｐｌａｃｅ 变换在 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶差分算子和 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 函数上的应用；文献［１５］基于离

散分数阶微积分、不等式技巧和不动点定理，考虑了具有泄漏时滞的离散分数阶双向联想记忆

神经网络的存在性、唯一性和一致稳定性；文献［１６］通过利用 Ｋｒａｓｎｏｓｅｌｓｋｉｉ 不动点定理和 Ａｒ⁃
ｚｅｌａ⁃Ａｓｃｏｌｉ 定理，研究了具有非线性时滞的离散分数阶 Ｌｏｔｋａ⁃Ｖｏｌｔｅｒｒａ 模型．然而，这些文献研

究的大多是离散分数阶微积分的性质，很少有文献涉及到离散分数阶神经网络的 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆ⁃
ｆｌｅｒ 稳定性．

鉴于以上分析，本文通过构造合适的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数，结合不等式技巧和离散 Ｌａｐｌａｃｅ 变

换，研究了一类离散分数阶神经网络的全局 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 稳定性，得到了确保网络平衡点稳定

的充分性判据．相比于已有的文献，本文的贡献主要体现在两个方面：
１） 据笔者所知，本文第一次研究了离散分数阶神经网络的全局 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 稳定性．根据

连续分数阶神经网络和离散分数阶微积分的理论，得到了 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 直接法在实数域上的几个

引理，从而将连续分数阶神经网络的部分性质扩展应用到离散分数阶神经网络．
２） 应用离散的 Ｌａｐｌａｃｅ 变换和不等式技巧，得到了判定 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 稳定的充分条件．
本文的结构如下： 第 １ 节介绍了有关离散分数阶微积分的预备知识，包括离散分数阶神

经网络模型、相关的定义及引理； 第 ２ 节给出了离散分数阶神经网络全局 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 稳定

的充分性判据； 第 ３ 节通过一个数值仿真实例验证了提出理论的有效性； 最后总结了全文所

做的工作．

１　 预 备 知 识

１．１　 模型描述

为了方便表达，本文使用以下记号．
Ｒｎ 和 Ｃｎ 分别表示由 ｎ 维实数和复数向量构成的空间，Ｒｎ×ｎ 表示由 ｎ × ｎ 维实数矩阵构成

的集合；Ｉｎ 表示 ｎ × ｎ 的单位矩阵； 对于 ｚ（ ｔ） ＝ （ ｚ１（ ｔ），ｚ２（ ｔ），…，ｚｎ（ ｔ）） Ｔ ∈ Ｒｎ，‖ｚ（ ｔ）‖ ＝

∑ ｎ

ｊ ＝ １
ｚ２ｊ （ ｔ） 表示 ｚ（ ｔ） 的范数； 对于 Ａ ∈ Ｒｎ×ｎ，λｍａｘ（Ａ） 表示矩阵 Ａ 的最大特征值； Ｉ ＝ { １，

２，…，ｎ } ；Ｎ ＝ { ０，１，２，… } ，类似地 Ｎ ＋ ＝ { １，２，… } ．
本文考虑如下的一类离散分数阶神经网络：

　 　 ｃÑα
０ ｚ ｊ（ ｔ） ＝ － ｃｊｚ ｊ（ ｔ） ＋ ∑

ｎ

ｋ ＝ １
ａ ｊｋ ｆｋ（ ｚｋ（ ｔ）） ＋ Ｕ ｊ，　 ｊ ∈ Ｉ， ｔ ∈ Ｎ， （１）

其向量形式为

　 　 ｃÑα
０ ｚ（ ｔ） ＝ － Ｃｚ（ ｔ） ＋ Ａｆ（ｚ（ ｔ）） ＋ Ｕ，　 　 ｔ ∈ Ｎ， （２）

其中 ｃÑα
０表示一类阶数为α（０ ＜ α ＜ １） 的 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶差分算子， ｊ表示神经元的数量； ｚ（ ｔ）

＝ （ ｚ１（ ｔ），ｚ２（ ｔ），…，ｚｎ（ ｔ）） Ｔ ∈ Ｒｎ 表示神经元的状态向量；Ｃ ＝ ｄｉａｇ（ｃ１，ｃ２，…，ｃｎ） ∈ Ｒｎ×ｎ 表示自

反馈连接权向量矩阵，其中 ｃｊ ＞ ０；Ａ ＝ （ａ ｊｋ） ｎ×ｎ ∈ Ｒｎ×ｎ 表示连接权矩阵； ｆ（ｚ（ ｔ）） ＝ （ ｆ１（ ｚ１（ ｔ）），
ｆ２（ ｚ２（ ｔ）），…， ｆｎ（ ｚｎ（ ｔ））） Ｔ： Ｒｎ → Ｒｎ 表示神经元的向量值激活函数； Ｕ ＝ （Ｕ１（ ｔ），Ｕ２（ ｔ），…，
Ｕｎ（ ｔ）） Ｔ ∈ Ｒｎ 表示系统（１）的外部输入．
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系统（１）的初始条件为

　 　 ｚ ｊ（０） ＝ ϕ ｊ０， （３）
其向量形式为

　 　 ｚ（０） ＝ ϕ０ ． （４）
为了获得主要结果， 做出如下假设．

假设 １　 系统（１）存在唯一的平衡点 ｚ∗ ＝ （ ｚ∗１ ， ｚ∗２ ，…， ｚ∗ｎ ） Ｔ， 使得下面的等式成立：

　 　 － ｃｊｚ∗ｊ ＋ ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ａ ｊｋ ｆｋ（ ｚ∗ｋ ） ＋ Ｕ ｊ ＝ ０，　 　 ｊ ∈ Ｉ ．

假设 ２　 对于任意给定的 ｕ，ｖ ∈ Ｒ， 存在常数 Ｌｋ ＞ ０， 使得

　 　 ｜ ｆｋ（ｕ） － ｆｋ（ｖ） ｜ ≤ Ｌｋ ｜ ｕ － ｖ ｜ ，　 　 ｋ ∈ Ｉ，
定义

　 　 Ｌ ＝ ｄｉａｇ（Ｌ１，Ｌ２，…，Ｌｎ） ．
根据假设 １， 令 ｚ（ ｔ） ＝ ｚ（ ｔ） － ｚ∗， 则系统（１）可以表示为

　 　 ｃÑα
０ ｚ ｊ（ ｔ） ＝ － ｃｊ ｚ ｊ（ ｔ） ＋ ∑

ｎ

ｋ ＝ １
ａ ｊｋ（ ｆｋ（ ｚ ｋ（ ｔ） ＋ ｚ∗ｋ ） － ｆｋ（ ｚ∗ｋ ）），　 　 ｊ ∈ Ｉ， ｔ ∈ Ｎ ． （５）

系统（５）的初值条件为

　 　 ｚ ｊ（０） ＝ ϕ ｊ０ － ｚ∗ｊ ．
１．２　 基本定义和引理

本小节中将给出如下的基本定义和引理．
定义 １［１５⁃１６］ 　 对于自然数 α，ｔ 的 α 次上升函数被定义为

　 　 ｔα
－
＝ Γ（ ｔ ＋ α）

Γ（ ｔ）
，　 　 ｔ ∈ Ｒ ＼ { …， － ２， － １，０ } ， ０α－ ＝ ０，

其中 Γ（·）表示 Ｇａｍｍａ 函数．另外， 定义迭代运算符 Ñα ＝ Ñ（Ñ（α－１）） ．
定义 ２［１５⁃１６］ 　 对于任意的阶数 α ＞ ０， 令 ｘ：Ｎ → Ｒ， ρ（ ｓ） ＝ ｓ － １， 则

１） ｘ（ ｔ） 的 ｎａｂｌａ 差分被定义为

　 　 Ñｘ（ ｔ） ＝ ｘ（ ｔ） － ｘ（ ｔ － １），　 　 ｔ ∈ Ｎ ＋ ．
２） ｘ（ ｔ） 的 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 和算子被定义为

　 　 Ñ
－α
０ ｘ（ ｔ） ＝ １

Γ（α）∑
ｔ

ｓ ＝ １
（ ｔ － ρ（ ｓ）） α －１ｘ（ ｓ），　 　 ｔ ∈ Ｎ ＋ ．

３） ｘ（ ｔ） 的 Ｃａｐｕｔｏ 差分算子被定义为

　 　 ｃÑα
０ ｘ（ ｔ） ＝ Ñ

－（１－α）
０ Ñｘ（ ｔ） ＝ １

Γ（１ － α）∑
ｔ

ｓ ＝ １
（ ｔ － ρ（ ｓ）） －α Ñｘ（ ｓ），　 　 ｔ ∈ Ｎ ＋ ．

４） 令 μ ＞ － １， 则差分算子的幂被定义为

　 　 Ñ
－α
０ ｔμ

－
＝ Γ（μ ＋ １）
Γ（α ＋ μ ＋ １）

ｔα ＋μ，　 　 ｔ ∈ Ｎ ．

注 １　 根据定义 ２， 对任意的常数 ａ，ｂ ∈ Ｒ， 可以得到ｃÑα
０（ａｆ（ ｔ） ＋ ｂｇ（ ｔ）） ＝ ａ ｃÑα

０ ｆ（ ｔ） ＋ ｂ ｃÑα
０ ｇ（ ｔ） ．

定义 ３［１３⁃１４］ 　 对于任意的 ϑ∈ Ｒ， ｜ ϑ ｜ ＜ １ 和 α，β，γ ∈ Ｃ且 Ｒｅ（α） ＞ ０， 双参数的离散

ｎａｂｌａ Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 函数被定义为

　 　 Ｅα，β（ϑ，γ） ＝ ∑
∞

ｋ ＝ ０
ϑｋ γ ｋα ＋β －１

Γ（αｋ ＋ β）
． （６）
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特别地， 当 β ＝ １ 时，

　 　 Ｅα－（ϑ，γ） ≜ Ｅα，１（ϑ，γ） ＝ ∑
∞

ｋ ＝ ０
ϑｋ γ ｋα

Γ（αｋ ＋ １）
． （７）

定义 ４（Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 稳定性） 　 系统（５）的平衡点 ｚ∗ 被称为全局 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 稳定的，
如果存在正常数 ϑ，ｄ 且 ０ ＜ ϑ ＜ １， 使得

　 　 ‖ｚ（ ｔ） － ｚ∗‖ ≤ {ｍ（ϕ０ － ｚ∗）Ｅα－（ － ϑ，ｔ） } ｄ，　 　 ｔ ∈ Ｎ （８）
成立， 其中 ｚ（ ｔ） 是系统（５） 的任意解， ϕ０是系统的初值条件， α ∈（０，１）， ｍ（０） ＝ ０， ｍ（ｚ） ≥
０， ｍ（ｚ） 在 Ｒｎ 上是局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 函数．

引理 １［１３⁃１４］ 　 函数 ｆ（ ｔ）， Ｃａｐｕｔｏ 差分算子函数 ｃÑα
０ ｆ（ ｔ）， ｆ（ ｔ） 与 ｇ（ ｔ） 的卷积以及 Ｍｉｔｔａｇ⁃

Ｌｅｆｆｌｅｒ 函数的离散 Ｌａｐｌａｃｅ 变换分别为

　 　 Ｎ { ｆ（ ｔ） } ＝ ∑
∞

ｓ ＝ １
（１ － ｔ） ｓ－１ ｆ（ｓ），

　 　 Ｎ { ｃÑα
０ ｆ（ ｔ） } ＝ ｓαＮ { ｆ（ｓ） } － ｓα－１ ｆ（０），

　 　 Ｎ { ｆ（ ｔ）∗ｇ（ ｔ） } ＝ Ｎ { ｆ（ｓ） } Ｎ { ｇ（ｓ） } ，

　 　 Ｎ {Ｅα－（ϑ，ｔ） } ＝ ｓα－１

ｓα － ϑ
，

　 　 Ｎ {Ｅα，α（ϑ，ｔ） } ＝ １
ｓα － ϑ

．

引理 ２　 令函数 ｘ（ ｔ）： Ｎ → Ｒ， 则对任意的 ０ ＜ α ＜ １， 有

　 　 ｃÑα
０ ｜ ｘ（ ｔ） ｜ ≤ ｓｇｎ（ｘ（ ｔ）） ｃÑα

０ ｘ（ ｔ） ． （９）
证明　 根据定义 ２， １ ／ Γ（１ － α） ＞ ０ 和（ ｔ － ρ（ ｓ）） －α ＞ ０， 可将不等式（９）的左边表示为

　 　 １
Γ（１ － α）∑

ｔ

ｓ ＝ １
（ ｔ － ρ（ ｓ）） －α Ñ｜ ｘ（ ｓ） ｜ ＝

　 　 　 　 １
Γ（１ － α）∑

ｔ

ｓ ＝ １
（ ｔ － ρ（ ｓ）） －α（ ｜ ｘ（ ｓ） ｜ － ｜ ｘ（ ｓ － １） ｜ ） ≤

　 　 　 　 １
Γ（１ － α）∑

ｔ

ｓ ＝ １
（ ｔ － ρ（ ｓ）） －α ｜ ｘ（ ｓ） － ｘ（ ｓ － １） ｜ ．

不失一般性， 如果 ｘ（ ｓ） － ｘ（ ｓ － １） ≥ ０， 那么

　 　 ｃÑα
０ ｜ ｘ（ ｔ） ｜ ≤ １

Γ（１ － α）∑
ｔ

ｓ ＝ １
（ ｔ － ρ（ ｓ）） －α ｜ ｘ（ ｓ） － ｘ（ ｓ － １） ｜ ＝

　 　 　 　 １
Γ（１ － α）∑

ｔ

ｓ ＝ １
（ ｔ － ρ（ ｓ）） －α（ｘ（ ｓ） － ｘ（ ｓ － １）） ＝

　 　 　 　 ｃÑα
０ ｘ（ ｔ） ．

如果 ｘ（ ｓ） － ｘ（ ｓ － １） ≤ ０， 那么

　 　 ｃÑα
０ ｜ ｘ（ ｔ） ｜ ≤ １

Γ（１ － α）∑
ｔ

ｓ ＝ １
（ ｔ － ρ（ ｓ）） －α ｜ ｘ（ ｓ） － ｘ（ ｓ － １） ｜ ＝

　 　 　 　 － １
Γ（１ － α）∑

ｔ

ｓ ＝ １
（ ｔ － ρ（ ｓ）） －α（ｘ（ ｓ） － ｘ（ ｓ － １）） ＝

　 　 　 　 － ｃÑα
０ ｘ（ ｔ） ．

因此
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　 　 ｃÑα
０ ｜ ｘ（ ｔ） ｜ ≤ ｓｇｎ（ｘ（ ｔ）） ｃÑα

０ ｘ（ ｔ） ．
引理 ３　 令函数 ｘ（ ｔ）： Ｎ → Ｒ，则对任意的 ０ ＜ α ＜ １， 有

　 　 １
２

ｃÑα
０ ｘ２（ ｔ） ≤ ｘ（ ｔ） ｃÑα

０ ｘ（ ｔ），　 　 ∀α ∈ （０，１） ． （１０）

证明　 不等式（１０）可以等价为下列形式：

　 　 ｘ（ ｔ） ｃÑα
０ ｘ（ ｔ） － １

２
ｃÑα

０ ｘ２（ ｔ） ≥ ０，　 　 ∀α ∈ （０，１） ．

根据定义 ２，可得

　 　 ｘ（ ｔ） ｃÑα
０ ｘ（ ｔ） － １

２
ｃÑα

０ ｘ２（ ｔ） ＝

　 　 　 　 ｘ（ ｔ） １
Γ（１ － α）∑

ｔ

ｓ ＝ １
（ ｔ － ρ（ ｓ）） －α Ñｘ（ ｓ） －

　 　 　 　 １
Γ（１ － α）∑

ｔ

ｓ ＝ １
（ ｔ － ρ（ ｓ）） －α

１
２

Ñｘ２（ ｓ） ＝

　 　 　 　 １
Γ（１ － α）∑

ｔ

ｓ ＝ １
（ ｔ － ρ（ ｓ）） －α ×

　 　 　 　 （ｘ（ ｓ） － ｘ（ ｓ － １）） ｘ（ ｔ） － １
２

ｘ（ ｓ） － １
２

ｘ（ ｓ － １）æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ＝

　 　 　 　 １
Γ（１ － α）∑

ｔ

ｓ ＝ １
（ ｔ － ρ（ ｓ）） －α ×

　 　 　 　 １
２
［（ｘ（ ｓ） － ｘ（ ｓ － １））（ｘ（ ｔ） － ｘ（ ｓ） ＋ ｘ（ ｔ） － ｘ（ ｓ － １））］ ．

不失一般性， 可以假设

　 　 ｘ（ ｓ） － ｘ（ ｓ － １） ≥ ０，　 　 ｓ ＝ １，２，…，ｔ ．
由此， 可以得到 ｘ（ ｔ） － ｘ（ ｓ） ≥ ０ 和 ｘ（ ｔ） － ｘ（ ｓ － １） ≥ ０， 那么

　 　 （ｘ（ ｓ） － ｘ（ ｓ － １））（ｘ（ ｔ） － ｘ（ ｓ） ＋ ｘ（ ｔ） － ｘ（ ｓ － １）） ≥ ０．
同样地， 假设

　 　 ｘ（ ｓ） － ｘ（ ｓ － １） ≤ ０，　 　 ｓ ＝ １，２，…，ｔ ．
可以推出 ｘ（ ｔ） － ｘ（ ｓ） ≤ ０ 和 ｘ（ ｔ） － ｘ（ ｓ － １） ≤ ０， 那么

　 　 （ｘ（ ｓ） － ｘ（ ｓ － １））（ｘ（ ｔ） － ｘ（ ｓ） ＋ ｘ（ ｔ） － ｘ（ ｓ － １）） ≥ ０．
因为 １ ／ Γ（１ － α） ＞ ０，（ ｔ － ρ（ ｓ）） －α ＞ ０ 且

　 　 （ｘ（ ｓ） － ｘ（ ｓ － １））（ｘ（ ｔ） － ｘ（ ｓ） ＋ ｘ（ ｔ） － ｘ（ ｓ － １）） ／ ２ ≥ ０，
所以

　 　 ｘ（ ｔ） ｃÑα
０ ｘ（ ｔ） － １

２
ｃÑα

０ ｘ２（ ｔ） ≥ ０．

故

　 　 １
２

ｃÑα
ａ ｘ２（ ｔ） ≤ ｘ（ ｔ） ｃÑα

ａ ｘ（ ｔ），　 　 ∀α ∈ （０，１） ．

引理 ４　 令 Ｖ（ ｔ，ｚ（ ｔ））：Ｎ × Ｒｎ → Ｒ 是一个正定递减的标量函数， 如果存在一个常数 ϑ，
使得

　 　 ｃÑα
０Ｖ（ ｔ，ｚ（ ｔ）） ≤ ϑＶ（ ｔ，ｚ（ ｔ）），　 　 ０ ＜ α ＜ １ （１１）
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成立， 那么

　 　 Ｖ（ ｔ，ｚ（ ｔ）） ≤ Ｖ（０，ｚ（０））Ｅα－（ϑ，ｔ），　 　 ｔ ∈ Ｎ ． （１２）
证明　 由不等式（１１）可得， 如果存在一个非负函数 Ｍ（ ｔ） 满足

　 　 ｃÑα
０Ｖ（ ｔ，ｚ（ ｔ）） ＋ Ｍ（ ｔ） ＝ ϑＶ（ ｔ，ｚ（ ｔ）） ．

根据引理 １， 对上式的左右两边应用离散 Ｌａｐｌａｃｅ 变换得

　 　 Ｎ { ｃÑα
０Ｖ（ ｔ，ｚ（ ｔ）） ＋ Ｍ（ ｔ） } ＝ Ｎ {ϑＶ（ ｔ，ｚ（ ｔ）） } ，

即

　 　 ｓαＶ（ｓ） － ｓα－１Ｖ（０） ＋ Ｍ（ｓ） ＝ ϑＶ（ｓ），
其中 Ｖ（ｓ） ＝ Ｎ { Ｖ（ ｔ，ｚ（ ｔ）） } ， 且 Ｍ（ｓ） ＝ Ｎ { Ｍ（ ｔ） } ．其可以写成如下形式：

　 　 Ｖ（ｓ） ＝ Ｖ（０）ｓα－１ － Ｍ（ｓ）
ｓα － ϑ

．

取 Ｖ（ｓ） 的离散 Ｌａｐｌａｃｅ 逆变换， 则

　 　 Ｖ（ ｔ，ｚ（ ｔ）） ＝ Ｖ（０，ｚ（０））Ｅα－（ϑ，ｔ） － Ｍ（ ｔ）∗Ｅα，α（ϑ，ｔ），
其中∗表示卷积运算．因为 Ｍ（ ｔ）， Ｅα，α（ϑ，ｔ） 是非负函数， 所以

　 　 Ｖ（ ｔ，ｚ（ ｔ）） ≤ Ｖ（０，ｚ（０））Ｅα－（ϑ，ｔ） ．
引理 ５［１０］（Ｙｏｕｎｇ 不等式）　 如果存在常数 ａ ＞ ０， ｂ ＞ ０， １ ＜ ｐ ＜ ＋ ∞ 和 １ ／ ｐ ＋ １ ／ ｑ ＝ １，

那么

　 　 ａ ｂ ≤ １
ｐ

ａｐ ＋ １
ｑ

ｂｑ，

当且仅当 ｂ ＝ ａｐ－１ 上面的等号成立．此外， 对于任意的 ζ ＞ ０， 有

　 　 ａｂ ≤ １
ｐ
（ａζ －１） ｐ ＋ １

ｑ
（ｂζ） ｑ ．

２　 主 要 结 果

在本节中， 通过构造合适的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数， 结合不等式技巧， 给出了一类离散分数阶神

经网络的全局 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 稳定的充分性判据．
定理 １　 若假设 １ 和假设 ２ 成立， 且对于任意的 ζ ＞ ０， 有

　 　 ０ ＜ ϑ１ ＝ ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

{ ２ｃｊ － ∑
ｎ

ｋ ＝ １
｜ ａ ｊｋ ｜ Ｌｋζ － ∑

ｎ

ｋ ＝ １
｜ ａｋｊ ｜ Ｌ ｊζ

－１ } ＜ １， （１３）

则系统（５）的平衡点是全局 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 稳定的．
证明　 构造下列正定的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数：

　 　 Ｖ（ ｔ，ｚ（ ｔ）） ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ １

１
２

ｚ２ｊ （ ｔ） ． （１４）

对任意的 ζ ＞ ０， 取 ｐ，ｑ ＝ ２， 由引理 ５ 可得

　 　 ｜ ｚ ｊ（ ｔ） ｜ ｜ ｚ ｋ（ ｔ） ｜ ≤ １
２
（ζ １ ／ ２ ｜ ｚ ｊ（ ｔ） ｜ ） ２ ＋ １

２
（ζ －１ ／ ２ ｜ ｚ ｋ（ ｔ） ｜ ） ２ ＝

　 　 　 　 １
２

ζ ｚ２ｊ （ ｔ） ＋ １
２

ζ －１ ｚ２ｋ（ ｔ） ． （１５）

计算 Ｖ（ ｔ， ｚ（ ｔ）） 沿着系统（５）的 Ｃａｐｕｔｏ 差分， 根据假设 ２、引理 ２、引理 ３ 和式（１５）， 有

　 　 ｃÑα
０Ｖ（ ｔ， ｚ（ ｔ）） ≤ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｚ ｊ（ ｔ） ｜ ｃÑα

０ ｜ ｚ ｊ（ ｔ） ｜ ≤
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　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｚ ｊ（ ｔ） ｜ ｓｇｎ（ ｚ ｊ（ ｔ）） ｃÑα

０ ｚ ｊ（ ｔ） ＝

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｚ ｊ（ ｔ） ｜ ｓｇｎ（ ｚ ｊ（ ｔ）） [ － ｃｊ ｚ ｊ（ ｔ） ＋ ∑

ｎ

ｋ ＝ １
ａ ｊｋ（ ｆｋ（ ｚ ｋ（ ｔ） ＋ ｚ∗ｋ ） － ｆｋ（ ｚ∗ｋ ）） ] ≤

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｚ ｊ（ ｔ） ｜ [ － ｃｊ ｜ ｚ ｊ（ ｔ） ｜ ＋ ∑

ｎ

ｋ ＝ １
｜ ａ ｊｋ ｜ ｜ ｆｋ（ ｚ ｋ（ ｔ） ＋ ｚ∗ｋ ） － ｆｋ（ ｚ∗ｋ ） ｜ ] ≤

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｚ ｊ（ ｔ） ｜ [ － ｃｊ ｜ ｚ ｊ（ ｔ） ｜ ＋ ∑

ｎ

ｋ ＝ １
｜ ａ ｊｋ ｜ Ｌｋ ｜ ｚ ｋ（ ｔ） ｜ ] ≤

　 　 　 　 － ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｃｊ ｚ２ｊ （ ｔ） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
∑

ｎ

ｋ ＝ １
｜ ａ ｊｋ ｜ Ｌｋ

１
２

ζ ｚ２ｊ （ ｔ） ＋ １
２

ζ －１ ｚ２ｋ（ ｔ）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 　 　 　 － ∑
ｎ

ｊ ＝ １
(２ｃｊ － ∑

ｎ

ｋ ＝ １
｜ ａ ｊｋ ｜ Ｌｋζ － ∑

ｎ

ｋ ＝ １
｜ ａｋｊ ｜ Ｌ ｊζ

－１ ) １
２

ｚ２ｊ （ ｔ） ≤

　 　 　 　 － ϑ１Ｖ（ ｔ， ｚ（ ｔ））， （１６）

其中　 　 ０ ＜ ϑ１ ＝ ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

{ ２ｃｊ － ∑
ｎ

ｋ ＝ １
｜ ａ ｊｋ ｜ Ｌｋζ － ∑

ｎ

ｋ ＝ １
｜ ａｋｊ ｜ Ｌ ｊζ

－１ } ＜ １．

根据引理 ４， 可以得到

　 　 Ｖ（ ｔ， ｚ（ ｔ）） ≤ Ｖ（０，ｚ（０））Ｅα－（ － ϑ１，ｔ），　 　 ｔ ∈ Ｎ ．
所以

　 　 ‖ｚ（ ｔ） － ｚ∗‖ ≤ ｍＥ１ ／ ２
α－ （ － ϑ１，ｔ），

其中 ｍ ＝ ‖ϕ０ － ｚ∗‖， 并且当 ｍ ＝ ０ 时， 有 ϕ０ ＝ ｚ∗成立．根据定义 ４， 系统（５） 的平衡点 ｚ∗是

全局 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 稳定的．
定理 ２　 若假设 １ 和假设 ２ 成立， 且有

　 　 ０ ＜ ϑ２ ＝ ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

{ ２ｃｊ } － ４λｍａｘ（Ξ） ＜ １， （１７）

其中

　 　 Ξ ＝
０ Ω
ΩＴ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ω ＝ ｜ Ａ ｜ Ｌ

２
，

则系统（５）的平衡点是全局 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 稳定的．
证明　 考虑矩阵

　 　 Ξ ＝
０ Ω
ΩＴ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

作初等变换

　 　 λＩ２ｎ － Ξ ＝
λＩｎ － Ω

０ λＩｎ － λ －１ΩΩＴ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，

可知 Ξ的特征多项式为

　 　 ｜ λＩ２ｎ － Ξ ｜ ＝｜ λＩｎ ｜ ｜ λＩｎ － λ －１ΩΩＴ ｜ ＝｜ λ ２ Ｉｎ － ΩΩＴ ｜ ．
显然， λ 和 － λ 是矩阵 Ξ的两个特征值．对于矩阵 Ξ≠ ０， 总可以得到 λｍａｘ（Ξ） ＞ ０．考虑下列

正定的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数：

　 　 Ｖ（ ｔ， ｚ（ ｔ）） ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ １

１
２

ｚ２ｊ （ ｔ） ． （１８）

计算 Ｖ（ ｔ， ｚ（ ｔ）） 沿着系统（５）的 Ｃａｐｕｔｏ 差分， 根据假设 ２、引理 ２ 和引理 ３ 可得
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　 　 ｃÑα
０Ｖ（ ｔ， ｚ（ ｔ）） ≤ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｚ ｊ（ ｔ） ｜ ｃÑα

０ ｜ ｚ ｊ（ ｔ） ｜ ≤

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｚ ｊ（ ｔ） ｜ ｓｇｎ（ ｚ ｊ（ ｔ）） ｃÑα

０ ｚ ｊ（ ｔ） ＝

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｚ ｊ（ ｔ） ｜ ｓｇｎ（ ｚ ｊ（ ｔ）） [ － ｃｊ ｚ ｊ（ ｔ） ＋ ∑

ｎ

ｋ ＝ １
ａ ｊｋ（ ｆｋ（ ｚ ｋ（ ｔ） ＋ ｚ∗ｋ ） － ｆｋ（ ｚ∗ｋ ）） ] ≤

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｚ ｊ（ ｔ） ｜ [ － ｃｊ ｜ ｚ ｊ（ ｔ） ｜ ＋ ∑

ｎ

ｋ ＝ １
｜ ａ ｊｋ ｜ ｜ ｆｋ（ ｚ ｋ（ ｔ） ＋ ｚ∗ｋ ） － ｆｋ（ ｚ∗ｋ ） ｜ ] ≤

　 　 　 　 － ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｃｊ ｚ２ｊ （ ｔ） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
∑

ｎ

ｋ ＝ １
｜ ａ ｊｋ ｜ Ｌｋ ｜ ｚ ｊ（ ｔ） ｜ ｜ ｚ ｋ（ ｔ） ｜ ＝

　 　 　 　 － ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｃｊ ｚ２ｊ （ ｔ） ＋｜ ｚ（ ｔ） ｜ ＴΩ ｜ ｚ（ ｔ） ｜ ＋ ｜ ｚ（ ｔ） ｜ ＴΩＴ ｜ ｚ（ ｔ） ｜ ＝

　 　 　 　 － ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｃｊ ｚ２ｊ （ ｔ） ＋ （ ｜ ｚ（ ｔ） ｜ Ｔ， ｜ ｚ（ ｔ） ｜ Ｔ）

０ Ω
ΩＴ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

｜ ｚ（ ｔ） ｜
｜ ｚ（ ｔ） ｜

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤

　 　 　 　 － ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

{ ｃｊ }∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｚ２ｊ （ ｔ） ＋ λｍａｘ（Ξ）（ ｜ ｚ（ ｔ） ｜ Ｔ ｜ ｚ（ ｔ） ｜ ＋ ｜ ｚ（ ｔ） ｜ Ｔ ｜ ｚ（ ｔ） ｜ ） ＝

　 　 　 　 － ( ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

{ ２ｃｊ } － ４λｍａｘ（Ξ） )Ｖ（ ｔ， ｚ（ ｔ）） ＝ － ϑ２Ｖ（ ｔ， ｚ（ ｔ））， （１９）

其中

　 　 Ω ＝ ｜ Ａ ｜ Ｌ
２

， ０ ＜ ϑ２ ＝ ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

{ ２ｃｊ } － ４λｍａｘ（Ξ） ＜ １．

根据引理 ４， 可以得到

　 　 Ｖ（ ｔ， ｚ（ ｔ）） ≤ Ｖ（０，ｚ（０））Ｅα－（ － ϑ２，ｔ），　 　 ｔ ∈ Ｎ ．
所以

　 　 ‖ｚ（ ｔ） － ｚ∗‖ ≤ ｍＥ１ ／ ２
α－ （ － ϑ２，ｔ），

其中 ｍ ＝‖ϕ０ － ｚ∗‖， 并且当ｍ ＝ ０时， 有ϕ０ ＝ ｚ∗成立．根据定义 ４， 系统（５） 的平衡点 ｚ∗ 是

全局 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 稳定的．

注 ２　 近年来， 由于分数阶神经网络具有良好的记忆能力和遗传特性， 分数阶神经网络的动力学行为引

起了学者们的广泛关注（见文献［６⁃１２］）．但他们都是研究的连续时间分数阶神经网络的 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 稳定性

或者同步性．不同于已有的文献，本文考虑了离散时间分数阶神经网络的全局 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 稳定性．并且， 文

中的研究结果表明 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 直接法在离散分数阶神经网络上的应用也是可能的， 从而在某种意义上推广了

Ｌｙａｐｕｎｏｖ 直接法的适用范围．
注 ３　 文献［１５⁃１６］利用离散分数阶微积分理论和不动点定理， 研究了一类离散分数阶神经网络的解的

存在性和稳定性．与文献［１５⁃１６］中的方法不同， 本文首次考虑了将 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 直接法运用于离散分数阶神经

网络全局 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 稳定性分析．

３　 数 值 仿 真

例 １　 考虑如下的离散分数阶神经网络系统：

　 　 ｃÑα
０ ｚ ｊ（ ｔ） ＝ － ｃｊｚ ｊ（ ｔ） ＋ ∑

ｎ

ｋ ＝ １
ａ ｊｋ ｆｋ（ ｚｋ（ ｔ）） ＋ Ｕ ｊ，　 　 ｊ ∈ Ｉ， ｔ ∈ Ｎ， （２０）

其中

１３２１游　 星　 星　 　 　 梁　 伦　 海



　 　 Ｃ ＝
０．６３０ ０ ０
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－ ０．１１６ ０ － ０．１３４ ０
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ø
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激活函数 ｆ１（ ｚ１（ ｔ）） ＝ ０．７ｔａｎｈ（ ｚ１（ ｔ））， ｆ２（ ｚ２（ ｔ）） ＝ ０．５ｔａｎｈ（ ｚ２（ ｔ））， 阶数 α ＝ ０．９６．
取定参数为 ζ ＝ ２．４， Ｌ ＝ ｄｉａｇ（Ｌ１，Ｌ２）＝ ｄｉａｇ（０．７，０．５）， 容易验证满足假设２．我们可以得到

０ ＜ ϑ１ ＝ ｍｉｎ { ０．８４５ ４，０．８６１ １ } ＝ ０．８４５ ４ ＜ １ 和 ０ ＜ ϑ２ ＝ ０．９１６ １ ＜ １， 其分别满足定理 １ 和

定理 ２ 中的条件．因此系统（２０）的平衡点是全局 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 稳定的．图 １ 和图 ２ 分别给出了

状态变量 ｚ１（ ｔ） 和 ｚ２（ ｔ） 在初值条件 ϕ０ ＝ （ － ０．２１６ １， ０．０１３ ５） Ｔ 下随时间 ｔ 变化的轨迹图， 其

验证了平衡点的稳定性．

图 １　 系统（２０）状态变量 ｚ１（ ｔ） 的时间响应轨线 图 ２　 系统（２０）状态变量 ｚ２（ ｔ） 的时间响应轨线

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ｓｔａｔｅ Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ｓｔａｔｅ
ｖａｒｉａｂｌｅ ｚ１（ ｔ） ｆｏｒ ｓｙｓｔｅｍ （２０） ｖａｒｉａｂｌｅ ｚ２（ ｔ） ｆｏｒ ｓｙｓｔｅｍ （２０）

４　 总　 　 结

基于离散分数阶微积分理论， 本文提出了一类实数域上的离散分数阶神经网络， 通过构

造合适的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数， 给出了该网络的全局 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 稳定性判据．数值仿真算例验证

了所提出理论的有效性．在未来的工作中， 我们将考虑带有时滞的离散分数阶神经网络的存

在性、唯一性以及 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 同步性和基于忆阻的离散分数阶神经网络的动力学行为分析．

参考文献（Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ）：

［１］　 廖晓昕． Ｈｏｐｆｉｅｌｄ 型神经网络的稳定性［Ｊ］ ． 中国科学（Ａ 辑）， １９９３， ２３（１０）： １０２５⁃１０３５．（ＬＩＡＯ
Ｘｉａｏｘｉｎ． Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ Ｈｏｐｆｉｅｌｄ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ［ Ｊ］ ． Ｓｃｉｅｎｃｅ ｉｎ Ｃｈｉｎａ （Ｓｅｒｉｅｓ Ａ）， １９９３， ２３
（１０）： １０２５⁃１０３５．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２］　 马儒宁， 陈天平． 基于投影算子的回归神经网络模型及其在最优化问题中的应用［Ｊ］ ． 应用数学

和力学， ２００６， ２７（４）： ４８４⁃４９４．（ＭＡ Ｒｕｎｉｎｇ， ＣＨＥＮ Ｔｉａｎｐｉｎｇ． Ｒｅｃｕｒｒｅｎｔ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ ｍｏｄｅｌ
ｂａｓｅｄ ｏｎ ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ ｏｐｅｒａｔｏｒ ａｎｄ ｉｔｓ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｔｏ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅ⁃
ｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２００６， ２７（４）： ４８４⁃４９４．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［３］　 王利敏， 宋乾坤， 赵振江． 基于忆阻的分数阶时滞复值神经网络的全局渐进稳定性［Ｊ］ ． 应用数

学和力学， ２０１７， ３８（３）： ３３３⁃３４６．（ＷＡＮＧ Ｌｉｍｉｎ， ＳＯＮＧ Ｑｉａｎｋｕｎ， ＺＨＡＯ Ｚｈｅｎｊｉａｎｇ． Ｇｌｏｂａｌ ａｓ⁃
ｙｍｐｔｏｔｉｃ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｍｅｍｒｉｓｔｏｒ⁃ｂａｓｅｄ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ⁃ｏｒｄｅｒ ｃｏｍｐｌｅｘ⁃ｖａｌｕｅｄ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｗｉｔｈ
ｔｉｍｅ ｄｅｌａｙｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１７， ３８（３）： ３３３⁃３４６．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［４］　 曾德强， 吴开腾， 宋乾坤， 等． 时滞神经网络随机抽样控制的状态估计［ Ｊ］ ． 应用数学和力学，

２３２１ 离散分数阶神经网络的全局 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 稳定性



２０１８， ３９（７）： ８２１⁃８３２．（ＺＥＮＧ Ｄｅｑｉａｎｇ， ＷＵ Ｋａｉｔｅｎｇ， ＳＯＮＧ Ｑｉａｎｋｕｎ， ｅｔ ａｌ． Ｓｔａｔｅ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ
ｆｏｒ ｄｅｌａｙｅｄ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｗｉｔｈ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｓａｍｐｌｅｄ⁃ｄａｔａ ｃｏｎｔｒｏｌ［ Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ
ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１８， ３９（７）： ８２１⁃８３２．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［５］　 ＺＨＡＮＧ Ｌ， ＳＯＮＧ Ｑ， ＺＨＡＯ Ｚ． Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ⁃ｏｒｄｅｒ ｃｏｍｐｌｅｘ⁃ｖａｌｕｅｄ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔ⁃
ｗｏｒｋｓ ｗｉｔｈ ｂｏｔｈ ｌｅａｋａｇｅ ａｎｄ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｄｅｌａｙｓ［ Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ，
２０１７， ２９８： ２９６⁃３０９．

［６］　 ＬＩ Ｙ， ＣＨＥＮ Ｙ Ｑ， ＰＯＤＬＵＢＮＹ Ｉ． Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｏｒｄｅｒ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄｙｎａｍｉｃ
ｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］ ． Ａｕｔｏｍａｔｉｃａ， ２００９， ４５（８）： １９６５⁃１９６９．

［７］　 ＬＩ Ｙ， ＣＨＥＮ Ｙ Ｑ， ＰＯＤＬＵＢＮＹ Ｉ． Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ⁃ｏｒｄｅｒ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄｙｎａｍｉｃ ｓｙｓｔｅｍｓ： Ｌｙａ⁃
ｐｕｎｏｖ ｄｉｒｅｃｔ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ［ Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ ＆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ
Ｗｉｔｈ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０１０， ５９（５）： １８１０⁃１８２１．

［８］　 ＣＨＥＮ Ｊ， ＺＥＮＧ Ｚ， ＪＩＡＮＧ Ｐ． Ｇｌｏｂａｌ Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ａｎｄ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｍｅｍｒｉｓｔｏｒ⁃
ｂａｓｅｄ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ⁃ｏｒｄｅｒ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ［Ｊ］ ． Ｎｅｕｒａｌ Ｎｅｔｗｏｒｋｓ， ２０１４， ５１： １⁃８．

［９］　 ＣＨＥＮ Ｊ， ＬＩ Ｃ， ＹＡＮＧ Ｘ． Ｇｌｏｂａｌ Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｎｏｎｉｄｅｎｔｉｃａｌ ｆｒａｃ⁃
ｔｉｏｎａｌ⁃ｏｒｄｅｒ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｗｉｔｈ ｄｅｌａｙ ｖｉａ ｓｌｉｄｉｎｇ ｍｏｄｅ ｃｏｎｔｒｏｌ［Ｊ］ ． Ｎｅｕｒｏｃｏｍｐｕｔｉｎｇ， ２０１８，
３１３： ３２４⁃３３２．

［１０］　 ＹＡＮＧ Ｘ， ＬＩ Ｃ， ＨＵＡＮＧ Ｔ， ＳＯＮＧ Ｑ， ｅｔ ａｌ． Ｇｌｏｂａｌ Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ⁃
ｏｒｄｅｒ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｖｉａ ｉｍｐｕｌｓｉｖｅ ｃｏｎｔｒｏｌ［ Ｊ］ ． Ｎｅｕｒａｌ Ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ Ｌｅｔｔｅｒｓ， ２０１８， ４８（１）：
４５９⁃４７９．

［１１］　 ＰＲＡＴＡＰ Ａ， ＲＡＪＡ Ｒ， ＣＡＯ Ｊ， ｅｔ ａｌ． Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ａｎｄ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｃｒｉｔｅｒｉａ ｆｏｒ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｏｒｄｅｒ
ｃｏｍｐｅｔｉｔｉｖｅ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ ｄｅｌａｙｓ： ａｎ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ ｅｘｐａｎｓｉｏｎ ｏｆ Ｍｉｔｔａｇ Ｌｅｆｆｌｅｒ ｆｕｎｃ⁃
ｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ｔｈｅ Ｆｒａｎｋｌｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ， ２０１９， ３５６（４）： ２２１２⁃２２３９．

［１２］　 ＹＥ Ｒ， ＬＩＵ Ｘ， ＺＨＡＮＧ Ｈ， ｅｔ ａｌ． Ｇｌｏｂａｌ Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ⁃ｏｒｄｅｒ ＢＡＭ
ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｗｉｔｈ ｉｍｐｕｌｓｅｓ ａｎｄ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｖａｒｉａｂｌｅ ｄｅｌａｙｓ ｖｉａ ｄｅｌａｙｅｄ⁃ｆｅｅｄｂａｃｋ ｃｏｎｔｒｏｌ ｓｔｒａｔ⁃
ｅｇｙ［Ｊ］ ． Ｎｅｕｒａｌ Ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ Ｌｅｔｔｅｒｓ， ２０１９， ４９（１）： １⁃１８．

［１３］　 ＡＢＤＥＬＪＡＷＡＤ Ｔ， ＪＡＲＡＤ Ｆ， ＢＡＬＥＡＮＵ Ｄ． Ａ ｓｅｍｉｇｒｏｕｐ⁃ｌｉｋｅ ｐｒｏｐｅｒｔｙ ｆｏｒ ｄｉｓｃｒｅｔｅ Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆ⁃
ｆｌｅｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ， ２０１２， ２０１２（１）： ７２．

［１４］　 ＡＢＤＥＬＪＡＷＡＤ Ｔ， ＡＬ⁃ＭＤＡＬＬＡＬ Ｑ Ｍ． Ｄｉｓｃｒｅｔｅ Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ ｋｅｒｎｅｌ ｔｙｐｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ
ｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ａｎｄ Ｇｒｏｎｗａｌｌ’ ｓ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， ２０１８， ３３９： ２１８⁃２３０．

［１５］　 ＡＬＺＡＢＵＴ Ｊ， ＴＹＡＧＩ Ｓ， ＡＢＢＡＳ Ｓ． Ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ⁃ｏｒｄｅｒ ＢＡＭ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｗｉｔｈ ｌｅａｋａｇｅ
ｄｅｌａｙ： ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ａｎｄ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｒｅｓｕｌｔｓ［Ｊ］ ． Ａｓｉａｎ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｎｔｒｏｌ， ２０１８． ＤＯＩ： １０．１００２ ／ ａｓｊｃ．
１９１８．

［１６］　 ＡＬＺＡＢＵＴ Ｊ， ＡＢＤＥＬＪＡＷＡＤ Ｔ， ＢＡＬＥＡＮＵ Ｄ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄｅｌａｙ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ
ｗｉｔｈ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ ｏｎ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ Ｌｏｔｋａ⁃Ｖｏｌｔｅｒｒａ ｃｏｍｐｅｔｉｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０１８， ２５（５）： ８８９⁃８９８．

３３２１游　 星　 星　 　 　 梁　 伦　 海



Ｇｌｏｂａｌ Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ Ｄｉｓｃｒｅｔｅ⁃Ｔｉｍｅ
Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ⁃Ｏｒｄｅｒ Ｎｅｕｒａｌ Ｎｅｔｗｏｒｋｓ

ＹＯＵ Ｘｉｎｇｘｉｎｇ，　 ＬＩＡＮＧ Ｌｕｎｈａｉ
（Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｅｃｏｎｏｍｉｃｓ ａｎｄ Ｍａｎａｇｅｍｅｎｔ， Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ Ｊｉａｏｔｏｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，

Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ ４０００７４， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｔｈｅ Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｄｉｓｃｒｅｔｅ⁃ｔｉｍｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ⁃ｏｒｄｅｒ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔ⁃
ｗｏｒｋｓ ｗａｓ ｓｔｕｄｉｅｄ． Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｃａｌｃｕｌｕｓ ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ ｔｈｅ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ ｔｈｅ⁃
ｏｒｙ， ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｄｉｓｃｒｅｔｅ⁃ｔｉｍｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ⁃ｏｒｄｅｒ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｗｅｒｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ． Ｂｙ ｍｅａｎｓ ｏｆ ｔｈｅ
ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｄｉｓｃｒｅｔｅ Ｌａｐｌａｃｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ， ａｎｄ ｔｈｒｏｕｇｈ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ａｐ⁃
ｐｒｏｐｒｉａｔｅ Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｆｕｎｃｔｉｏｎ， ｔｈｅ ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔ ｃｒｉｔｅｒｉａ ｆｏｒ ｇｌｏｂａｌ Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｄｉｓｃｒｅｔｅ⁃
ｔｉｍｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ⁃ｏｒｄｅｒ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｗｅｒｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ． Ｆｉｎａｌｌｙ， ａ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｅｘａｍｐｌｅ
ｖｅｒｉｆｉｅｓ ｔｈｅ ｖａｌｉｄｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｔｈｅｏｒｙ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｇｌｏｂａｌ Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ； ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ⁃ｏｒｄｅｒ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ； ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｔｉｍｅ； Ｌｙａ⁃
ｐｕｎｏｖ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

４３２１ 离散分数阶神经网络的全局 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 稳定性

引用本文 ／ Ｃｉｔｅ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ：
　 　 游星星， 梁伦海． 离散分数阶神经网络的全局 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 稳定性［ Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０１９， ４０

（１１）： １２２４⁃１２３４．
ＹＯＵ Ｘｉｎｇｘｉｎｇ， ＬＩＡＮＧ Ｌｕｎｈａｉ． Ｇｌｏｂａｌ Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｄｉｓｃｒｅｔｅ⁃ｔｉｍｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ⁃ｏｒｄｅｒ ｎｅｕｒａｌ
ｎｅｔｗｏｒｋｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１９， ４０（１１）： １２２４⁃１２３４．


