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摘要：　 反演分析是现场监测⁃反演分析⁃工程实践检验⁃正演分析及预测的闭环系统的重要环节，
而参数反分析是工程实践中研究最多的反分析问题．针对混凝土重力坝多参数反演分析是否具有

唯一性，基于均质地基上重力坝在水压力作用下的位移解析解建立目标函数，进而以目标函数和

非空凸集构建一个凸规划问题，然后通过分析目标函数的 Ｈｅｓｓｅ 矩阵是否是正定矩阵，验证目标函

数是否是严格凸函数，从而辨识构建的凸规划问题是否具有唯一全局极小点．对坝体和岩基弹性参

数的不同组合方案分析表明，当采用理论值与实测值的差值的 ｌ１ 范数作为目标函数时，目标函数

的 Ｈｅｓｓｅ 矩阵均不能保证为正定矩阵，即混凝土重力坝多参数弹性位移反演分析凸规划问题不具

有唯一全局极小点，反演分析不唯一．
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引　 　 言

由于室内试验的局限性，通过室内试验获得的混凝土力学性能与真实情况难免有一定的

出入；对混凝土坝在施工期和运行期进行监测可获得一些实测位移，通过反分析可以推算混凝

土的力学性能，其数值更接近于真实值［１］ ．反分析是利用原位监测资料来确定系统内在状态的

方法．依据未知量的不同，反分析内容可以分为模型辨识问题、参数反分析、源反分析、记忆反

分析、边界控制反分析和几何反分析等［２］ ．其中，参数反分析是工程实践中研究最多的反分析

问题．自从 Ｋａｖａｎａｇｈ 和 Ｃｌｏｕｇｈ［３］采用有限元法反演弹性固体的弹性模量以来，目前关于采用

最优化算法或仿生算法进行多参数反分析的研究已有大量的文献报导［４⁃９］，但这些文献一般都

回避多参数反分析是否存在唯一解答，仅有少量的文献从理论上探讨了隧洞的多参数反分析

是否具有唯一性．吕爱钟［１０］利用平面弹性复变方法和一般弹性理论求得了任意形状巷道的位

移解析解表达式，并在此基础上证明了参数可唯一辨识的最多个数及分析了量测点布置对可

辨识性的影响．张路青等［１１］利用单个洞室的位移解析解对位移反分析最多能辨识出的参数个
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数进行了研究，发现所有地应力分量和弹性模量同为未知量时的反演不具有唯一性；但一些参

数已知时，在一些限定条件下，其余参数能被唯一反演．赵同彬等［１２］对巷道位移反分析中各力

学参数、初始地应力的可反演性进行了较深入的研究，提出了用影响度和敏感度两个指标来评

价弹塑性模型下各力学参数和初始地应力的可反演性．王建等［１３］对 Ｄｕｎｃａｎ⁃Ｃｈａｎｇ 模型的特点

进行了分析，认为由于破坏比、凝聚力和内摩擦角之间存在一种特殊相关性，导致 Ｄｕｎｃａｎ⁃
Ｃｈａｎｇ 模型的计算参数与计算结果之间是“多对一”的映射关系，从而导致反演结果的不唯一

性．目前从理论上探讨混凝土重力坝多参数弹性位移反演分析唯一性问题尚未见文献报导，究
其原因是水荷载作用下混凝土重力坝的位移解析解十分复杂．虽然通过分析灵敏系数线性无

关是一种辨识多参数反分析唯一性的理论分析方法［１０⁃１１］，但由于目前常用的以目标函数和非

空凸集构建的数学优化问题本质上是一个凸规划问题［１４⁃１８］，因此从凸规划问题角度来分析多

参数反演分析的唯一性，在理论上更严谨．为此，本文首先基于均质地基上重力坝在水压力作

用下的位移解析解建立目标函数，然后以目标函数和非空凸集构建一个凸规划问题，最后通过

分析目标函数是否为严格凸函数来辨识多参数反演分析的唯一性．

１　 多参数弹性位移反演分析唯一性证明数学理论

１．１　 优化反分析唯一性证明数学理论［１４⁃１９］

设函数 ｆ（Ｘ） 定义在凸集 Ｃ 上，其中 Ｘ ＝ ［ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ］ Ｔ ．
定义 １　 若存在常数 α ＞ ０，使得 ∀Ｘ１，Ｘ２ ∈ Ｃ，以及 ∀λ ∈ （０，１）， 若有

　 　 ｆ（λＸ１ ＋ （１ － λ）Ｘ２） ≤
　 　 　 　 λｆ（Ｘ１） ＋ （１ － λ） ｆ（Ｘ２） － αλ（１ － λ）‖Ｘ１ － Ｘ２‖２， （１）

则称 ｆ（Ｘ） 为一致凸函数；若有

　 　 ｆ（λＸ１ ＋ （１ － λ）Ｘ２） ＜ λｆ（Ｘ１） ＋ （１ － λ） ｆ（Ｘ２）， （２）
则称 ｆ（Ｘ） 为严格凸函数；若有

　 　 ｆ（λＸ１ ＋ （１ － λ）Ｘ２） ≤ λｆ（Ｘ１） ＋ （１ － λ） ｆ（Ｘ２）， （３）
则称 ｆ（Ｘ） 为凸函数．

定义 ２　 设 ｆ： Ｒｎ → Ｒ，Ｘ０ ∈ Ｒｎ，如果 ｆ 在点 Ｘ０ 处对于自变量 Ｘ 各分量的二阶偏导数

∂２ ｆ（Ｘ０）
∂ｘｉ∂ｘ ｊ

（ ｉ， ｊ ＝ １，２，…，ｎ） 都存在，则称函数 ｆ 在点 Ｘ０ 处二阶可导，并且称矩阵
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是 ｆ 在点 Ｘ０ 处的 Ｈｅｓｓｅ 矩阵．
定义 ３　 设 ｆ： Ｃ⊆ Ｒｎ → Ｒ，其中 Ｃ是非空凸集，ｆ是凸函数，则称形式为 ｍｉｎＸ∈Ｃ ｆ（Ｘ） 的问

题为凸规划问题．
设
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　 　 Ｃ＝ {Ｘ ｜ ｇｉ（Ｘ）≥０， ｉ＝ １，２，…，ｌ； ｈ ｊ（Ｘ）＝ ０， ｊ＝ １，２，…，ｍ； Ｘ∈Ｒｎ } ，
若 －ｇ１，－ｇ２，…，－ｇｌ都是 Ｒｎ 上的凸函数，ｈ１，ｈ２，…，ｈｍ都是 Ｒｎ 上的线性函数，容易验证 Ｃ 是凸

集．此时，凸规划问题可以表示成如下形式：
　 　 ｍｉｎ ｆ（Ｘ），

　 　 　 ｓ．ｔ．
ｇｉ（Ｘ） ≥ ０， ｉ ＝ １，２，…，ｌ，
ｈ ｊ（Ｘ） ＝ ０， ｊ ＝ １，２，…，ｍ ．{ （４）

定理 １　 设 Ｘ∗ 是凸规划问题的局部极小点：
１） 若 ｆ 是凸函数，则 Ｘ∗ 是凸规划问题全局极小点；
２） 若 ｆ 是严格凸函数，则 Ｘ∗ 是凸规划问题唯一全局极小点．
定理 １ 的证明在最优化方法的相关文献中已经给出，可参见文献［１４］，本文不再赘述．
定理 ２　 设 ｆ： Ｃ⊆Ｒｎ →Ｒ，其中Ｃ 是非空凸集，若 Ｈｅｓｓｅ 矩阵在 Ｃ上任意点均正定，则 ｆ在

Ｃ 上为严格凸函数．
定理 ２ 的证明在最优化方法的相关文献中已经给出，可参见文献［１４］，本文不再赘述．

１．２　 多参数弹性位移反演分析唯一性证明依据

在进行多参数弹性位移优化反演分析时，一般以理论值（或计算值）与实测值的差值的某

种表达式作为目标函数．对于实际问题，由于存在多个测点的测值，因此，目标函数一般为差值

的某种表达式的叠加形式．目前常采用差值的 ｌ２ 范数作为目标函数．为便于理论分析，本文直

接采用理论值与实测值的差值的 ｌ１ 范数作为目标函数，此时，目标函数为

　 　 ｆ（Ｘ） ＝ ‖δ（Ｘ） － δｍ‖１ ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
δ ｉ（Ｘ） － δｍ

ｉ ， （５）

式中，‖·‖１为 ｌ１ 范数， · 为取绝对值； δ 为测点的理论位移值， δｍ 为测点的实测位移值，Ｘ
为待优化反演的参数；Ｎ 为测点数．

由定义 ３，容易构造和验证待优化反演参数的等式约束和不等式约束（即集合 Ｃ） 为凸集．
由定理 １ 可知，如果凸规划问题具有唯一全局极小点 Ｘ∗，必须保证目标函数 ｆ（Ｘ） 为严格凸函

数；由定理 ２ 可知，如果 Ｈｅｓｓｅ 矩阵在 Ｃ 上任意点均正定，那么目标函数 ｆ（Ｘ） 在 Ｃ 上为严格凸

函数．即如果能证明目标函数 ｆ（Ｘ） 的 Ｈｅｓｓｅ 矩阵在 Ｃ 上任意点均正定，那么目标函数 ｆ（Ｘ） 为

严格凸函数，此时以目标函数 ｆ（Ｘ） 和非空凸集 Ｃ 构建的凸规划问题具有唯一全局极小点．
当目标函数（式（５））为 Ｎ个测点的理论值与实测值的差值的 ｌ１ 范数时，此时，判定目标函

数（式（５）） 是否为严格凸函数比较繁琐．为此，以下将首先重点分析一个测点（Ｎ ＝ １） 的理论

值与实测值的差值的 ｌ１ 范数的目标函数类型，然后分析多个测点的目标函数类型．
对于一个测点（Ｎ ＝ １） 来说，由于式（５） 为理论值与实测值的差值的 ｌ１ 范数，当 δ（Ｘ） ≥ δｍ

时， ｆ１（Ｘ） ＝ δ（Ｘ） － δｍ；当 δ（Ｘ） ＜ δｍ 时， ｆ２（Ｘ） ＝ δｍ － δ（Ｘ） ．如果目标函数 ｆ１（Ｘ） 和 ｆ２（Ｘ） 的

Ｈｅｓｓｅ 矩阵在 Ｃ 上任意点均正定，此时判定目标函数 ｆ（Ｘ） 为严格凸函数，即目标函数 ｆ（Ｘ） 和

非空凸集 Ｃ 构建的凸规划问题具有唯一全局极小点；相反地，如果目标函数 ｆ１（Ｘ） 或 ｆ２（Ｘ） 的

Ｈｅｓｓｅ矩阵在Ｃ上不是任意点都正定，此时目标函数 ｆ（Ｘ） 不是严格凸函数．显然，如果 ｆ１（Ｘ） 或

ｆ２（Ｘ） 不是严格凸函数，那么目标函数 ｆ（Ｘ） 和非空凸集 Ｃ 构建的凸规划问题将不具有唯一全

局极小点．

２　 均质地基上重力坝在水压力作用下的水平位移解析解

在水压力作用下，大坝任一监测点产生水平位移 （δＨ），它由 ３ 部分组成：水压力作用在坝
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体上产生的内力使坝体变形引起的位移 δ １Ｈ；在建基面上产生的内力使地基变形引起的位移

δ ２Ｈ；作用在地基上的水荷载使地基转动所引起的位移 δ ３Ｈ ．即［１］

　 　 δＨ ＝ δ １Ｈ ＋ δ ２Ｈ ＋ δ ３Ｈ ． （６）
对于重力坝来说，一般沿坝轴线切取单宽的坝体作为固接于地基上的变截面悬臂梁．水压

力引起均质地基上重力坝位移计算简图如图 １ 所示．

（ａ） 位移 δ１Ｈ 和 δ２Ｈ 计算简图 （ｂ） 位移 δ３Ｈ 计算简图

（ａ） Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ δ１Ｈ ａｎｄ δ２Ｈ （ｂ） Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ δ３Ｈ

图 １　 重力坝位移计算简图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍｓ ｆｏｒ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ｇｒａｖｉｔｙ ｄａｍｓ

吴中如［１］和黄耀英等［２０］将重力坝剖面简化为上游铅直的三角形楔形体，推导了均质地基

上重力坝在水压力作用下任一监测点水平位移解析解：
　 　 δ １Ｈ ＝ （δ １Ｈ）Ｍ ＋ （δ １Ｈ） Ｑ ＝

　 　 　 　
γ ０

Ｅｃｍ３ （ｈ － ｄ） ２ ＋ ６（ｈ － Ｈ） ｄｌｎ ｈ
ｄ

＋ ｄ － ｈæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋é

ë
êê

　 　 　 　 ６（ｈ － Ｈ） ２ ｄ
ｈ

－ １ ＋ ｌｎ ｈ
ｄ

æ

è
ç
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ø
÷ － （ｈ － Ｈ） ３

ｈ２ｄ
（ｈ － ｄ） ２ ù

û
ú
ú
＋

　 　 　 　
γ ０

ｍＧｃ

ｈ２ － ｄ２

４
－ （ｈ － Ｈ）（ｈ － ｄ） ＋ （ｈ － Ｈ） ２

２
ｌｎ ｈ

ｄ
é

ë
êê

ù

û
úú ， （７）

　 　 δ ２Ｈ ＝ （δ ２Ｈ）Ｍ ＋ （δ ２Ｈ） Ｆｓ
＝

　 　 　 　
４（１ － μ ２

ｒ ）γ ０Ｈ３

３Ｅｒπｍ２ｈ２ （ｈ － ｄ） ＋
（１ － ２μ ｒ）（１ ＋ μ ｒ）γ ０Ｈ２

２Ｅｒｍｈ
（ｈ － ｄ）， （８）

　 　 δ ３Ｈ ＝ －
２γ ０Ｈ（１ － μ ２

ｒ ）（ｈ － ｄ）ｌｎ ｘ０

Ｅｒπ
， （９）

式中， Ｅｃ，Ｇｃ 分别为坝体混凝土的弹性模量和剪切模量；Ｅｒ，μ ｒ 分别为地基变形模量和 Ｐｏｉｓｓｏｎ
比； γ ０ 为水的容重；Ｇｃ ＝ Ｅｃ ／ （２（１ ＋ μ ｃ）），μ ｃ 为坝体混凝土的 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比；其余参数含义如图 １
所示．

３　 基于单个测点的目标函数的 Ｈｅｓｓｅ 矩阵正定性分析

３．１　 不同可能的多参数弹性位移反演分析方案

大坝变形（位移）监测反映了大坝整体变形和受力状态，且变形监测直观可靠，国内外普
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遍将其作为最主要的监测量．由于运行期的大坝实测变形按其成因分为水压分量 δＨ、温度分

量 δ Ｔ 和时效分量 δ θ， 因此，在实际大坝工程中，常通过对实测变形资料建立统计模型，分离出

水压分量，然后进行混凝土坝体和基岩的弹性参数的反演分析．
目前工程上常采用正、倒垂线或引张线等来监测混凝土大坝的水平位移．现设由图 １ 所示

测点 Ａ 的实测水平位移资料分离出的水压分量为 δｍ，坝体和地基的弹性参数为 Ｅｃ，μ ｃ，Ｅｒ 和

μ ｒ，即待优化反演的参数 Ｘ ＝ ［Ｅｃ， μ ｃ， Ｅｒ， μ ｒ］ ．由第 ２ 节，容易计算获得假设材料参数下均质

地基上重力坝在水压力作用下的水平位移解析解 δ（Ｘ），采用单个测点的理论值与实测值的

差值的 ｌ１ 范数作为目标函数（式（５））．由于均质地基上重力坝在水压力作用下的水平位移解

析解由 ３ 部分组成，而且待反演的参数有 ４ 个，以下对不同可能的多参数弹性位移反演分析方

案的唯一性进行分析．
经分析，不同可能的多参数弹性位移反演分析方案有如下 ２２ 种．
１） 不考虑 δ ３Ｈ，即 δ（Ｘ） ＝ δ １Ｈ ＋ δ ２Ｈ，假设坝体和地基有 ２ 个弹性参数未知，此时，有如下可

能的多参数弹性位移反演分析方案：
方案 １　 Ｅｃ 和 Ｅｒ 未知，μ ｃ 和 μ ｒ 为已知参数；
方案 ２　 Ｅｃ 和 μ ｃ 未知，Ｅｒ 和 μ ｒ 为已知参数；
方案 ３　 μ ｃ 和 Ｅｒ 未知，Ｅｃ 和 μ ｒ 为已知参数；
方案 ４　 Ｅｒ 和 μ ｒ 未知，Ｅｃ 和 μ ｃ 为已知参数；
方案 ５　 Ｅｃ 和 μ ｒ 未知，μ ｃ 和 Ｅｒ 为已知参数；
方案 ６　 μ ｃ 和 μ ｒ 未知，Ｅｃ 和 Ｅｒ 为已知参数．
２） 考虑 δ ３Ｈ，即 δ（Ｘ） ＝ δ １Ｈ ＋ δ ２Ｈ ＋ δ ３Ｈ， 假设坝体和地基有 ２ 个弹性参数未知，此时，有如

下可能的多参数弹性位移反演分析方案：
方案 ７　 Ｅｃ 和 Ｅｒ 未知，μ ｃ 和 μ ｒ 为已知参数；
方案 ８　 Ｅｃ 和 μ ｃ 未知，Ｅｒ 和 μ ｒ 为已知参数；
方案 ９　 μ ｃ 和 Ｅｒ 未知，Ｅｃ 和 μ ｒ 为已知参数；
方案 １０　 Ｅｒ 和 μ ｒ 未知，Ｅｃ 和 μ ｃ 为已知参数；
方案 １１　 Ｅｃ 和 μ ｒ 未知，μ ｃ 和 Ｅｒ 为已知参数；
方案 １２　 μ ｃ和 μ ｒ 未知，Ｅｃ 和 Ｅｒ 为已知参数．
３） 不考虑 δ ３Ｈ，即 δ（Ｘ） ＝ δ １Ｈ ＋ δ ２Ｈ，假设坝体和地基有 ３ 个弹性参数未知，此时，有如下可

能的多参数弹性位移反演分析方案：
方案 １３　 Ｅｃ，μ ｃ 和 Ｅｒ 未知，μ ｒ 为已知参数；
方案 １４　 Ｅｃ，μ ｃ 和 μ ｒ 未知，Ｅｒ 为已知参数；
方案 １５　 Ｅｃ，Ｅｒ 和 μ ｒ 未知，μ ｃ 为已知参数；
方案 １６　 μ ｃ，Ｅｒ 和 μ ｒ 未知，Ｅｃ 为已知参数．
（４） 考虑 δ ３Ｈ，即 δ（Ｘ） ＝ δ １Ｈ ＋ δ ２Ｈ ＋ δ ３Ｈ，假设坝体和地基有 ３ 个弹性参数未知，此时，有如

下可能的多参数弹性位移反演分析方案：
方案 １７　 Ｅｃ，μ ｃ 和 Ｅｒ 未知，μ ｒ 为已知参数；
方案 １８　 Ｅｃ，μ ｃ 和 μ ｒ 未知，Ｅｒ 为已知参数；
方案 １９　 Ｅｃ，Ｅｒ 和 μ ｒ 未知，μ ｃ 为已知参数；

５７１混凝土重力坝多参数弹性位移反演分析不唯一性理论探讨



方案 ２０　 μ ｃ，Ｅｒ 和 μ ｒ 未知，Ｅｃ 为已知参数．
５） 不考虑 δ ３Ｈ，即 δ（Ｘ） ＝ δ １Ｈ ＋ δ ２Ｈ， 假设坝体和地基 ４ 个弹性参数均未知，即
方案 ２１　 Ｅｃ， μ ｃ，Ｅｒ 和 μ ｒ 未知．
６） 考虑 δ ３Ｈ，即 δ（Ｘ） ＝ δ １Ｈ ＋ δ ２Ｈ ＋ δ ３Ｈ， 假设坝体和地基 ４ 个弹性参数均未知，即
方案 ２２　 Ｅｃ， μ ｃ，Ｅｒ 和 μ ｒ 未知．
由于式（５）为理论值与实测值的差值的 ｌ１ 范数，对于单个测点来说，当 δ（Ｘ） ≥ δｍ 时，

ｆ１（Ｘ） ＝ δ（Ｘ） － δｍ；当 δ（Ｘ） ＜ δｍ 时， ｆ２（Ｘ） ＝ δｍ － δ（Ｘ） ．因此，目标函数为 ｆ１（Ｘ） 和 ｆ２（Ｘ） 各

有 ２２ 种不同方案．
３．２　 典型方案下目标函数的 Ｈｅｓｓｅ矩阵正定性分析

由于不同方案下目标函数的 Ｈｅｓｓｅ 矩阵正定性分析过程较为类似，以下以方案 ２１ 和方案

２２ 为例进行分析．
（ ａ） 对于方案 ２１，不考虑 δ ３Ｈ，即 δ（Ｘ）＝ δ １Ｈ ＋ δ ２Ｈ，假设坝体和地基４个弹性参数均未知．当

δ（Ｘ） ≥ δｍ 时，目标函数 ｆ１（Ｘ） ＝ δ（Ｘ） － δｍ ＝ δ １Ｈ ＋ δ ２Ｈ － δｍ，其中，Ｘ ＝ ［Ｅｃ， μ ｃ， Ｅｒ， μ ｒ］ ．将
水平位移解析解代入目标函数有

　 　 ｆ１（Ｘ） ＝ δ １Ｈ ＋ δ ２Ｈ － δｍ ＝

　 　 　 　 Ａ
Ｅｃ

＋
Ｂ（１ ＋ μ ｃ）

Ｅｃ

＋
Ｃ（１ － μ ２

ｒ ）
Ｅｒ

＋
Ｄ（１ － ２μ ｒ）（１ ＋ μ ｒ）

Ｅｒ

－ δｍ， （１０）

式中

　 　 Ａ ＝
γ ０

ｍ３ （ｈ － ｄ） ２ ＋ ６（ｈ － Ｈ） ｄｌｎ ｈ
ｄ

＋ ｄ － ｈæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋é

ë
êê

　 　 　 　 ６（ｈ － Ｈ） ２ ｄ
ｈ

－ １ ＋ ｌｎ ｈ
ｄ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － （ｈ － Ｈ） ３

ｈ２ｄ
（ｈ － ｄ） ２ ù

û
ú
ú ，

　 　 Ｂ ＝
２γ ０

ｍ
ｈ２ － ｄ２

４
－ （ｈ － Ｈ）（ｈ － ｄ） ＋ （ｈ － Ｈ） ２

２
ｌｎ ｈ

ｄ
é

ë
êê

ù

û
úú ，

　 　 Ｃ ＝
４γ ０Ｈ３

３πｍ２ｈ２（ｈ － ｄ），

　 　 Ｄ ＝
γ ０Ｈ２

２ｍｈ
（ｈ － ｄ） ．

对目标函数 ｆ１（Ｘ） 求二阶导数，计算 Ｈｅｓｓｅ 矩阵，容易得到

　 　 Ñ２ ｆ１（Ｘ） ＝

　 　 　 　

２Ａ ＋ ２Ｂ（１ ＋ μ ｃ）
Ｅ３

ｃ

－ Ｂ
Ｅ２

ｃ

０ ０

－ Ｂ
Ｅ２

ｃ

０ ０ ０

０ ０
２Ｃ（１ － μ２

ｒ ） ＋ ２Ｄ（１ － ２μ ｒ）（１ ＋ μ ｒ）
Ｅ３

ｒ

２Ｃμ ｒ ＋ Ｄ（１ ＋ ４μ ｒ）
Ｅ２

ｒ

０ ０
２Ｃμ ｒ ＋ Ｄ（１ ＋ ４μ ｒ）

Ｅ２
ｒ

－ ２Ｃ － ４Ｄ
Ｅｒ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

．
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由上述 Ｈｅｓｓｅ 矩阵容易验证，当 ｄ ＜ ｈ 时，一阶顺序主子式 Ａ１ ＞ ０，二阶顺序主子式 Ａ２ ＜
０， 且特征值有正有负，即方案 ２１ 的 Ｈｅｓｓｅ 矩阵为不定矩阵．

由类似的推导，当 δ（Ｘ） ＜ δｍ 时，目标函数 ｆ２（Ｘ） ＝ δｍ － δ（Ｘ） ＝ δｍ － （δ １Ｈ ＋ δ ２Ｈ），其中，Ｘ
＝ ［Ｅｃ， μ ｃ， Ｅｒ， μ ｒ］ ．容易分析得到，目标函数 ｆ２（Ｘ） 的 Ｈｅｓｓｅ 矩阵为不定矩阵．

（ｂ） 对于方案 ２２，考虑 δ ３Ｈ，即 δ（Ｘ） ＝ δ １Ｈ ＋ δ ２Ｈ ＋ δ ３Ｈ，假设坝体和地基 ４ 个弹性参数均未

知．当 δ（Ｘ） ≥ δｍ 时，目标函数 ｆ１（Ｘ） ＝ δ（Ｘ） － δｍ ＝ δ １Ｈ ＋ δ ２Ｈ ＋ δ ３Ｈ － δｍ，其中，Ｘ ＝ ［Ｅｃ， μ ｃ，
Ｅｒ， μ ｒ］ ．将位移解析解代入目标函数有

　 　 ｆ１（Ｘ） ＝ δ １Ｈ ＋ δ ２Ｈ ＋ δ ３Ｈ － δｍ ＝

　 　 　 　 Ａ
Ｅｃ

＋
Ｂ（１ ＋ μ ｃ）

Ｅｃ

＋
Ｃ′（１ － μ ２

ｒ ）
Ｅｒ

＋
Ｄ（１ － ２μ ｒ）（１ ＋ μ ｒ）

Ｅｒ

－ δｍ， （１１）

式中

　 　 Ｃ′ ＝
４γ ０Ｈ３

３πｍ２ｈ２（ｈ － ｄ） －
２γ ０Ｈｌｎ ｘ０

π
（ｈ － ｄ） ．

对目标函数 ｆ（Ｘ） 求二阶导数，计算 Ｈｅｓｓｅ 矩阵，容易得到

　 　 Ñ２ ｆ１（Ｘ） ＝

　 　 　 　

２Ａ ＋ ２Ｂ（１ ＋ μ ｃ）
Ｅ３

ｃ

－ Ｂ
Ｅ２

ｃ

０ ０

－ Ｂ
Ｅ２

ｃ

０ ０ ０

０ ０
２Ｃ′（１ － μ２

ｒ ） ＋ ２Ｄ（１ － ２μ ｒ）（１ ＋ μ ｒ）
Ｅ３

ｒ

２Ｃ′μ ｒ ＋ Ｄ（１ ＋ ４μ ｒ）
Ｅ２

ｒ

０ ０
２Ｃ′μ ｒ ＋ Ｄ（１ ＋ ４μ ｒ）

Ｅ２
ｒ

－ ２Ｃ′ － ４Ｄ
Ｅｒ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

．

由上述 Ｈｅｓｓｅ 矩阵容易验证，当 ｄ ＜ ｈ 时，一阶顺序主子式 Ａ１ ＞ ０，二阶顺序主子式 Ａ２ ＜
０， 且特征值有正有负，即方案 ２２ 的 Ｈｅｓｓｅ 矩阵为不定矩阵．

由类似的推导，当 δ（Ｘ） ＜ δｍ 时，目标函数 ｆ２（Ｘ） ＝ δｍ － δ（Ｘ） ＝ δｍ － （δ １Ｈ ＋ δ ２Ｈ ＋ δ ３Ｈ），
其中，Ｘ ＝ ［Ｅｃ， μ ｃ， Ｅｒ， μ ｒ］ ．容易分析得到，目标函数 ｆ２（Ｘ） 的 Ｈｅｓｓｅ 矩阵为不定矩阵．
３．３　 不同可能方案下目标函数的 Ｈｅｓｓｅ矩阵正定性分析汇总

对上述 ２２ 种可能方案下目标函数的 Ｈｅｓｓｅ 矩阵逐一进行正定性分析，将分析结果汇总如

表 １．表中，斜杠前为目标函数 ｆ１（Ｘ） 的分析结果，斜杆后为目标函数 ｆ２（Ｘ） 的分析结果．例如，
“ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｄｅｆｉｎｉｔｅ ／ ｎｅｇａｔｉｖｅ ｄｅｆｉｎｉｔｅ”即该方案下，目标函数 ｆ１（Ｘ） 的分析结果为 ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｄｅｆｉ⁃
ｎｉｔｅ，而目标函数 ｆ２（Ｘ） 的分析结果为 ｎｅｇａｔｉｖｅ ｄｅｆｉｎｉｔｅ，其余类同．

由表 １ 可见，除方案 １（δ（Ｘ）＝ δ １Ｈ ＋ δ ２Ｈ，当 δ（Ｘ） ≥ δｍ，Ｅｃ 和Ｅｒ 未知，μ ｃ 和 μ ｒ 为已知参数）
目标函数 ｆ１（Ｘ） 的 Ｈｅｓｓｅ 矩阵为正定矩阵外，其余方案的 Ｈｅｓｓｅ 矩阵均不是正定矩阵．而当

δ（Ｘ） ＜ δｍ 时，方案 １ 的目标函数 ｆ２（Ｘ） 的 Ｈｅｓｓｅ 矩阵为负定矩阵，因此，方案 １ 的目标函数

ｆ（Ｘ） 的 Ｈｅｓｓｅ 矩阵也不能保证在非空凸集 Ｃ 上的任意点均为正定，即上述可能方案的目标函

数 ｆ（Ｘ） 均不是严格凸函数．此时，以目标函数 ｆ（Ｘ） 和非空凸集 Ｃ 构建的凸规划问题不具有唯
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一全局极小点，反演分析不唯一．
表 １　 不同方案下目标函数的 Ｈｅｓｓｅ 矩阵正定性分析汇总

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｄｅｆｉｎｉｔｅｎｅｓｓ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｎ Ｈｅｓｓｉａｎ ｍａｔｒｉｃｅｓ ｏｆ ｏｂｊｅｃｔｉｖｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｃｈｅｍｅｓ

ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ

ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

Ｅｃ ａｎｄ Ｅｒ

ｕｎｋｎｏｗｎ

Ｅｃ ａｎｄ μ ｃ

ｕｎｋｎｏｗｎ

μ ｃ ａｎｄ Ｅｒ

ｕｎｋｎｏｗｎ

Ｅｒ ａｎｄ μ ｒ

ｕｎｋｎｏｗｎ

Ｅｃ ａｎｄ μ ｒ

ｕｎｋｎｏｗｎ

μ ｃ ａｎｄ μ ｒ

ｕｎｋｎｏｗｎ

δ（Ｘ） ＝

δ１Ｈ ＋ δ２Ｈ

ｐｏｓｉｔｉｖｅ

ｄｅｆｉｎｉｔｅ ／

ｎｅｇａｔｉｖｅ

ｄｅｆｉｎｉｔｅ

ｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅ ／

ｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅ

ｐｏｓｉｔｉｖｅ

ｓｅｍｉ⁃ｄｅｆｉｎｉｔｅ ／

ｎｅｇａｔｉｖｅ

ｓｅｍｉ⁃ｄｅｆｉｎｉｔｅ

ｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅ ／

ｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅ

ｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅ ／

ｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅ

ｎｅｇａｔｉｖｅ

ｓｅｍｉ⁃ｄｅｆｉｎｉｔｅ ／

ｐｏｓｉｔｉｖｅ

ｓｅｍｉ⁃ｄｅｆｉｎｉｔｅ

δ（Ｘ） ＝

δ１Ｈ ＋ δ２Ｈ ＋ δ３Ｈ

ｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅ ／

ｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅ

ｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅ ／

ｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅ

ｎｅｇａｔｉｖｅ

ｓｅｍｉ⁃ｄｅｆｉｎｉｔｅ ／

ｐｏｓｉｔｉｖｅ

ｓｅｍｉ⁃ｄｅｆｉｎｉｔｅ

ｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅ ／

ｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅ

ｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅ ／

ｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅ

ｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅ ／

ｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅ

ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ

ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

Ｅｃ，μ ｃ ａｎｄ Ｅｒ

ｕｎｋｎｏｗｎ

Ｅｃ，μ ｃ ａｎｄ μ ｒ

ｕｎｋｎｏｗｎ

Ｅｃ，Ｅｒ ａｎｄ μ ｒ

ｕｎｋｎｏｗｎ

μ ｃ，Ｅｒ ａｎｄ

μ ｒ ｕｎｋｎｏｗｎ

Ｅｃ，μ ｃ，Ｅｒ

ａｎｄ μ ｒ ｕｎｋｎｏｗｎ

δ（Ｘ） ＝

δ１Ｈ ＋ δ２Ｈ

ｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅ ／

ｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅ

ｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅ ／

ｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅ

ｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅ ／

ｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅ

ｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅ ／

ｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅ

ｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅ ／

ｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅ

δ（Ｘ） ＝

δ１Ｈ ＋ δ２Ｈ ＋ δ３Ｈ

ｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅ ／

ｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅ

ｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅ ／

ｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅ

ｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅ ／

ｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅ

ｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅ ／

ｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅ

ｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅ ／

ｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅ

４　 多个测点的目标函数的 Ｈｅｓｓｅ 矩阵正定性讨论

对于 Ｎ个测点（Ｎ≥２） 的目标函数类型，由于式（５） 为理论值与实测值的差值的 ｌ１ 范数，

在优化过程中，根据 δ ｉ（Ｘ） ≥ δｍ
ｉ 和 δ ｉ（Ｘ） ＜ δｍ

ｉ 进行组合，Ｎ个测点的目标函数 ｆ（Ｘ） 存在 ２Ｎ 种

目标函数 ｆｋ（Ｘ）（ｋ ＝ １，２，…，２Ｎ） ．如果目标函数 ｆｋ（Ｘ） （ｋ ＝ １，２，…，２Ｎ） 的 Ｈｅｓｓｅ 矩阵在 Ｃ 上

任意点均正定，此时判定目标函数 ｆ（Ｘ） 为严格凸函数；相反地，如果目标函数 ｆｋ（Ｘ）（ｋ ＝ １，２，
…，２Ｎ） 的 Ｈｅｓｓｅ 矩阵在 Ｃ 上不是任意点都正定，此时判定目标函数 ｆ（Ｘ） 不是严格凸函数．

当 δ ｉ（Ｘ） ≥ δｍ
ｉ （ ｉ ＝ １，２，…，Ｎ） 时， ｆ１（Ｘ） ＝∑Ｎ

ｉ ＝ １
δ ｉ（Ｘ） － δｍ

ｉ( ) ．由目标函数表达式的叠加

性，容易证明，Ｎ 个测点目标函数 ｆ（Ｘ） 的 Ｈｅｓｓｅ 矩阵在非空凸集 Ｃ 上的任意点不能保证为正

定，即目标函数 ｆ（Ｘ） 不是严格凸函数．此时，以目标函数 ｆ（Ｘ） 和非空凸集 Ｃ 构建的凸规划问

题不具有唯一全局极小点，因此反演结果不唯一．

５　 结　 　 论

１） 本文基于均质地基上重力坝在水压力作用下的位移解析解，建议了一种多参数反演分

析唯一性的理论分析方法，即由位移解析解和实测值建立目标函数．然后以目标函数和非空凸

集构建一个凸规划问题，通过分析目标函数的 Ｈｅｓｓｅ 矩阵的正定性，证明目标函数是否是严格

凸函数，从而辨识了多参数反演分析的唯一性．
２） 由均质地基上重力坝在水压力作用下的位移解析解与坝体和岩基的弹性参数，探讨了

２２ 种不同可能的多参数弹性位移反演分析方案．分析表明，虽然不考虑 δ ３Ｈ，即 δ（Ｘ） ＝ δ １Ｈ ＋
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δ ２Ｈ，当 δ（Ｘ） ≥ δｍ，假设 Ｅｃ 和 Ｅｒ 未知，μ ｃ 和 μ ｒ 为已知时，目标函数的 Ｈｅｓｓｅ 矩阵为正定矩阵，
但是当 δ（Ｘ） ＜ δｍ 时，该方案的目标函数的 Ｈｅｓｓｅ 矩阵为负定矩阵．即上述可能方案的目标函

数 ｆ（Ｘ） 均不是严格凸函数，此时，以目标函数 ｆ（Ｘ） 和非空凸集 Ｃ 构建的凸规划问题不具有唯

一全局极小点，反演分析不唯一．
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