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摘要：　 该文建立了一类由 Ａｌｌｅｅ 效应诱导的非光滑 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 切换系统．运用 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 系统的定性分

析方法，从理论上研究了系统的滑动区域、滑动模态和各类平衡点的存在性．同时用数值方法研究

了系统的滑动模态分支、边界焦点分支及全局动力学行为．研究发现： Ａｌｌｅｅ 效应的强度可使种群

的动态不稳定，不利于濒危生物种群的管理．

关　 键　 词：　 Ａｌｌｅｅ 效应；　 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 系统；　 滑动模态；　 滑动分支
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引　 　 言

Ａｌｌｅｅ 效应［１⁃２］是由著名的生态学家 Ａｌｌｅｅ 于 ２０ 世纪 ３０ 年代提出来的，他指出： 生物种群

的群聚现象有利于种群的增长、存活，每个生物种群都有自己的最适密度，过分稀疏、拥挤都可

能阻碍种群的生长．Ａｌｌｅｅ 效应可能是由诸多因素引起的，包括寻找配偶的困难、近亲繁殖、对
捕食者的防御以及扩散消耗等．脊椎动物、无脊椎动物、植物等有机体［３⁃５］ 都可能存在 Ａｌｌｅｅ 效

应，当种群数量变大时 Ａｌｌｅｅ 效应就消失了．Ａｌｌｅｅ 效应对濒危生物的管理、种群的开发利用以

及物种的引入至关重要．
自 Ａｌｌｅｅ 效应被提出后，生态种群的 Ａｌｌｅｅ 效应一直是生态学及生物数学领域内一个倍受

关注的热点研究问题．许多专家学者尝试着用数学模型来研究种群的 Ａｌｌｅｅ 效应，文献［５⁃６］建
立了具有 Ａｌｌｅｅ 效应的单种群模型； 文献［７⁃８］将 Ａｌｌｅｅ 效应引入到多种群模型中．然而，应用

非光滑 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 系统来研究种群 Ａｌｌｅｅ 效应的文献很少，本文正是关注于 Ａｌｌｅｅ 阈值对生物种

群行为的影响，建立由 Ａｌｌｅｅ 阈值诱导的非光滑 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 生态切换模型，并从理论和数值上研

究模型的动力学行为．
本文的结构如下： 第 １ 节将建立具有 Ａｌｌｅｅ 效应的 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 捕食模型； 第 ２ 节重点介绍

Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 系统的基本理论、相关定义及其子系统的动力学性质； 第 ３ 节从理论上对模型的滑动
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区域、滑动动力学及各类平衡点的存在性进行系统分析； 第 ４ 节从数值上研究模型的滑动分

支、全局动力学行为等； 最后给出相应的生物意义解释．

１　 模 型 建 立

基于文献［９］提出的 Ｌｅｓｌｉｅ⁃Ｇｏｗｅｒ 捕食模型，考虑到食饵种群具有附加 Ａｌｌｅｅ 效应，文献

［１０］ 建立了具有 Ａｌｌｅｅ 效应的 Ｌｅｓｌｉｅ⁃Ｇｏｗｅｒ 捕食模型：

　 　

ｄｘ
ｄｔ

＝ ｘ ｒ１ － ｂｘ － ｐ
ｘ ＋ ｑ

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

ａ１ｘｙ
ｘ ＋ ｋ１

，

ｄｙ
ｄｔ

＝ ｙ ｒ２ －
ａ２ｙ

ｘ ＋ ｋ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１）

其中 ｘ（ ｔ） 和 ｙ（ ｔ） 分别代表食饵和捕食者在时间 ｔ的种群密度； ｒ１ 和 ｒ２ 分别表示食饵和捕食者

的内禀增长率， ｂ 为食饵种群的种内抑制率， ａ１ 和 ａ２ 分别代表食饵转化成捕食者的最大生物

转化率和生物转化率， ｋ１ 和 ｋ２ 表示半饱和常数； ｐ ／ （ｘ ＋ ｑ） 为附加 Ａｌｌｅｅ 效应，其中 ｐ 和 ｑ 为

Ａｌｌｅｅ 效应常数； 假设所有参数均为正常数．
Ａｌｌｅｅ 效应只有在食饵密度小于 Ａｌｌｅｅ 阈值 ｘＥＴ 时才发生，而当食饵密度大于 Ａｌｌｅｅ 阈值 ｘＥＴ

时，食饵种群将不会发生 Ａｌｌｅｅ 效应，于是便得到了如下模型（即文献［９］考虑的情形）：

　 　

ｄｘ
ｄｔ

＝ ｘ（ ｒ１ － ｂｘ） －
ａ１ｘｙ
ｘ ＋ ｋ１

，

ｄｙ
ｄｔ

＝ ｙ ｒ２ －
ａ２ｙ

ｘ ＋ ｋ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２）

因此，联系模型（１）和（２），本文建立了具有附加 Ａｌｌｅｅ 效应的非光滑 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 捕食模型：

　 　

ｄｘ
ｄｔ

＝ ｘ ｒ１ － ｂｘ － εｐ
ｘ ＋ ｑ

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

ａ１ｘｙ
ｘ ＋ ｋ１

，

ｄｙ
ｄｔ

＝ ｙ ｒ２ －
ａ２ｙ

ｘ ＋ ｋ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（３）

其中

　 　 ε ＝
１，　 　 ｘ － ｘＥＴ ＜ ０，
０，　 　 ｘ － ｘＥＴ ＞ ０ ．{ （４）

２　 预 备 知 识

２．１　 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 系统的相关理论及定义

定义二维空间 Ｒ２
＋ ＝ {Ｚ ＝ （ｘ，ｙ） ｜ ｘ ≥ ０，ｙ ≥ ０ } 和函数 Ｈ（Ｚ） ＝ ｘ － ｘＥＴ， 并作如下记号：

　 　 ＦＧ１
（Ｚ） ＝ ｘ ｒ１ － ｂｘ － ｐ

ｘ ＋ ｑ
æ

è
ç

ö

ø
÷ －

ａ１ｘｙ
ｘ ＋ ｋ１

， ｙ ｒ２ －
ａ２ｙ

ｘ ＋ ｋ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

　 　 ＦＧ２
（Ｚ） ＝ ｘ（ ｒ１ － ｂｘ） －

ａ１ｘｙ
ｘ ＋ ｋ１

， ｙ ｒ２ －
ａ２ｙ

ｘ ＋ ｋ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
．

则模型（３）及（４）可以写成一般的非光滑 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 系统［１１⁃１７］：

　 　 Ｚ（ ｔ） ＝
ＦＧ１

（Ｚ），　 　 Ｚ ∈ Ｇ１，

ＦＧ２
（Ｚ），　 　 Ｚ ∈ Ｇ２，

{ （５）
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其中

　 　 Ｇ１ ＝ {Ｚ ∈ Ｒ２
＋ ｜ Ｈ（Ｚ） ＜ ０ } ， Ｇ２ ＝ {Ｚ ∈ Ｒ２

＋ ｜ Ｈ（Ｚ） ＞ ０ } ．
同时，定义不连续的切换面 Σ ＝ {Ｚ ∈ Ｒ２

＋ ｜ Ｈ（Ｚ） ＝ ０ } 将区域 Ｇ１ 与 Ｇ２ 分开．为了研究模型（５）
在切换面 Σ 上的性质，需要采用凸组合［１１］或 Ｕｔｋｉｎ 等度控制［１２］ 方法．由文献［１１］的相关定义

可得

　 　 ＦＧ（Ｚ） ＝ λ（Ｚ）ＦＧ１
（Ｚ） ＋ ［１ － λ（Ｚ）］ＦＧ２

（Ｚ）， （６）
其中

　 　 λ（Ｚ） ＝
ＦＧ２

Ｈ（Ｚ）
ＦＧ２

Ｈ（Ｚ） － ＦＧ１
Ｈ（Ｚ）

，　 　 ０ ＜ λ（Ｚ） ＜ １； （７）

或定义

　 　 ＦＧ（Ｚ） ＝ ［１ － λ（Ｚ）］ＦＧ１
（Ｚ） ＋ λ（Ｚ）ＦＧ２

（Ｚ），
其中

　 　 λ（Ｚ） ＝
ＦＧ１

Ｈ（Ｚ）
ＦＧ１

Ｈ（Ｚ） － ＦＧ２
Ｈ（Ｚ）

，　 　 ０ ＜ λ（Ｚ） ＜ １．

另外，Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 系统的滑动模式动力学可由

　 　 ｄＺ（ ｔ）
ｄｔ

＝ ＦＧ（Ｚ（ ｔ）），　 　 Ｚ（ ｔ） ∈ ΣＳ ＝ {Ｚ ∈ Σ ｜ ０ ≤ λ（Ｚ） ≤ １ }

决定．
现在，本文参考文献［１１⁃１４］，给出了 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 系统平衡点的相关定义．
定义 １（伪平衡点） 　 若平衡点 Ｚ∗ 是 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 系统（５）滑动模式动力学上的点，且满足关

系式（６）和（７），则称 Ｚ∗ 为 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 系统（５）的伪平衡点．
定义 ２（边界平衡点）　 若 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 系统（５）的平衡点 Ｚ∗ 满足如下条件之一：
 ＦＧ１

（Ｚ∗） ＝ ０， Ｈ（Ｚ∗） ＝ ０；
 ＦＧ２

（Ｚ∗） ＝ ０， Ｈ（Ｚ∗） ＝ ０，
则称 Ｚ∗ 为 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 系统（５）的边界平衡点．

定义 ３（切点）　 若 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 系统（５）的平衡点 Ｚ∗ 满足如下条件之一：
 ＦＧ１

Ｈ（Ｚ∗） ＝ ０， Ｚ∗ ∈ ΣＳ；
 ＦＧ２

Ｈ（Ｚ∗） ＝ ０， Ｚ∗ ∈ ΣＳ，
则称 Ｚ∗ 为 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 系统（５）的切点．

定义 ４（真、假平衡点）　 若 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 系统（５）的平衡点 Ｚ∗ 满足如下条件之一：
 ＦＧ１

（Ｚ∗） ＝ ０， Ｈ（Ｚ∗） ＜ ０；
 ＦＧ２

（Ｚ∗） ＝ ０， Ｈ（Ｚ∗） ＞ ０，
则称 Ｚ∗ 为 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 系统（５）的真平衡点．

若 Ｚ∗ 满足如下条件之一：
 ＦＧ１

（Ｚ∗） ＝ ０， Ｈ（Ｚ∗） ＞ ０；
 ＦＧ２

（Ｚ∗） ＝ ０， Ｈ（Ｚ∗） ＜ ０，
则称 Ｚ∗ 为 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 系统（５）的假平衡点．
２．２　 子系统的动力学行为

当 ｘ（ ｔ） ＜ ｘＥＴ 时，Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 系统（５）的动力学行为由子系统（１）决定，文献［１０］通过无量纲
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变化将系统（１）转化成如下系统：

　 　

ｄｘ
ｄｔ

＝ ｘ １ － ｘ － ｍ
ｘ ＋ ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｃｘｙ

ｘ ＋ ｃ１
，

ｄｙ
ｄｔ

＝ ｓｙ １ － ｙ
ｘ ＋ ｃ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（８）

文献［１０］对系统（８）的动力学行为进行了深入细致的分析，本文主要考虑 ０ ＜ ｍ ＜ ｂ的情

形（弱 Ａｌｌｅｅ 效应），为了方便叙述引理，作记号：

　 　 ｍ∗ ＝
２ｂ － ｃ － ｃ１ ＋ １

９（ｂ ＋ ｃ － ２ｃ１ － １）
（ｂ２ ＋ ｂ － ｂｃ － ｂｃ１ － ２ｃ２ ＋ ４ｃ － ４ｃｃ１ － ２ｃ２１ － ５ｃ１ ＋ ９ｃｃ２ － ２），

　 　 　 　 ３η１ ＝ ｂ ＋ ｃ ＋ ｃ１ － １， ３η２ ＝ ｂｃ ＋ ｂｃ１ ＋ ｃｃ２ ＋ ｍ － ｂ － ｃ１， η３ ＝ ｂｃｃ２ ＋ ｃ１（ｍ － ｂ），

　 　 ｐ ＝ η２ － η２
１， ｑ ＝ η３ － ３η１η２ ＋ ２η３

１， ｚ１ ＝
３
（ － ４ｑ ＋ ４ ４ｐ３ ＋ ｑ２ ） ２ － ４ｐ

２
３
－ ４ｑ ＋ ４ ４ｐ３ ＋ ｑ２

，

　 　 ｓ［ ｘ－］ ＝ ｘ－
ｃ（ｘ－ ＋ ｃ２）
（ｘ－ ＋ ｃ１） ２

＋ ｍ
（ｘ－ ＋ ｂ） ２

－ １
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

　 　 μ１ ＝ １ ＋ ｂ ＋ ｃ１ ＋ ｂｃ１ ＋ ｃ２ ＋ ｃｃ１ － ２ｍ － ｂｃ － ２ｃｃ２ － ２ｃ，
　 　 μ２ ＝ － ｃｃ２ ＋ ｂ － ｍ ＋ ２ｂｃ１ － ２ｂｃ ＋ ｂ２ － ｃｃ１ ＋ ｃ２ｃ２ ＋ ｃ２ｂ － ｂｍ ＋ ｃｍ － ｂ２ｃ －
　 　 　 　 ４ｍｃ１ ＋ ｃ２１ － ４ｂｃｃ２ ＋ ｃ１ － ｃｃ２ｃ１ ＋ ｂ２ｃ１ ＋ ｂｃ２１ ＋ ２ｂｃ１ｃ，
　 　 μ３ ＝ ｂ２ｃ２１ － ｂｃｃ１ － ｂｍｃ１ ＋ ｍｃｃ１ ＋ ｂ２ｃｃ１ ＋ ｂｃ２ｃ２ － ｂｃｃ１ｃ２ － ｂｃｃ２ ＋ ｂｃ１ －
　 　 　 　 ｍｃ１ ＋ ｂ２ｃ１ ＋ ｂｃ２１ － ２ｂ２ｃｃ２ － ２ｍｃ２１ ．
引理 １　 如果系统（８）满足如下条件之一：
 ２ｃ１ ＋ １ － ｃ － ｂ ＞ ０， ０ ＜ ｍ ＜ ｍｉｎ { ｂ，ｍ∗ } ；
 ２ｃ１ ＋ １ － ｃ － ｂ ＜ ０， ０ ＜ ｍ∗ ＜ ｍ ＜ ｂ，

则系统（８）存在唯一的正平衡点 Ｅ
－
（ｘ－，ｙ－） ＝ （ ｚ１ － η１，ｚ１ － η１ ＋ ｃ２） ．进一步地，如果

　 　
ｃ（ｘ－ ＋ ｃ２）
（ｘ－ ＋ ｃ１） ２

＋ ｍ
（ｘ－ ＋ ｂ） ２ ＞ １， μ１ｘ

－ ２ ＋ μ２ｘ
－ ＋ μ３ ＞ ０，

则系统（８）的正平衡点 Ｅ
－
（ｘ－，ｙ－） 的 Ｈｏｐｆ 分支发生在 ｓ ＝ ｓ［ ｘ－］ 处．

当 ｘ（ ｔ） ＞ ｘＥＴ 时，Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 系统（５）的动力学行为由子系统（２）决定．基于文献［９］的主要

研究结果，本文给出了如下引理．
引理 ２　 子系统（２）存在三个边界平衡点 （０，０）， （ ｒ１ ／ ｂ１，０）， （０，ｒ２ｋ２ ／ ａ２） ．若 ｒ１ｋ２ａ１ ＜

ｒ１ｋ１ａ２， 则系统存在唯一的正平衡点 （ｘ∗，ｙ∗） ．进一步地，如果
　 　 ２ａ１Ｌ１ ＜ ｒ１ｋ１， ｋ１ ＜ ２ｋ２， ４（ ｒ１ ＋ ｂ１ｋ１） ＜ ａ１

成立，则正平衡点 （ｘ∗，ｙ∗） 是全局渐近稳定的，其中

　 　 ｘ∗ ＝
ａ２ｒ１ － ａ１ｒ２ － ａ２ｂ１ｋ１ ＋ （ａ１ｒ２ ＋ ａ２ｂ１ｋ１ － ａ２ｒ１） ２ － ４ａ２ｂ１（ａ１ｒ２ｋ２ － ａ２ｒ１ｋ１）

２ａ１ｂ１
，

　 　 ｙ∗ ＝
ｒ１（ｘ∗ ＋ ｋ２）

ａ２
， Ｌ１ ＝

ａ２ｒ１（ ｒ１ ＋ ４） ＋ （ ｒ２ ＋ １） ２（ ｒ１ ＋ ｂ１ｋ２）
４ａ２ｂ１

．

３　 滑动模态及平衡点

由式（７）中 λ（Ｚ） 的定义，可得
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　 　 λ（Ｚ） ＝ ｘ ＋ ｑ
ｐ ｒ１ － ｂｘ －

ａ１ｘｙ
ｘ ＋ ｋ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

求解不等式 ０ ≤ λ（Ｚ） ≤ １ 可得

　 　
ｘ ＋ ｋ１

ａ１
ｒ１ － ｂｘ － ｐ

ｘ ＋ ｑ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤ ｙ ≤

（ ｒ１ － ｂｘ）（ｘ ＋ ｋ１）
ａ１

，　 　 ｘ ＝ ｘＥＴ ．

为了叙述的方便，作如下记号：

　 　 ｙｍｉｎ ＝
ｘ ＋ ｋ１

ａ１
ｒ１ － ｂｘ － ｐ

ｘ ＋ ｑ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， ｙｍａｘ ＝

（ ｒ１ － ｂｘ）（ｘ ＋ ｋ１）
ａ１

．

根据预备知识中关于 ΣＳ 的定义，可得 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 系统（５）的滑线区域为

　 　 ΣＳ ＝ { （ｘ，ｙ） Ｔ ∈ Ｒ２
＋ ｜ ｘ ＝ ｘＥＴ， ｙｍｉｎ ≤ ｙ ≤ ｙｍａｘ } ． （９）

接下来，应用 Ｕｔｋｉｎ 等度控制方法［１２］来研究 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 系统（５）在滑线 ΣＳ 上的动力学性质，
由 Ｈ（Ｚ） ＝ ０ 可得

　 　 ∂Ｈ
∂ｔ

＝ ｄｘ（ ｔ）
ｄｔ

＝ ｘ ｒ１ － ｂｘ － εｐ
ｘ ＋ ｑ

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

ａ１ｘｙ
ｘ ＋ ｋ１

＝ ０．

对于上述方程关于 ε 求解得

　 　 ε ＝
ｘＥＴ ＋ ｑ

ｐ ｒ１ － ｂｘＥＴ －
ａ１ｙ

ｘＥＴ ＋ ｋ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

由 Ｕｔｋｉｎ 等度控制方法可得 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 系统（５）在滑线 ΣＳ 上滑动模式动力学微分方程为

　 　 ｄｙ（ ｔ）
ｄｔ

＝ ｙ ｒ２ －
ａ２ｙ

ｘ ＋ ｋ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 ｘ ＝ ｘＥＴ ． （１０）

下文将继续探讨 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 系统（５）各类平衡点的存在性．
伪平衡点　 由定义 １ 可知 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 系统（５）存在唯一的伪平衡点 Ｅｐ（ｘＥＴ，ｙｐ） ，其中

　 　 ｙｐ ＝
ｒ２（ｘＥＴ ＋ ｋ２）

ａ２
，　 　 ｙｐ ∈ ΣＳ ．

边界平衡点　 由定义 ２ 可知 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 系统（５）的边界平衡点需满足如下方程：

　 　

ｒ１ － ｂｘ － ｐ
ｘ ＋ ｑ

－
ａ１ｙ

ｘ ＋ ｋ１

＝ ０，

ｒ２ －
ａ２ｙ

ｘ ＋ ｋ２

＝ ０，

ｘ（ ｔ） ＝ ｘＥＴ，

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

（１１）

或

　 　

ｒ１ － ｂｘ －
ａ１ｙ

ｘ ＋ ｋ１

＝ ０，

ｒ２ －
ａ２ｙ

ｘ ＋ ｋ２

＝ ０，

ｘ（ ｔ） ＝ ｘＥＴ ．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

（１２）

对于方程组（１１），若 ｙｍｉｎ ＝ ｙｐ， 则 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 系统（５）存在边界平衡点 Ｅｂ（ｘＥＴ，ｙｍｉｎ）；
对于方程组（１２），若 ｙｍａｘ ＝ ｙｐ， 则 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 系统（５）存在边界平衡点 Ｅｂ（ｘＥＴ，ｙｍａｘ） ．
切点　 由定义 ３ 可知 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 系统（５）的切点需满足如下方程：
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ｒ１ － ｂｘ － ｐ

ｘ ＋ ｑ
－

ａ１ｙ
ｘ ＋ ｋ１

＝ ０，

ｘ（ ｔ） ＝ ｘＥＴ，

ì

î

í

ïï

ïï

（１３）

或

　 　
ｒ１ － ｂｘ －

ａ１ｙ
ｘ ＋ ｋ１

＝ ０，

ｘ（ ｔ） ＝ ｘＥＴ ．

ì

î

í

ïï

ïï

（１４）

求解上述方程组可得，Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 系统（５）存在切点 Ｅ ｔ（ｘＥＴ，ｙｍｉｎ） 或 Ｅ ｔ（ｘＥＴ，ｙｍａｘ） ．
真、假平衡点　 由子系统的动力学行为相关预备知识可知，子系统（１）至多存在两个正平

衡点，记为 Ｅ１１（ｘ１１，ｙ１１） 和 Ｅ１２（ｘ１２，ｙ１２）， 在此假设 ｘ１１ ＜ ｘ１２ ．因此对子系统（１）的真、假平衡点

概括如下：
 若 ｘ１２ ＞ ｘＥＴ， 则子系统（１）存在两个假平衡点 Ｅ１１

ｖ 和 Ｅ１２
ｖ ；

 若 ｘ１１ ＜ ｘＥＴ， 则子系统（１）存在两个真平衡点 Ｅ１１
ｒ 和 Ｅ１２

ｒ ；
 若 ｘ１１ ＜ ｘＥＴ ＜ ｘ１２， 则子系统（１）存在一个真平衡点 Ｅ１１

ｒ 和一个假平衡点 Ｅ１２
ｖ ．

类似地，子系统（２）至多存在一个正平衡点，记为 Ｅ２１（ｘ２１，ｙ２１） ．则对子系统（２）的真、假平

衡点概括为：
 若 ｘ２１ ＜ ｘＥＴ， 则子系统（２）存在一个假平衡点 Ｅ２１

ｖ ；
 若 ｘ２１ ＞ ｘＥＴ， 则子系统（２）存在一个真平衡点 Ｅ２１

ｒ ．
此外，本文还给出两个子系统的等倾曲线方程．子系统（１）的垂直和水平等倾曲线方程分

别为

　 　 ｆｖ１ ＝
（ｘ ＋ ｋ１） ｒ１ － ｂｘ － ｐ

ｘ ＋ １
æ

è
ç

ö

ø
÷

ａ１
， ｆｈ ＝

ｒ１（ｘ ＋ ｋ２）
ａ２

，　 　 ｘ ＜ ｘＥＴ ．

子系统（２）的垂直和水平等倾曲线方程分别为

　 　 ｆｖ２ ＝
（ｘ ＋ ｋ１）（ ｒ１ － ｂｘ）

ａ１
， ｆｈ ＝

ｒ１（ｘ ＋ ｋ２）
ａ２

，　 　 ｘ ＞ ｘＥＴ ．

４　 滑动分支及全局动力学行为

通过对 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 系统（５）滑动区域、滑动模态动力学及平衡点的研究可知： Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 系统

（５）存在伪平衡点、真平衡点、假平衡点、边界平衡点等多种平衡点，当一些重要参数发生微小

变化时，可能会引起一系列滑动模态及平衡点分支现象．下面，本文将通过数值方法来研究 Ｆｉｌ⁃
ｉｐｐｏｖ 系统（５）的滑动分支及全局动力学行为．

首先，选择 Ａｌｌｅｅ 阈值 ｘＥＴ 作为分支参数来研究 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 系统（５）的滑动模态分支，同时固

定其他参数为 ｒ１ ＝ ４，ｒ２ ＝ ３，ｂ ＝ ０．１，ｑ ＝ ０．１，ａ１ ＝ ０．５，ａ２ ＝ ０．９，ｋ１ ＝ ２，ｋ２ ＝ ２．如图 １ 所示，随着

ｘＥＴ 的逐渐变化，Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 系统（５）的滑线段长度、伪平衡点的存在发生了迅速变化．特别地，当
Ａｌｌｅｅ 效应常数 ｐ 不同时，Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 系统（５）的滑线段长度和伪平衡点个数变化趋势也不同．通
过对比图 １（ａ）与 １（ｂ）发现 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 系统（５）的滑动模态对 Ａｌｌｅｅ 效应常数 ｐ 相当敏感，当 ｐ 较

大时，即 Ａｌｌｅｅ 效应较强时，Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 系统（５）滑线段上的伪平衡点个数增多，而滑线上的伪平

衡点会使 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 系统的动力学行为变得更加复杂．这说明了 Ａｌｌｅｅ 效应的强度可使种群的动

态变得不稳定，不利于濒危生物种群的管理．
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（ａ） ｐ ＝ １０

（ｂ） ｐ ＝ ４
图 １　 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 系统（５）的滑动模态分支

Ｆｉｇ． １　 Ｓｌｉｄｉｎｇ ｍｏｄｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｏｆ Ｆｉｌｉｐｐｏｖ ｓｙｓｔｅｍ （５）

（ａ） ｑ ＝ １ （ｂ） ｑ ＝ ３．３ （ｃ） ｑ ＝ ５
图 ２　 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 系统（５）的边界焦点分支

Ｆｉｇ． ２　 Ｂｏｕｎｄａｒｙ ｆｏｃｕｓ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｏｆ Ｆｉｌｉｐｐｏｖ ｓｙｓｔｅｍ （５）
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接下来，选择以 Ａｌｌｅｅ 常数 ｑ 为分支参数来研究 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 系统（５）的边界焦点分支，其他参

数为 ｒ１ ＝ １，ｒ２ ＝ ０．１２５，ａ１ ＝ ０．５，ａ２ ＝ ０．１２５，ｋ１ ＝ ０．３，ｋ２ ＝ ０．２，ｂ ＝ １，ｐ ＝ ０．２４，ｘＥＴ ＝ ０．５．当 ｑ 较

小时，Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 系统（５）的两个子系统（１）和（２）分别存在一个稳定的真平衡点（焦点） Ｅ１１
ｒ 和

Ｅ２１
ｒ ，同时系统还存在一个稳定的伪平衡点 Ｅｐ，如图 ２（ａ）如示．当 ｑ增大到 ３．３ 时，即图 ２（ｂ）所

示情形，子系统（１）的焦点 Ｅ１１
ｒ 与系统的伪平衡点 Ｅｐ 碰撞成一点，即边界平衡点 Ｅｂ，此时 Ｆｉｌｉｐ⁃

ｐｏｖ 系统（５）发生了边界焦点分支．进一步增大 ｑ 到图 ２（ｃ）所示情形，边界平衡点 Ｅｂ 突然消

失，系统所有的轨线趋于子系统（２）的真平衡点（焦点） Ｅ２１
ｒ ．

最后，本文研究了 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 系统（５）的全局动力学行为．如图 ３ 所示，选取所有参数值为 ｒ１
＝ １，ｒ２ ＝ ０．０８，ａ１ ＝ ０．５，ａ２ ＝ ０．０８，ｋ１ ＝ ０．３，ｋ２ ＝ ０．２，ｂ ＝ １，ｐ ＝ ０．２４，ｑ ＝ ０．４，ｘＥＴ ＝ ０．５．子系统存

在一个不稳定的真平衡点（焦点） Ｅ１１
ｒ 和一个稳定的标准周期解（极限环） Γ ．同时，Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 系

统（５）在滑线上存在一个稳定的伪平衡点 Ｅｐ ．此外，从图 ３ 还可以看出： 子系统（２）存在一个

稳定的真平衡点（焦点） Ｅ２１
ｒ ．

图 ３　 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 系统（５）的全局动力学行为

Ｆｉｇ． ３　 Ｇｌｏｂａｌ ｄｙｎａｍｉｃ ｂｅｈａｖｉｏｒｓ ｏｆ Ｆｉｌｉｐｐｏｖ ｓｙｓｔｅｍ （５）

５　 结　 　 论

本文在一类具有 Ａｌｌｅｅ 效应的 Ｌｅｓｌｉｅ⁃Ｇｏｗｅｒ 捕食模型的基础上，考虑到 Ａｌｌｅｅ 阈值对种群

Ａｌｌｅｅ 效应的影响，建立了一类具有附加 Ａｌｌｅｅ 效应的非光滑 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 捕食系统．综合运用 Ｆｉｌｉｐ⁃
ｐｏｖ 系统的基本理论与研究方法，从理论上研究了 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 系统（５）的滑动区域、滑动动力学和

各类平衡点的存在性．同时用数值分析技巧研究了该系统的滑动模态分支、 边界焦点分支及

全局动力学行为．研究发现： Ａｌｌｅｅ 效应的强度可使种群的动态不稳定， 不利于濒危生物种群

的管理．
然而，本文仅考虑了附加 Ａｌｌｅｅ 效应对种群生态的影响．事实上，诸如气候的多变、环境的

不确定等随机因素也可能会对生物种群带来重要影响．因此，考虑这些随机因素，建立复杂的

混合动力学模型来研究 Ａｌｌｅｅ 效应对种群生态的影响，探讨在 Ａｌｌｅｅ 效应条件下混合动力系统

的生态学解释，这将是一项非常有意义的工作．今后我们将重点关注这方面的研究．
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