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摘要：　 为进一步揭示手足口病的传播机制和优化免疫决策，提出了一类具有年龄结构、接触模式

和疫苗接种的手足口病传染病模型．首先运用下一代生成矩阵求解模型基本再生数；然后利用稳定

性和动力学的有关理论证明无病平衡点和地方病平衡点的存在性以及全局稳定性；最后通过数值

模拟分析模型参数的影响权重．研究发现，年龄分组、接触矩阵和疫苗使用会极大地影响传播，其中

年龄结构的异质性可能会恶化疫情，而隔离病人、提高疫苗的覆盖率和接种率均能够有效控制疾

病传播．该文工作对于如何有效预防和控制手足口病的传播具有科学指导意义．
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引　 　 言

人类对传染性疾病的认识一直处于一个不断积累的过程．从古至今人们都想尽一切办法

去预防和控制传染病传播，对传染病动力学分析是这其中常用的技术之一．早在 ２０ 世纪 ９０ 年

代初，Ｋｅｒｍａｃｋ 和 ＭｃＫｅｎｄｒｉｃｋ 等［１］构建了经典的仓室模型，并提出研究疾病流行的“阈值理

论”，为之后研究传染病动力学奠定了基础．随着研究理论的日益成熟和多学科的交叉融合，仓
室模型研究得到了许多的应用［２］，例如用于蚊媒传染［３］、垂直传染［４］、接触传染［５］等不同传播

方式的研究．为传染病的预防和控制提供了科学依据．
１９５７ 年，新西兰曾爆发了一场神秘的疫情，诸多 ３ 岁以下的儿童先后出现了不同程度的

手、足、口腔等发红、发疹等症状，同时伴有致死病例．１９５８ 年，加拿大研究者从患儿体内分离出

了 Ｃｏｘｓａｃｋｉｅ 病毒．次年，美国首次将这种病毒引起的疾病命名为手足口病．时隔十年，肠道病毒

７１ 型（ＥＶ７１）在美国的加利福利亚首次出现在公众的视野中［６］，人们认识到了 ＥＶ７１ 病毒也可

以引发手足口病，之后这种病毒迅速席卷世界各地．根据世界卫生组织报道，因手足口病在亚
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太地区局部暴发的态势，亚洲的发达国家和地区［７⁃９］对手足口病的相关研究较多．文献［８］结合

疫情数据建立了一个手足口病传播的 ＳＩＲ 模型，计算了中国台湾地区手足口病的基本再生数

为 １．３７，并估计传播系数接近 ５×１０－８（每天）．之后也有一些研究者针对中国大陆手足口病的流

行特征进行了相关研究［１０⁃１１］ ．文献［１２］分析了中国大陆手足口病动态模式可能的驱动因素，
同时建立了 ＳＩＲ 模型，将人群划分为 ０～９ 周岁和 １０～７５ 周岁两个年龄组，得到了 ０～９ 周岁和

１０～７５ 周岁组的手足口病年平均感染力分别为 ０．４２ 和 ０．１１，年平均接触率分别为 １．２８×１０－６

和 ３．３１×１０－７ ．
手足口病是由多种肠道病毒引起的一种传染病，被中国疾病预防控制中心确认为丙类传

染病中发病数最多的传染病．手足口病主要由呼吸道传播，也可以由接触患者口、鼻等分泌物

传播，随后通过人际间的接触传播加以蔓延．以往的研究中，国内的研究者大多数集中在分析

该疾病的流行特征，很少有文献针对手足口病进行模型化来分析其传播动力学．另外，手足口

病的单体疫苗于 ２０１５ 年 １２ 月在中国研制成功，于 ２０１６ 年上半年正式上市，但由于是自费疫

苗且缺乏疫苗的综合评估，因此，预防和控制仍旧是一项重要的工作．
基于此，本文根据手足口病的传播特点，利用高维微分方程，建立一个带年龄结构、疫苗接

种的手足口病传染病模型．首先，证明其解的性质，并利用稳定性理论研究了无病平衡点、地方

病平衡点的存在性与稳定性，接着通过数值模拟分析年龄结构、接触模式和接触策略对疫情传

播机制的影响，从而更好地把握手足口病的传播规律，并建立有效的防控措施．

１　 动力学模型

根据手足口病在人群中传播的特点，并结合手足口病在人群中的流行特征，本文将人群分

为三个年龄阶段，即 ０ 周岁组、１～４ 周岁组、５ ～ ９ 周岁组；同时把每个年龄阶段的人群分为三

类：易感者、感染者和恢复者，并分别用 Ｓｉ（ ｔ），Ｉｉ（ ｔ） 和 Ｒ ｉ（ ｔ） 表示第 ｉ 个年龄阶段在 ｔ 时刻对应

的人数，其中 ｉ ＝ １，２，３，ｔ 时刻总人口为 Ｎ（ ｔ） ＝ ∑ ３

ｉ ＝ １
（Ｓｉ（ ｔ） ＋ Ｉｉ（ ｔ） ＋ Ｒ ｉ（ ｔ）） ．

由于手足口病的潜伏期很短，同时手足口病因病致死率也很低，本文将其忽略不计；患者

治愈或自愈后均可具有一定的免疫能力；人口总数是变动的，考虑出生人口与外来人口，并在

一定的时间内，一个国家或地区的人口出生率和迁移率在大体上是稳定的，所以我们假设输入

率为常数，考虑各个年龄阶段的自然死亡，不考虑总人口的迁出和迁入，有关参数定义见表 １．
表 １　 模型中各参数的意义

Ｔａｂｌｅ １　 Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ

Λ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｉｎｐｕｔ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ａｇｅ ｇｒｏｕｐ
βｉ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅ ｃｏｎｔａｃｔ ｒａｔｅ ｏｆ ｔｈｅ ｉ⁃ｔｈ ａｇｅ ｇｒｏｕｐ
ｄｉ ｍｏｒｔａｌｉｔｙ ｒａｔｅ ｏｆ ｔｈｅ ｉ⁃ｔｈ ａｇｅ ｇｒｏｕｐ
μｉ ｖａｃｃｉｎａｔｉｏｎ ｒａｔｅ ｏｆ ｔｈｅ ｉ⁃ｔｈ ａｇｅ ｇｒｏｕｐ
δｉ ｒｅｃｏｖｅｒｙ ｒａｔｅ ｏｆ ｔｈｅ ｉ⁃ｔｈ ａｇｅ ｇｒｏｕｐ
γｉ ｔｒａｎｓｆｅｒ ｒａｔｅ ｏｕｔ ｏｆ ｔｈｅ ｉ⁃ｔｈ ａｇｅ ｇｒｏｕｐ

Ｐｉｊ（ ｉ， ｊ ＝ １，２，３） ｃｏｎｔａｃｔ ｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｉ⁃ｔｈ ａｇｅ ｇｒｏｕｐ ｔｏ ｔｈｅ ｊ⁃ｔｈ ａｇｅ ｇｒｏｕｐ

　 　 由于考虑到在以往对手足口病的研究中，人们只分析了人群中该疾病的流行情况，很少有

对年龄结构以及疫苗接种同时存在的流行问题．基于此，本文将根据手足口病流行的特点以及

目前正式上市疫苗的实际情况，建立了图 １ 的手足口病传播流程图，并基于此，书写出手足口
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病传染病模型表示为所建立的模型（１）．

图 １　 手足口病传染病在人群中的传播机制图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｐｒｅａｄ ｏｆ ｈａｎｄ⁃ｆｏｏｔ⁃ｍｏｕｔｈ
ｄｉｓｅａｓｅ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ａｍｏｎｇ ｔｈｒｅｅ ａｇｅ ｇｒｏｕｐｓ

基于手足口病的实际传播特点，并结合流程图 １，可建立人群中具有三个年龄结构和免疫

接种的传染病动力学模型，用微分方程组表述如下：

　 　

Ｓ′１ ＝ Λ － Ｓ１λ１ － γ１Ｓ１ － μ１Ｓ１ － ｄ１Ｓ１，
Ｉ′１ ＝ Ｓ１λ１ － γ１Ｉ１ － δ１Ｉ１ － ｄ１Ｉ１，
Ｒ′１ ＝ μ１Ｓ１ ＋ δ１Ｉ１ － γ１Ｒ１ － ｄ１Ｒ１，
Ｓ′２ ＝ γ１Ｓ１ － Ｓ２λ２ － γ２Ｓ２ － μ２Ｓ２ － ｄ２Ｓ２，
Ｉ′２ ＝ Ｓ２λ２ ＋ γ１Ｉ１ － γ２Ｉ２ － δ２Ｉ２ － ｄ２Ｉ２，
Ｒ′２ ＝ μ２Ｓ２ ＋ γ１Ｒ１ ＋ δ２Ｉ２ － γ２Ｒ２ － ｄ２Ｒ２，
Ｓ′３ ＝ γ２Ｓ２ － Ｓ３λ３ － μ３Ｓ３ － ｄ３Ｓ３，
Ｉ′３ ＝ Ｓ３λ３ ＋ γ２Ｉ２ － δ３Ｉ３ － ｄ３Ｉ３，
Ｒ′３ ＝ μ３Ｓ３ ＋ γ２Ｒ２ ＋ δ３Ｉ３ － ｄ３Ｒ３，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（１）

其中感染力表示为

　 　 λ ｉ ＝ βｉ∑
３

ｊ ＝ １
Ｐ ｉｊ

Ｉ ｊ
Ｎ ｊ

，　 　 ｉ ＝ １，２，３，

且Ｎ１，Ｎ２，Ｎ３ 分别对应着 ０ 周岁组、１～４ 周岁组、５～９ 周岁组在 ｔ时刻总人口，满足 Ｎ ｊ ＝ Ｓ ｊ ＋ Ｉ ｊ ＋
Ｒ ｊ， ｊ ＝ １，２，３．

由系统（１）的九个方程累加可知 Ｎ′（ ｔ） ≤ Λ － ｄＮ（ ｔ），其中 ｄ ＝ ｍｉｎ { ｄ１，ｄ２，ｄ３ } ．解得

　 　 Ｎ（ ｔ） ≤ Λ
ｄ

＋ Ｎ（０） － Λ
ｄ

é

ë
êê

ù

û
úú ｅ －ｄｔ ．

令

　 　 Ω ＝ { （Ｓｉ，Ｉｉ，Ｒ ｉ） ∈ Ｒ９
＋，ｉ ＝ １，２，３ ０ ≤ ∑

３

ｉ ＝ １
（Ｓｉ ＋ Ｉｉ ＋ Ｒ ｉ） ≤ Λ

ｄ } ，

所以系统（１）的所有正半解只要是从 Ω 中出发，必是包含在 Ω 里面，基于此，获得下列结论．
引理 １　 集合 Ω 是系统（１）的正向不变集．

９５５年龄结构、接触模式和接种对手足口病传播机制的影响



２　 平衡点的存在性及其稳定性

为研究手足口病在三个年龄阶段人群中的动力学演化过程，下面运用稳定性和动力学的

理论知识研究其无病平衡点、地方病平衡点的稳定性问题．
２．１　 无病平衡点的局部渐近稳定性

利用下一代生成矩阵计算基本再生数，得系统（１）无病平衡点 Ｅ０ ＝ （Ｓ０
１，Ｉ０１，Ｒ０

１，Ｓ０
２，Ｉ０２，Ｒ０

２，
Ｓ０

３，Ｉ０３，Ｒ０
３）， 其中

　 　 Ｉ０１ ＝ Ｉ０２ ＝ Ｉ０３ ＝ ０，

　 　 Ｓ０
１ ＝ Λ

γ１ ＋ μ１ ＋ ｄ１
， Ｒ０

１ ＝
μ１Ｓ０

１

γ１ ＋ ｄ１
，

　 　 Ｓ０
２ ＝

γ１Ｓ０
１

γ１ ＋ μ１ ＋ ｄ１
， Ｒ０

２ ＝
μ２Ｓ０

２ ＋ γ１Ｒ０
１

γ２ ＋ ｄ２
，

　 　 Ｓ０
３ ＝

γ２Ｓ０
２

μ３ ＋ ｄ３
， Ｒ０

３ ＝
μ３Ｓ０

３ ＋ γ２Ｒ０
２

ｄ３
．

基于文献［１３］计算得 Ｆ（ｘ），Ｖ（ｘ） 如下：

　 　 Ｆ（ Ｉ１，Ｉ２，Ｉ３） ＝
Ｓ１λ １

Ｓ２λ ２

Ｓ３λ ３

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
， Ｖ（ Ｉ１，Ｉ２，Ｉ３） ＝

（γ １ ＋ δ １ ＋ ｄ１） Ｉ１
（γ ２ ＋ δ ２ ＋ ｄ２） Ｉ２ － γ １Ｉ１

（δ ３ ＋ ｄ３） Ｉ３ － γ ２Ｉ２

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
．

基于此，得到新感染项矩阵 Ｆ 和转移项矩阵 Ｖ 分别为

　 　 Ｆ ＝

β １Ｐ１１Ｓ０
１

Ｎ１

β １Ｐ１２Ｓ０
１

Ｎ２

β １Ｐ１３Ｓ０
１

Ｎ３

β ２Ｐ２１Ｓ０
２

Ｎ１

β ２Ｐ２２Ｓ０
２

Ｎ２

β ２Ｐ２３Ｓ０
２

Ｎ３

β ３Ｐ３１Ｓ０
３

Ｎ１

β ３Ｐ３２Ｓ０
３

Ｎ２

β ３Ｐ３３Ｓ０
３

Ｎ３

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

，

　 　 Ｖ ＝
γ １ ＋ δ １ ＋ ｄ１ ０ ０

－ γ １ γ ２ ＋ δ ２ ＋ ｄ２ ０
０ － γ ２ δ ３ ＋ ｄ３

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
．

从而有

　 　 ＦＶ －１ ＝

β １Ｐ１１Ｓ０
１Ａ１ ＋ β １Ｐ１２Ｓ０

１Ａ２ ＋ β １Ｐ１３Ｓ０
１Ａ３ β １Ｐ１２Ｓ０

１Ｂ１ ＋ β １Ｐ１３Ｓ０
１Ｂ２ β １Ｐ１３Ｓ０

１Ｂ３

β ２Ｐ２１Ｓ０
２Ａ１ ＋ β ２Ｐ２２Ｓ０

２Ａ２ ＋ β ２Ｐ２３Ｓ０
２Ａ３ β ２Ｐ２２Ｓ０

２Ｂ１ ＋ β ２Ｐ２３Ｓ０
２Ｂ２ β ２Ｐ２３Ｓ０

２Ｂ３

β ３Ｐ３１Ｓ０
３Ａ１ ＋ β ３Ｐ３２Ｓ０

３Ａ２ ＋ β ３Ｐ３３Ｓ０
３Ａ３ β ３Ｐ３２Ｓ０

３Ｂ１ ＋ β ３Ｐ３３Ｓ０
３Ｂ２ β ３Ｐ３３Ｓ０

３Ｂ３

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

，

其中

　 　 Ａ１ ＝ １
Ｎ１（γ １ ＋ δ １ ＋ ｄ１）

， Ａ２ ＝
γ １

Ｎ２（γ １ ＋ δ １ ＋ ｄ１）（γ ２ ＋ δ ２ ＋ ｄ２）
，

　 　 Ａ３ ＝
γ １γ ２

Ｎ３（γ １ ＋ δ １ ＋ ｄ１）（γ ２ ＋ δ ２ ＋ ｄ２）（δ ３ ＋ ｄ３）
， Ｂ１ ＝ １

Ｎ２（γ ２ ＋ δ ２ ＋ ｄ２）
，
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　 　 Ｂ２ ＝
γ ２

Ｎ３（γ ２ ＋ δ ２ ＋ ｄ２）（δ ３ ＋ ｄ３）
， Ｂ３ ＝ １

Ｎ３（δ ３ ＋ ｄ３）
．

基于此，获得本小节的系统谱半径 Ｒ０ 如下：
　 　 Ｒ０ ＝ ρ（ＦＶ －１） ．

由文献［１３］可知当 Ｒ０ ＜ １ 时，系统（１）在无病平衡点是局部渐近稳定的．
２．２　 无病平衡点的全局渐近稳定性

要研究系统（１）的无病平衡点的全局渐近稳定性，给出下列比较系统：

　 　

Ｉ′１≤ Ｓ０
１λ １ － （γ １ ＋ δ １ ＋ ｄ１） Ｉ１，

Ｉ′２≤ Ｓ０
２λ ２ ＋ γ １Ｉ１ － （γ ２ ＋ δ ２ ＋ ｄ２） Ｉ２，

Ｉ′３≤ Ｓ０
３λ ３ ＋ γ ２Ｉ２ － （δ ３ ＋ ｄ３） Ｉ３ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（２）

考虑下列微分动力系统：

　 　

ｘ′１ ＝ Ｓ０
１ ∑

３

ｉ ＝ １
β １Ｐ１ｉ

ｘｉ

Ｎｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － （γ １ ＋ δ １ ＋ ｄ１）ｘ１，

ｘ′２ ＝ Ｓ０
２ ∑

３

ｉ ＝ １
β ２Ｐ２ｉ

ｘｉ

Ｎｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － （γ ２ ＋ δ ２ ＋ ｄ２）ｘ２，

ｘ′３ ＝ Ｓ０
３ ∑

３

ｉ ＝ １
β ３Ｐ３ｉ

ｘｉ

Ｎｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － （δ １ ＋ ｄ１）ｘ３ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（３）

系统（３）是一个线性系统，它的无病平衡点的全局渐近稳定性可由 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵 Ｊ０ 分析获得：

　 　 Ｊ０ ＝

Ｓ０
１β１Ｐ１１

Ｎ１

－ （γ１ ＋ δ１ ＋ ｄ１）
Ｓ０
１β１Ｐ１２

Ｎ２

Ｓ０
１β１Ｐ１３

Ｎ３

Ｓ０
２β２Ｐ２１

Ｎ１

＋ γ１

Ｓ０
２β２Ｐ２２

Ｎ２

－ （γ２ ＋ δ２ ＋ ｄ２）
Ｓ０
２β２Ｐ２３

Ｎ３

Ｓ０
３β３Ｐ３１

Ｎ１

Ｓ０
３β３Ｐ３２

Ｎ２

＋ γ２

Ｓ０
３β３Ｐ３３

Ｎ３

－ （δ３ ＋ ｄ３）

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

．

Ｊ０ 的特征多项式的特征根满足如下不等式：
　 　 ｜ λＥ － Ｊ０ ｜ ｍａｘ ≤ ρ（ＦＶ －１）， （４）

所以

　 　 Ｒ０ ＝ ρ（ＦＶ －１） ＜ １． （５）
从而由谱半径 Ｒ０ ＜ １ 可知系统（３）是局部渐近稳定的，结合稳定性理论中的比较定理，获

得下列结论．
定理 １　 若 Ｒ０ ＜ １， 系统（１）的无病平衡点是全局渐近稳定的．

２．３　 地方病平衡点的全局渐近稳定性

为分析系统（１）的地方病稳定性，引进下面引理．
引理 ２［１４］ 　 设函数 ｆ：Ｒｎ

＋→ Ｒｎ 连续可微，满足

１） ｆ（ｘ） 是协作的，即它的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵 ∂ｆ（ｘ） 是 Ｍｅｔｚｌｅｒ 矩阵，且 ∂ｆ（ｘ） 不可约；
２） ｆ（０） ＝ ０，且对每个 ｉ ＝ １，２，…，ｎ，当 ｘｉ ＝ ０ 时，对应下标相同的 ｆｉ（ｘ） ≥ ０；
３） ｆ（ｘ） 是严格次线性的．
令 ｓ（∂ｆ（０）） 是 ∂ｆ（０） 的特征值的最大实部，如果 ｓ（∂ｆ（０）） ＞ ０，那么对系统 ｘ· ＝ ｆ（ｘ） 而
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言，它的任意解趋向无穷；则它有唯一的全局渐近稳定的正平衡点．
定理 ２　 若 Ｒ０ ＞ １， 系统（１）存在唯一的地方病平衡点且全局渐近稳定．
证明　 已知 Ｅ１ ＝ （Ｓ∗

１ ，Ｉ∗１ ，Ｒ∗
１ ，Ｓ∗

２ ，Ｉ∗２ ，Ｒ∗
２ ，Ｓ∗

３ ，Ｉ∗３ ，Ｒ∗
３ ） 是 ２．１ 小节系统的一个地方病平衡

点，取

　 　 ｆ（ｘ） ＝ ｆ（ Ｉ１，Ｒ１，Ｉ２，Ｒ２，Ｉ３，Ｒ３） ＝

Ｓ１λ １ － （γ １ ＋ δ １ ＋ ｄ１） Ｉ１
μ １Ｓ１ ＋ δ １Ｉ１ － γ １Ｒ１ － ｄ１Ｒ１

Ｓ２λ ２ ＋ γ １Ｉ１ － （γ ２ ＋ δ ２ ＋ ｄ２） Ｉ２
μ ２Ｓ２ ＋ γ １Ｒ１ ＋ δ ２Ｉ２ － γ ２Ｒ２ － ｄ２Ｒ２

Ｓ３λ ３ ＋ γ ２Ｉ２ － （δ ３ ＋ ｄ３） Ｉ３
μ ３Ｓ３ ＋ γ ２Ｒ２ ＋ δ ３Ｉ３ － ｄ３Ｒ３

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

．

显然 ｆ（ｘ） 是连续可微，它的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵为

　 　 ∂ｆ（ｘ） ＝

β １Ｓ１Ｐ１１

Ｎ１

－ （γ １ ＋ δ １ ＋ ｄ１） ０
β １Ｓ１Ｐ１２

Ｎ２

δ １ － （γ １ ＋ ｄ１） ０
β ２Ｓ２Ｐ２１

Ｎ１

＋ γ １ ０
β ２Ｓ２Ｐ２２

Ｎ２

－ （γ ２ ＋ δ ２ ＋ ｄ２）

０ γ １ δ ２

β ３Ｓ３Ｐ３１

Ｎ１
０

β ３Ｓ３Ｐ３２

Ｎ２

＋ γ ２

０ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

　 　 　 　

０
β １Ｓ１Ｐ１３

Ｎ３
０

０ ０ ０

０
β ２Ｓ２Ｐ２３

Ｎ３
０

－ （γ ２ ＋ ｄ２） ０ ０

０
β ２Ｓ２Ｐ２３

Ｎ３

－ （δ ３ ＋ ｄ３） ０

γ ２ δ ３ － ｄ３

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

．

显然以上非对角元素均非负，因此是 Ｍｅｔｚｌｅｒ 矩阵．令 Ａ ＝ ∂ｆ（ｘ） 为邻接矩阵，故 Ａ 对应的邻接

矩阵 Ａ
－
的可达性矩阵为

　 　 Ｐ ＝

１ ０ １ ０ １ ０
１ １ １ ０ １ ０
１ ０ １ ０ １ ０
１ １ １ １ １ ０
１ ０ １ ０ １ ０
１ ０ １ １ １ １

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

，

则
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　 　 Ｂ ＝ ＰＡＰＴ ＝ Ｐ

β １Ｓ１Ｐ１１

Ｎ１

－ （γ １ ＋ δ １ ＋ ｄ１） ０
β １Ｓ１Ｐ１２

Ｎ２

δ １ － （γ １ ＋ ｄ１） ０
β ２Ｓ２Ｐ２１

Ｎ１

＋ γ １ ０
β ２Ｓ２Ｐ２２

Ｎ２

－ （γ ２ ＋ δ ２ ＋ ｄ２）

０ γ １ δ ２

β ３Ｓ３Ｐ３１

Ｎ１
０

β ３Ｓ３Ｐ３２

Ｎ２

＋ γ ２

０ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

　 　 　 　

０
β １Ｓ１Ｐ１３

Ｎ３
０

０ ０ ０

０
β ２Ｓ２Ｐ２３

Ｎ３
０

－ （γ ２ ＋ ｄ２） ０ ０

０
β ２Ｓ２Ｐ２３

Ｎ３

－ （δ ３ ＋ ｄ３） ０

γ ２ δ ３ － ｄ３

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

ＰＴ ．

显然 ＰＡＰＴ 不是分块上三角矩阵，故 ∂ｆ（ｘ） 不可约．
由于 ｆ（ｘ） 没有常数项；故 ｆ（０） ＝ ０，当 ｘｉ ＝ ０ 时；另 ∀ｘ ∈ Ｒ３

＋ 时有

　 　 ｆ１（ｘ） ＝ Ｓ１λ １， ｆ２（ｘ） ＝ μ １Ｓ１ ＋ δ １Ｉ１， ｆ３（ｘ） ＝ Ｓ２λ ２ ＋ γ １Ｉ１，
　 　 ｆ４（ｘ） ＝ μ ２Ｓ２ ＋ γ １Ｒ１ ＋ δ ２Ｉ２， ｆ５（ｘ） ＝ Ｓ３λ ３ ＋ γ ２Ｉ２， ｆ６（ｘ） ＝ μ ３Ｓ３ ＋ γ ２Ｒ２ ＋ δ ３Ｉ３ ．
设 ｘ ＝ （ Ｉ１，Ｒ１，Ｉ２，Ｒ２，Ｉ３，Ｒ３） ′ ＝ （ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６） ′，则取 ∀ａ ∈ （０，１） 及 ｘ ≫ ０ 时

　 　 ｆ１（ａｘ） － ａｆ１（ｘ） ＝ ａβ １（１ － ａ）（ｘ１ ＋ ｘ２）
Ｐ１１ｘ１

Ｎ１

＋
Ｐ１２ｘ３

Ｎ２

＋
Ｐ１３ｘ５

Ｎ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＞ ０，

　 　 ｆ２（ａｘ） － ａｆ２（ｘ） ＝ μ １（１ － ａ）Ｎ１ ＞ ０，

　 　 ｆ３（ａｘ） － ａｆ３（ｘ） ＝ ａβ ２（１ － ａ）（ｘ３ ＋ ｘ４）
Ｐ２１ｘ１

Ｎ１

＋
Ｐ２２ｘ３

Ｎ２

＋
Ｐ２３ｘ５

Ｎ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＞ ０，

　 　 ｆ４（ａｘ） － ａｆ４（ｘ） ＝ μ ２（１ － ａ）Ｎ２ ＞ ０，

　 　 ｆ５（ａｘ） － ａｆ５（ｘ） ＝ ａβ ３（１ － ａ）（ｘ５ ＋ ｘ６）
Ｐ３１ｘ１

Ｎ１

＋
Ｐ３２ｘ３

Ｎ２

＋
Ｐ３３ｘ５

Ｎ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＞ ０，

　 　 ｆ６（ａｘ） － ａｆ６（ｘ） ＝ μ ３（１ － ａ）Ｎ３ ＞ ０．
故有 ｆ（ａｘ） ＞ ａｆ（ｘ）， 因此是严格次线性的．

我们注意到 ∂ｆ（０） ＝ Ｆ － Ｖ， 根据文献［１３］可知当 Ｒ０ ＞ １ 就等价于 ｓ（Ｆ － Ｖ） ＞ ０， 因为

Ω 是系统（１）的正向不变集，这就意味着它的解不会趋于无穷，故由文献［１３］的引理 ３．１，若 Ｒ０

＞ １， 系统（２）存在唯一的正平衡点 （ Ｉ∗１ ，Ｉ∗２ ，Ｉ∗３ ） 全局渐近稳定；系统（１）的地方病平衡点

（Ｓ∗
１ ，Ｉ∗１ ，Ｒ∗

１ ，Ｓ∗
２ ，Ｉ∗２ ，Ｒ∗

２ ，Ｓ∗
３ ，Ｉ∗３ ，Ｒ∗

３ ） 恰好和 （ Ｉ∗１ ，Ｉ∗２ ，Ｉ∗３ ） 对应．基于此可知系统（１）在地方病

平衡点也是全局渐近稳定的．证毕．
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３　 数 值 分 析

采用 ＭＡＴＬＡＢ 软件对模型进行数值分析，验证理论结果，并进一步挖掘手足口病的传播

性质．假设三个年龄段的总人口处于稳定状态，设 Ｎ１ ＝ １ ０００，Ｎ２ ＝ γ １Ｎ１ ／ γ ２ ＝ ４ ０００，Ｎ３ ＝
γ １Ｎ１ ／ γ ３ ＝ ５ ０００，分别对接触矩阵 {Ｐ ｉｊ } 、疫苗接种率 μ ｉ 和有效接触率 β ｉ 取不同的值，研究接

触模式、免疫策略和有效接触对传播过程的影响．

（ａ） 感染初值在不同年龄群组中 （ｂ） 不同的接触矩阵

（ａ） Ｉｎｉｔｉａｌ ｉｎｆｅｃｔｉｏｎ ｉｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ａｇｅ ｇｒｏｕｐｓ （ｂ） Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｏｎｔａｃｔ ｍａｔｒｉｃｅｓ
图 ２　 不同参数条件下模型对应的总感染人数的时间演化图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｔｏｔａｌ ｉｎｆｅｃｔｉｏｎｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｄｅｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

图 ３　 有效接触率在不同年龄组中的变化对应总感染人数的演化图

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｔｏｔａｌ ｉｎｆｅｃｔｉｏｎｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅ ｃｏｎｔａｃｔ ｒａｔｅｓ ｉｎ ｖａｒｉｏｕｓ ａｇｅ ｇｒｏｕｐｓ

首先分析人群结构的异质性在手足口病中的情况．图 ２（ａ）表示初始感染人数在不同年龄

群中的演化，图 ２（ｂ）对应不同的接触矩阵，没有注明的 Ｐ ｉｊ 表示在其余人群均匀分布．图 ２（ａ）
表示在均匀接触的情况下，初始时刻的感染人数均为 ３ 人，但分布在不同的人群中，发现疫情

具有不同的演化过程，初始时刻感染人群分布在低年龄组时，疫情最为严峻．图 ２（ｂ）表示不同

接触模式下疫情的演化，若只有组内接触，其余年龄组是均匀接触的情况下，低年龄组造成的

感染总人数最多．
接着分析不同年龄组的有效接触率 β ｉ（ ｉ ＝ １，２，３） 对总人群的染病影响．逐步把每个年龄
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的有效接触率从 ０ 增加到 ２，而其余两个年龄组的有效接触率固定为 ０．４，结果如图 ３ 所示．比
较发现，有效接触率对感染人数都有着强烈作用，降低接触率能够较有效地降低疫情规模，效
果在年龄组 ３ 中的最为显著，而在年龄组 １ 中的影响相对弱一点．

最后分析接种效应．保持初值以及其他参数相同，分别改变接种率 μ １，μ ２，μ ３， 得到人群的

总染病数量如图 ４ 所示．发现染病人数随着接种率的增大而迅速降低，但若只针对单个年龄组

的免疫，不足以控制疫情，提高对免疫 ２ 个或 ３ 年龄组的免疫力能迅速降低染病人数，而控制

的效果随着免疫的年龄段的增加而增大．

图 ４　 免疫接种在不同年龄组中的变化对应总感染人数的演化图

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｔｏｔａｌ ｉｎｆｅｃｔｉｏｎｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｃｃｉｎａｔｉｏｎ ｒａｔｅｓ ｉｎ ｖａｒｉｏｕｓ ａｇｅ ｇｒｏｕｐｓ

４　 结 束 语

本文提出了一个新的手足口病传播模型，该模型考虑了年龄结构、接触模式和免疫接种，
是对现有模型的一个补充和提升．首先利用常微分方程稳定性理论和数值模拟分析了模型的

动力学特征，进一步利用数值模型分析了相关因素的影响效应．理论分析表明：当基本再生数

Ｒ０ ＜ １ 时， 模型存在全局稳定的无病平衡点， 此时病例数随时间的推进而逐步消亡； 当基本

再生数 Ｒ０ ＞ １ 时， 模型存在全局渐近稳定的正平衡点， 此时疫情随时间的推进而逐步形成地

方病．
本文研究发现，年龄结构能够影响手足口病的传播，年龄结构的异质性使得爆发情势更为

复杂．由于手足口病多发于 ５ 周岁以下的婴幼儿，仲连发等［１２］ 基于年龄结构对中国大陆手足

口病流行特征进行分析，发现我国小组儿童手足口病的平均感染力较高，这与本文研究结果相

符合．本文研究进一步表明接触模式极大地作用于手足口病的传播，特别地，本文发现疫苗接

种能够非常有效地抑制手足口病疫情，这与贾斯月等［１５］ 分析 ２０１３—２０１６ 年江苏省手足口病

疫情得到疫苗接种对于控制 ＥＶ７１ 病毒所致手足口病具有相同的效果．
通过数值模拟分析发现，降低有效接触率（通过隔离或减少去公共场所）、提高疫苗接种

率及疫苗覆盖率，均能有效减少人群中的染病数，通过隔离发病人群及时引导医治，能够有效

降低发病率．因此，加强安全意识的宣传和早发现、早治疗，能够很好地控制手足口病的传播．
文中还有很多因素没有考虑到，例如经济和温度等环境因素对手足口病例数的影响，我们将在

５６５年龄结构、接触模式和接种对手足口病传播机制的影响



以后的工作中做进一步讨论与研究．
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ｍａｔｒｉｘ ｗａｓ ｕｓｅｄ ｔｏ ｃａｌｃｕｌａｔｅ ｔｈｅ ｂａｓｉｃ ｒｅｐｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ｎｕｍｂｅｒ， ａｎｄ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ａｎｄ ｄｙ⁃
ｎａｍｉｃｓ ｗａｓ ｕｓｅｄ ｔｏ ｐｒｏｖｅ ｔｈｅ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ａｎｄ ｇｌｏｂａｌ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｅａｓｅ⁃ｆｒｅｅ ａｎｄ ｅｎｄｅｍｉｃ
ｅｑｕｉｌｉｂｒｉａ． Ｆｉｎａｌｌｙ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｗａｓ ｃｏｎｄｕｃｔｅｄ ｔｏ ｅｘｐｌｏｒｅ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｍｏｄｅｌ ｐａｒａｍｅ⁃
ｔｅｒｓ． Ｉｔ ｉｓ ｆｏｕｎｄ ｔｈａｔ ａｇｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ， ｃｏｎｔａｃｔ ｍａｔｒｉｃｅｓ ａｎｄ ｖａｃｃｉｎａｔｉｏｎ ｈａｖｅ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ
ｏｎ ｔｈｅ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ， ａｎｄ ｔｈｅ ｈｅｔｅｒｏｇｅｎｅｉｔｙ ｏｆ ａｇｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｍａｙ ｗｏｒｓｅｎ ｔｈｅ ｉｎｆｅｃｔｉｏｎ， ｂｕｔ ｑｕａｒ⁃
ａｎｔｉｎｉｎｇ ｐａｔｉｅｎｔｓ ａｎｄ ｉｍｐｒｏｖｉｎｇ ｖａｃｃｉｎａｔｉｏｎ ｃｏｖｅｒａｇｅ ｖａｃｃｉｎａｔｉｏｎ ｒａｔｅｓ ｃａｎ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙ ｈｅｌｐ ｔｏ
ｃｏｎｔｒｏｌ ｔｈｅ ｄｉｓｅａｓｅ． Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｐｒｏｖｉｄｅ ａ ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｐｒｅｖｅｎｔｉｏｎ ａｎｄ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ
ＨＦＭＤ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｈａｎｄ⁃ｆｏｏｔ⁃ｍｏｕｔｈ ｄｉｓｅａｓｅ； ｄｙｎａｍｉｃ ｍｏｄｅｌ； ｂａｓｉｃ ｒｅｐｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ｎｕｍｂｅｒ； ｓｔａｂｉｌｉｔｙ
Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ（１１６６１０２６）

７６５年龄结构、接触模式和接种对手足口病传播机制的影响


