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摘要：　 压缩感知（ｃｏｍｐｒｅｓｓｅｄ ｓｅｎｓｉｎｇ，ＣＳ）是一种全新的信号采样技术， 对于稀疏信号，它能够以

远小于传统的 Ｎｙｑｕｉｓｔ 采样定理的采样点来重构信号．在压缩感知中， 采用动态连续系统，对 ℓ１ ⁃ℓ２

范数的稀疏信号重构问题进行了研究．提出了一种基于固定时间梯度流的稀疏信号重构算法，证明

了该算法在 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 意义上的稳定性并且收敛于问题的最优解．最后通过与现有的投影神经网络

算法的对比，体现了该算法的可行性以及在收敛速度上的优势．
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引　 　 言

压缩感知也称为压缩采样或稀疏采样，由 Ｃａｎｄèｓ 和 Ｄｏｎｏｈｏ 于 ２００６ 年正式提出［１⁃２］ ．此后

压缩感知理论得到了飞速的发展，在信号处理［３］、压缩感知［２］、机器学习［４］ 等方面得到了广泛

的应用．压缩感知理论由信号的稀疏表示、设计观测矩阵、设计信号重构算法三部分构成．稀疏

信号或可压缩信号通过一个与变换基不相关的观测矩阵将高维信号投影到一个低维空间上，
获得一个低维信号，此信号包含恢复信号所需要的重要信息，然后通过求解优化问题从低维的

信号中将原信号高概率重构出来．在稀疏信号重构中，从欠定线性系统 Ａｘ ＝ ｂ 中重构稀疏信号

ｘ，即求解方程组 Ａｘ ＝ ｂ 的最稀疏解，可以通过求解 ｘ 的 ０ 范数的最小化问题获得：
　 　 ｍｉｎ

ｘ∈Ｒｎ
‖ｘ‖０，　 　 ｓ．ｔ．　 Ａｘ ＝ ｂ， （１）

其中 Ａ 是观测矩阵，Ａ ∈ Ｒｍ×ｎ（ｍ ≪ ｎ），测量向量 ｂ ∈ Ｒｍ，‖ｘ‖０ 表示向量 ｘ 中非 ０ 元素的个

数．考虑到问题（１）是一个 ＮＰ⁃ｈａｒｄ［５］问题，在满足一些条件下，可以用 ℓ１ 范数最小化代替 ℓ０ 范

数，即求解 ℓ１ 范数最小化问题：
　 　 ｍｉｎ

ｘ∈Ｒｎ
‖ｘ‖１，　 　 ｓ．ｔ．　 Ａｘ ＝ ｂ ． （２）

在文献［６］中，为了重构稀疏信号，使得问题（１）与问题（２）等价，则观测矩阵 Ａ 需满足限制等

距性质（ｒｅｓｔｒｉｃｔｅｄ ｉｓｏｍｅｔｒｙ ｐｒｏｐｅｒｔｙ， ＲＩＰ），观测矩阵 Ａ 的 ＲＩＰ 参数 δ ｓ 满足下式的最小值：
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　 　 （１ － δ ｓ）‖ｘ‖２
２ ≤ ‖Ａｘ‖２

２ ≤ （１ ＋ δ ｓ）‖ｘ‖２
２，

其中 ｘ为稀疏信号，‖ｘ‖２ 是 ｘ 的 Ｅｕｃｌｉｄ 范数（Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ ｎｏｒｍ）， ｓ为稀疏度，０≤ ｓ≤ ｎ并且为

正整数，δ ｓ ∈（０，１），观测矩阵Ａ满足 ｓ 阶 ＲＩＰ ．通过对问题（２）的求解，稀疏信号 ｘ可以从低维

的线性测量值中恢复出来．在问题（２） 中如果 ｂ 受到噪声的干扰如 Ｇａｕｓｓ 噪声，可以放宽问题

（２）的限制条件，得到下面的问题：
　 　 ｍｉｎ

ｘ∈Ｒｎ
‖ｘ‖１，　 　 ｓ．ｔ．　 ‖Ａｘ － ｂ‖２

２ ＜ ｅ， （３）

其中 ｅ ≥ ０．问题（３）是一个二次约束线性规划（ｑｕａｄｒａｔｉｃａｌｌｙ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ ｌｉｎｅａｒ ｐｒｏｇｒａｍ ，ＱＣＬＰ）
问题．对于任意的 ｅ ≥ ０， 求解问题（３）可以近似转化为求解如下问题［７］：

　 　 ｍｉｎ
ｘ∈Ｒｎ

１
２
‖Ａｘ － ｂ‖２

２ ＋ α‖ｘ‖１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （４）

其中 α ＞ ０，即求解 ℓ１⁃ℓ２ 范数［８］最小化问题．ℓ１⁃ℓ２ 范数的稀疏信号重构在人脸识别［９⁃１０］、图像

修复［１１］、去噪［１２］、块稀疏模型［１３］中有着广泛的应用．近些年来， 为了求解问题（４），很多算法

被提出，如基追踪去噪算法［１４］、内点算法［１５］、梯度投影稀疏重构方法（ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｆｏｒ
ｓｐａｒｓｅ ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ，ＧＰＳＲ） ［７］等．然而，这些算法的求解效率很大程度上取决于数据的维度，
通常需要大量的迭代，一般数字计算机的数值迭代算法效率较低，当遇到拥有大量数据应用程

序时会导致很高的计算量和存储需求．人工神经网络［１６］ 自提出以来，由于其大规模并行分布

式计算和收敛速度快等优点，被广泛应用于求解优化问题上．其中，递归神经网络（ ｒｅｃｕｒｒｅｎｔ
ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ，ＲＮＮ）被大量用于求解信号处理和稀疏逼近等问题［１７］ ．文献［１８］提出了一种基

于连续时间投影神经网络（ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ，ＰＮＮ）的稀疏信号重构算法．文献［１９］提
出了一种基于比例梯度投影的神经网络的稀疏信号重构算法．以上的这些稀疏信号重构算法

仍有进一步提高收敛速度的空间．
本文在文献［２０］的启发下引入了动态连续系统，提出了一种基于固定时间梯度流的稀疏

信号重构算法，用于求解 ℓ１⁃ℓ２ 范数最小化问题，证明了该算法的稳定性，最后与投影神经网络

算法相比，能够更快地收敛于最优值．

１　 预 备 知 识

问题（４）是一个不可微的凸问题，在文献［２１］中，通过将变量 ｘ 分为正数部分和负数部分

来求解，问题（４） 能够转化为凸二次规划问题，下面的向量 ｕ 与 － ｖ 分别替代正数部分和负数

部分：
　 　 ｘ ＝ ｕ － ｖ，　 　 ｕ ＞ ０， ｖ ＞ ０，

其中 ｕｉ ＝ （ｘｉ） ＋，ｖｉ ＝ （ － ｘｉ） ＋，ｉ ＝ １，２，３，…，ｎ，这里的（·） ＋ 表示（ｘｉ） ＋ ＝ ｍａｘ { ｘｉ，０ } ． 因此

‖ｘ‖１ ＝ １Ｔ
ｎｕ ＋ １Ｔ

ｎｖ，其中 １ｎ ＝ （１，…，１） Ｔ 为 ｎ 维全 １ 的向量，问题（４）可以等价为

　 　 ｍｉｎ
ｕ，ｖ∈Ｒｎ

１
２
‖ｂ － Ａ（ｕ － ｖ）‖２

２ ＋ α（１Ｔ
ｎｕ ＋ １Ｔ

ｎｖ）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 ｓ．ｔ．　 ｕ ≥ ０， ｖ ≥ ０． （５）

进一步地，问题（５）可以重写为

　 　 ｍｉｎ Ｆ（ｚ） ＝ １
２

ｚＴＢｚ ＋ ｃＴｚ，　 　 ｓ．ｔ．　 ｚ ≥ ０， （６）

其中

　 　 ｚ ＝
ｕ
ｖ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， ｃ ＝ α１２ｎ ＋

－ ＡＴｂ
ＡＴｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｂ ＝

ＡＴＡ － ＡＴＡ
－ ＡＴＡ ＡＴＡ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．
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考虑到下面的动态系统：
　 　 ｚ ＝ ｆ（ ｔ，ｚ）， ｚ（０） ＝ ｚ０， （７）

其中 ｘ ∈ Ｒｎ， ｆ： Ｒ × Ｒｎ → Ｒｎ 是一个非线性系统，假设（７）的平衡点为零点．
定义 １［２２⁃２４］ 　 如果系统（７）全局渐进稳定，且系统的任意解 ｚ（ ｔ，ｚ０） 在某一有限时间达到

平衡点，则称系统（７） 的平衡点 ｚ ＝ ０是全局有限时间稳定的，即 ｚ（ ｔ，ｚ０） ＝ ０，∀ｔ≥ Ｔ（ｚ０），这里

的 Ｔ：Ｒｎ → Ｒ ＋∪ { ０ } 为稳定时间函数．
定义 ２［２２］ 　 如果系统（７）是全局有限时间稳定，稳定时间函数 Ｔ（ｚ０） 是有界的，Ｔｍａｘ ＞ ０，

即对于 ∀ｚ０ ∈ Ｒｎ 有 Ｔ（ｚ０） ≤ Ｔｍａｘ，那么系统（７） 的平衡点 ｚ ＝ ０ 是全局固定时间稳定．
引理 １［２５］ 　 如果存在一个连续的径向无界函数 Ｖ： Ｒｎ →Ｒ ＋∪ { ０ } ， 则有 Ｖ（ｚ） ＝ ０ ⇔ ｚ ＝

０ ．系统（７） 的任意解 ｚ（ ｔ） 满足不等式：
　 　 Ｖ（ｚ（ ｔ）） ≤－ （ａＶｐ（ｚ（ ｔ）） ＋ ｂＶｑ（ｚ（ ｔ））） ｋ， （８）

其中 ａ，ｂ，ｐ，ｑ ＞ ０，ｋｐ ＜ １，ｋｑ ＞ １．全局固定时间如下：

　 　 Ｔ（ｚ０） ≤ １
ａｋ（１ － ｋｐ）

＋ １
ｂｋ（ｋｐ － １）

． （９）

２　 固定时间梯度流

不等式约束优化问题（６）可以通过内点法［１５］转化为无约束的优化问题［２５］：

　 　 ｍｉｎ Ｆ（ｚ） ＝ １
２

ｚＴＢｚ ＋ ｃＴｚ － θ∑
２ｎ

ｉ ＝ １
ｌｎ ｚｉ， （１０）

参数 θ ＞ ０，根据内点法可知参数 θ → ０．
引理 ２　 目标函数（１０）与问题（６）逼近误差的上界为 θ ．
证明　 对于任意的 θ ＞ ０， 目标函数都是凸的，问题（６）的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数为

　 　 Ｌ（ｚ，λ） ＝ １
２

ｚＴＢｚ ＋ ｃＴｚ ＋ λＴｚ ．

取 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数最优解：

　 　 Ｌ（ ｚ，λ） ＝ １
２

ｚ ＴＢｚ ＋ ｃＴ ｚ ＋ λＴ ｚ ．

对于 θ ＞ ０，函数（１０） 取 ｚ∗ｉ 为最优解，可以得知当 θ → ０ 时 ｚ 收敛于 ｚ∗ ．
　 　 ｚ∗ｉ ≥ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，…，２ｎ，

则

　 　 Ｂｚ∗Ｔ ＋ ｃ － θ
ｚｉ

＝ ０．

给出

　 　 λ∗
ｉ ＝ － θ

ｚｉ
，

因此有

　 　 Ｌ（ｚ∗，λ∗） ＝ １
２

ｚ∗ＴＢｚ∗ ＋ ｃＴｚ∗ ＋ λ∗Ｔｚ∗ ＝ １
２

ｚ∗ＴＢｚ∗ ＋ ｃＴｚ∗ － θ ． （１１）

从式（１１）中可以得出，取最优点时，目标函数（１０）与问题（６）的逼近误差为 θ ．

２７２１ 固定时间梯度流在 ℓ１ ⁃ℓ２ 范数中的稀疏重构



　 　 Ｂ ＝
ＡＴＡ － ＡＴＡ
－ ＡＴＡ ＡＴＡ

æ

è
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ø
÷ ＝ ＡＴＡ

１ － １
－ １ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

已知 ＡＴＡ 是一个半正定且对称的矩阵，而
１ － １
－ １ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ 也为半正定，则 Ｂ 为半正定．

　 　 Ñ２Ｆ（ｚ） ＝ Ｂ ＋ θ

１
ｚ２１

⋱
１
ｚ２２ｎ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

．

所以存在一个 ｒ ＞ ０，使得 Ｂ ＋ θｄ ≥ ｒＩ 成立，ｄ ＝ ｄｉａｇ（１ ／ ｚ２１，…，１ ／ ｚ２２ｎ），则目标函数为严格凸函

数．由此可知ÑＦ（ｚ∗） ＝ Ｂｚ∗Ｔ ＋ ｃ － θ ／ ｚ∗ ＝ ０，ｚ∗为目标函数 Ｆ（ｚ） 唯一的最优点．
有限时间收敛取决于初始条件，固定时间收敛与初值条件无关，接下来提出一种基于固定

时间梯度流的稳定算法：

　 　 ｚ ＝ － ｃ１
ＢｚＴ ＋ ｃ － θ ／ ｚ

‖ＢｚＴ ＋ ｃ － θ ／ ｚ‖（ ｌ１－１） ／ ｌ１
－ ｃ２

ＢｚＴ ＋ ｃ － θ ／ ｚ
‖ＢｚＴ ＋ ｃ － θ ／ ｚ‖（ ｌ２－１） ／ ｌ２

， （１２）

其中

　 　 ｃ１，ｃ２ ＞ ０，ｌ１ ＞ １，０ ＜ ｌ２ ＜ １．
引理 ３　 算法（１２）的平衡点是问题（１０）的最优点．
证明　 对于算法（１２）的平衡点即 ｚ ＝ ０ 满足

　 　 － ｃ１
ＢｚＴ ＋ ｃ － θ ／ ｚ

‖ＢｚＴ ＋ ｃ － θ ／ ｚ‖（ ｌ１－１） ／ ｌ１
－ ｃ２

ＢｚＴ ＋ ｃ － θ ／ ｚ
‖ＢｚＴ ＋ ｃ － θ ／ ｚ‖（ ｌ２－１） ／ ｌ２

＝ ０，

则 ＢｚＴ ＋ ｃ － θ ／ ｚ ＝ ０，对问题（１０） 求一阶导得到ÑＦ（ｚ）＝Ｂｚ ＋ ｃ － θ ／ ｚ，因此问题（１０） 的ÑＦ（ｚ∗）
＝ ０ ，则 ｚ ＝ ０，这就保证了算法（１２） 的平衡点等价于问题（１０） 的最优点 ｚ∗ ．

定理 １　 当目标函数 Ｆ（ｚ） 是严格凸函数，存在一个 ｒ ＞ ０，Ｂ ＋ θｄ ≥ ｒＩ，对于任意的 ｚ（０）
在固定时间 Ｔ１ ＜ ∞，算法（１２） 的轨迹收敛于最优点 ｚ∗ ．

证明　 选取 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数 Ｖ（ｚ） ＝ ‖ＢｚＴ ＋ ｃ － θ ／ ｚ‖２ ／ ２ 并对函数的时间求导得

　 　 Ｖ（ｚ） ＝ ＢｚＴ ＋ ｃ － θ
ｚ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

（Ｂ ＋ θｄ）ｚ ＝

　 　 　 　 ＢｚＴ ＋ ｃ － θ
ｚ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

（Ｂ ＋ θｄ） － ｃ１
ＢｚＴ ＋ ｃ － θ ／ ｚ

‖ＢｚＴ ＋ ｃ － θ ／ ｚ‖（ ｌ１－１） ／ ｌ１
－æ

è
ç

　 　 　 　 ｃ２
ＢｚＴ ＋ ｃ － θ ／ ｚ

‖ＢｚＴ ＋ ｃ － θ ／ ｚ‖（ ｌ２－１） ／ ｌ２

ö

ø
÷ ＝

　 　 　 　 － ｃ１ ＢｚＴ ＋ ｃ － θ
ｚ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

（Ｂ ＋ θｄ） ＢｚＴ ＋ ｃ － θ ／ ｚ
‖ＢｚＴ ＋ ｃ － θ ／ ｚ‖（ ｌ１－１） ／ ｌ１

－

　 　 　 　 ｃ２ ＢｚＴ ＋ ｃ － θ
ｚ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

（Ｂ ＋ θｄ） ＢｚＴ ＋ ｃ － θ ／ ｚ
‖ＢｚＴ ＋ ｃ － θ ／ ｚ‖（ ｌ２－１） ／ ｌ２

．

令 α１ ＝ ２ － （ ｌ１ － １） ／ ｌ１ 和 α２ ＝ ２ － （ ｌ２ － １） ／ ｌ２，因为 ｌ１ ＞ １，可得 １ ＜ α１ ＜ ２，同样地，０
＜ ｌ２ ＜ １，可得 α２ ＞ ２．将 Ｂ ＋ θｄ ≥ ｒＩ 代入上述等式，可以得到如下不等式：

　 　 Ｖ（ｚ） ≤－ ｃ１ｒ ＢｚＴ ＋ ｃ － θ
ｚ

α１

－ ｃ２ｒ ＢｚＴ ＋ ｃ － θ
ｚ

α２

≤
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　 　 　 　 － ｃ１ｒ·２α１ ／ ２Ｖα１ ／ ２（ｚ） － ｃ２ｒ·２α２ ／ ２Ｖα２ ／ ２（ｚ），
这里的 α１ ／ ２ ＜ １，α２ ／ ２ ＞ １．因此，对于所有的 ｔ ≥ Ｔ１，Ｖ（ｚ（ ｔ）） ＝ ０， 这里

　 　 ｔ ＝ ∫∞
０
（ｃ１ｒ·２α１ ／ ２Ｖα１ ／ ２ ＋ ｃ２ｒ·２α２ ／ ２Ｖα２ ／ ２） －１ｄＶ ＝

　 　 　 　 ∫１
０
（ｃ１ｒ·２α１ ／ ２Ｖα１ ／ ２ ＋ ｃ２ｒ·２α２ ／ ２Ｖα２ ／ ２） －１ｄＶ ＋

　 　 　 　 ∫∞
１
（ｃ１ｒ·２α１ ／ ２Ｖα１ ／ ２ ＋ ｃ２ｒ·２α２ ／ ２Ｖα２ ／ ２） －１ｄＶ ≤

　 　 　 　 ∫１
０
（ｃ１ｒ·２α１ ／ ２Ｖα１ ／ ２） －１ｄＶ ＋ ∫∞

１
（ｃ２ｒ·２α２ ／ ２Ｖα２ ／ ２） －１ｄＶ ＝

　 　 　 　 ２１－α１ ／ ２

ｃ１ｒ（２ － α１）
＋ ２１－α２ ／ ２

ｃ２ｒ（α２ － ２）
，

所以

　 　 Ｔ１ ≤ ２１－α１ ／ ２

ｃ１ｒ（２ － α１）
＋ ２１－α２ ／ ２

ｃ２ｒ（α２ － ２）
．

３　 实验结果对比

接下来，将本文算法与投影神经网络算法［１９］作对比，仿真过程如下．原始的稀疏信号 ｘ ∈
Ｒｎ，ｎ ＝ １２８，稀疏度 ｓ ＝ ５ 位置是任意产生的，稀疏信号的非零项从正态 Ｇａｕｓｓ 分布（ｎｏｒｍａｌ
Ｇａｕｓｓｉａｎ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ）中提取．然后观测向量 ｂ∈ Ｒｍ，ｍ ＝ ６４，这里的 ｂ ＝ Ａｘ，观测矩阵 Ａ 服从正

态 Ｇａｕｓｓ 分布， Ａ∈Ｒｍ×ｎ（将Ａ中的每列元素都单位标准化） ．相对误差的计算方式为 ξ ＝‖ｘ －
ｘ‖２

２ ／‖ｘ‖２
２，ｘ 代表算法重构的信号．依据文献［１４］，参数 α 的选取如下：

　 　 α ＝ σ ２ｌｇ ｎ ，
其中 σ ＞ ０，本实验中选取σ ＝ ０．００５，惩罚因子 θ ＝ ０．０００ １，对全局收敛性进行分析，分别绘制

了信号重构图、相对误差图、信号收敛图，如图 １～３ 所示．

图 １　 算法重构信号的对比

Ｆｉｇ． １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ｓｉｇｎａｌｓ

在初始条件相同的情况下，图 １ 把本文算法和投影神经网络算法进行比较．结果表明，本
文算法与投影神经网络算法具有相同的稀疏解，有 ５ 个非零分量，对应于原始稀疏信号 ｘ 中的

４７２１ 固定时间梯度流在 ℓ１ ⁃ℓ２ 范数中的稀疏重构



非零分量．
在初始条件相同的情况下，图 ２ 对比了本文算法与投影神经网络算法重构信号的误差．结

果表明，本文算法与投影神经网络算法收敛后的相对误差相同．

图 ２　 算法重构的重构误差对比 图 ３　 算法重构的收敛图对比

Ｆｉｇ． ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒｓ Ｆｉｇ． ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｔ ｇｒａｐｈｓ
ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

图 ３ 给出了本文算法与投影神经网络算法解的收敛图对比．相对于投影神经网络算法，本
文算法收敛更快，能够在较短的时间内达到收敛．

４　 结　 　 论

本文对于 ℓ１⁃ℓ２ 范数最小化的稀疏信号重构问题，提出了一种基于固定时间梯度流信号重

构的算法，给出了具体过程，通过内点法把问题（６）转化为无约束优化问题（１０），用分块矩阵

的半正定性证明了问题（１０）即目标函数 Ｆ（ｚ） 为严格凸函数．证明了问题（１２）的平衡点是问

题（１０）的最优点以及该算法在 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数上的稳定性．最后通过实验与投影神经网络算法

相比较，得出本文提出算法的收敛速度更快．
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