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摘要： 　 实际问题的数据集通常受到各种噪声的影响，超限学习机（ ｅｘｔｒｅｍｅ ｌｅａｒｎｉｎｇ ｍａｃｈｉｎｅ，
ＥＬＭ）对这类数据集进行学习时，表现出预测精度低、预测结果波动大．为了克服该缺陷，采用了能

够削弱噪声影响的指数 Ｌａｐｌａｃｅ 损失函数．该损失函数是建立在 Ｇａｕｓｓ 核函数基础上，具有可微、非
凸、有界且能够趋近于 Ｌａｐｌａｃｅ 函数的特点．将其引入到超限学习机中，提出了鲁棒超限学习机回归

估计（ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ Ｌａｐｌａｃｅ ｌｏｓｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｂａｓｅｄ ｒｏｂｕｓｔ ＥＬＭ ｆｏｒ ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ， ＥＬＲＥＬＭ）模型．利用迭代重赋

权算法求解模型的优化问题．在每次迭代中，噪声样本点被赋予较小的权值，能够有效地提高预测

精度．真实数据集实验验证了所提出的模型相比较于对比算法具有更优的学习性能和鲁棒性．
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引　 　 言

超限学习机（ＥＬＭ）是由 Ｈｕａｎｇ 等［１⁃３］提出的一种单隐层前馈式神经网络算法．与传统的神

经网络训练算法不同，ＥＬＭ 对隐节点的输入权值随机赋值，通过求解线性方程组得到输出权

值．ＥＬＭ 具有训练速度极快、泛化性能强和调节参数较少等优点，已广泛地应用于机器学习等

领域［３⁃５］ ．在实际问题中，由于受诸多因素的影响，数据集通常包含噪声［６⁃７］，ＥＬＭ 对这类数据

集的预测精度低且预测结果波动较大．
正则化 ＥＬＭ［３］将输出权值的范数作为目标函数的正则化项，通过最小化结构风险，显著

提高了 ＥＬＭ 的学习性能．根据训练误差，Ｄｅｎｇ 等［８］ 提出加权正则化（ｗｅｉｇｈｔｅｄ ＥＬＭ， ＷＥＬＭ），
通过两次迭代加权方法来削弱噪声的影响．然而，ＷＥＬＭ 在很大程度上依赖于初始迭代中学习

的准确性，并且未必仅在两次迭代后收敛．上述方法都采用 ２⁃范数损失函数来构造 ＥＬＭ 模型．
该损失函数只有在训练点误差服从正态分布时是最优的．然而，许多实际应用问题并不能保证

误差服从正态分布，这导致超限学习机对噪声样本点较敏感、鲁棒性差．
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在机器学习领域，鲁棒损失函数是鲁棒算法设计的关键思路之一．研究人员提出了 Ｈｕｂｅｒ
损失函数［９］、１⁃范数损失函数［１０］ 和 Ｐｉｎｂａｌｌ 损失函数［１１］ 及其相应的改进 ＥＬＭ 模型．然而，Ｈｕ⁃
ｂｅｒ、１⁃范数和 Ｐｉｎｂａｌｌ 损失函数的鲁棒性仍然较差，因为它们与训练误差之间是线性关系．Ｃｈｅｎ
等［１２］同时考虑正则化项（２⁃范数或 １⁃范数） 和不同的损失函数（１⁃范数、Ｈｕｂｅｒ、ｂｉｓｑｕａｒｅ 和

Ｗｅｌｓｃｈ），提出了统一的鲁棒正则化 ＥＬＭ，并通过迭代加权算法求解所建模型．该方法在不同离

群值比例下具有对数据集稳定且良好的泛化性能．除了文献［１２］中提到的 ｂｉｓｑｕａｒｅ 和 Ｗｅｌｓｃｈ
函数外，上述方法均采用凸损失函数．

随着研究的深入，研究人员发现基于非凸损失函数的机器学习算法对受噪声干扰的数据

集具有较强的鲁棒性［１３⁃１６］ ．非凸损失函数也称为 ｒａｍｐ 损失函数［１３］、ｔｒｕｎｃａｔｅｄ 损失函数［１４］ 或

ｃａｐｐｅｄ 损失函数［１６］ ．经典机器学习方法中的损失函数如 ｈｉｎｇｅ 损失、 ε ⁃敏感损失、２⁃范数被非

凸损失函数所取代，构造了相应的鲁棒学习算法．近年来，随着信息论的不断发展，相关熵被用

来解决监督和非监督学习问题［１７⁃１８］ ．相关熵是由 Ｌｉｕ 等［１７］于 ２００７ 年提出的一种建立在 Ｇａｕｓｓ
核函数上的非线性局部相似性度量，能够弱化噪声在学习过程中的作用，已经被成功地应用于

鲁棒学习和信号处理领域［１８］ ．Ｘｉｎｇ 等［１９］提出了基于最大相关熵准则的 ＥＬＭ 模型，利用半二次

规划求解所建模型，数值实验表明所提出的方法优于 ＥＬＭ 和正则化 ＥＬＭ ．由相关熵衍生的 Ｃ⁃
损失函数［２０］和非凸光滑损失［２１］及其相应学习模型被证实对噪声数据具有较强的鲁棒性．非凸

光滑损失［２１］是文献［１２］中 Ｗｅｌｓｃｈ 函数的另一种形式．作为建立在 Ｇａｕｓｓ 核函数上的度量，相
关熵及其衍生损失函数［１９⁃２１］本质上是非凸指数函数，且指数部分均为 ２⁃范数．考虑到 ２⁃范数损

失函数过分强调训练误差的作用，文献［１１，２２］提出了基于相关熵 Ｌａｐｌａｃｅ 损失函数的 ＥＬＭ
分类模型［１１］和支持向量机模型［２２］ ．该模型［１１］虽然能够弱化噪声对学习性能的影响，但需要迭

代求解二次规划，这种方式不仅计算复杂度高，而且丧失了 ＥＬＭ 模型运行速度极快且易于实

现的显著优势．
受上述研究的启发，本文在相关熵的基础上，提出指数 Ｌａｐｌａｃｅ 损失函数，并将其引入到

ＥＬＭ 框架，建立能够弱化噪声负面作用的鲁棒 ＥＬＭ 回归估计（ＥＬＲＥＬＭ）模型．该模型的损失

函数具有对称、非凸、有界且能够趋近于 Ｌａｐｌａｃｅ 损失函数的性质，可通过迭代求解加权 ＥＬＭ
实现．在每次迭代中，只需通过求解线性方程组就能得到模型的最优解，能够保持 ＥＬＭ 解的结

构优势．同时，在学习过程中，噪声样本点被赋予较小的权值，能够有效地提高预测精度．真实

数据集在不同比例噪声下的数值实验验证了提出的 ＥＬＲＥＬＭ 模型的有效性．

１　 超限学习机

已知回归估计训练集 { （ｘｉ，ｙｉ） } Ｎ
ｉ ＝ １，ｘｉ ∈ Ｒｄ，ｙｉ ∈ Ｒ ．具有 Ｌ 个隐节点和激活函数 ｈｉ（ｘ）

的单隐层 ＥＬＭ 的输出函数的数学表示如下：

　 　 ｆ（ｘ） ＝ ∑
Ｌ

ｉ ＝ １
ｈｉ（ｘ）β ＝ ｈ（ｘ）β， （１）

其中 β ＝ ［β １，β ２，…，β Ｌ］ Ｔ 是输出权值向量， ｈ（ｘ） ＝ ［ｈ１（ｘ），ｈ２（ｘ），…，ｈＬ（ｘ）］ 为变量 ｘ 的隐

层输出．记 ｙ ＝ ［ｙ１，ｙ２，…，ｙＮ］ Ｔ，隐层输出矩阵Ｈ ＝ ［ｈ（ｘ１），ｈ（ｘ２），…，ｈ（ｘＮ）］ Ｔ， ＥＬＭ 模型［２⁃３］

可表达为如下优化问题：

　 　 ｍｉｎ
β

１
２
‖β‖２ ＋ Ｃ

２
‖Ｈβ － ｙ‖２æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （２）

其中 Ｃ 为正则化参数．由最优性条件，优化问题（２）的最优解为
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　 　 β ＝
（ＨＴＨ ＋ Ｉ ／ Ｃ） －１ＨＴｙ， Ｎ ≥ Ｌ，
ＨＴ（ＨＨＴ ＋ Ｉ ／ Ｃ） －１ｙ， Ｎ ＜ Ｌ，{ （３）

其中 Ｉ 为单位矩阵．

２　 指数 Ｌａｐｌａｃｅ 损失函数及性质

２．１　 指数 Ｌａｐｌａｃｅ损失函数

图 １　 不同 λ 值下的指数 Ｌａｐｌａｃｅ 损失函数 ｌλ（ ｚ）

Ｆｉｇ． １　 Ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ Ｌａｐｌａｃｅ ｌｏｓｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｌλ（ ｚ）

ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ λ ｖａｌｕｅｓ

在信息理论学习中，相关熵被认为是一

个广义的局部相似度度量．它是建立在 Ｇａｕｓｓ
核函数 ｇ（ ｚ） ＝ ｅ －ｚ２ ／ λ，λ ＞ ０ 基础上的非凸函

数．Ｓｉｎｇｈ 等［２０］和 Ｆｅｎｇ 等［２１］分别建立了相关

熵的衍生函数： Ｃ⁃损失函数和非凸光滑损失

函数．它们都是非凸指数函数，能够明确限定

噪声数据所造成的损失上界，抑制噪声对学

习模型的影响．注意到这两个衍生函数的指

数部分都是 ２⁃范数，这将在学习过程中过分

强调噪声数据的负面作用．为了削弱 ２⁃范数

函数对噪声的敏感性，文献［１１，２２］提出了

基于相关熵 Ｌａｐｌａｃｅ 函数的支持向量机模型

和超限学习机分类模型．针对回归估计问题，
本文提出指数 Ｌａｐｌａｃｅ 损失函数：

　 　 ｌλ（ ｚ） ＝ λ（１ － ｅ － ｚ ／ λ）， （４）
其中 λ ＞ ０．图 １ 给出了不同 λ 值下的指数 Ｌａｐｌａｃｅ 损失函数 ｌλ（ ｚ） 的图形．
２．１　 性质

性质 １　 指数 Ｌａｐｌａｃｅ 损失函数 ｌλ（ ｚ） 非负、对称、有界，且满足

　 　 ０ ＜ ｌλ（ ｚ） ≤ λ， ｌｉｍ
ｚ→＋∞

ｌλ（ ｚ） ＝ λ ．

性质 ２　 除 ｚ ＝ ０ 外， ｌλ（ ｚ） 可微且其导数有界，且 ｌｉｍｚ→＋∞ ｌ′λ（ ｚ） ＝ ０．
分析　 ｌ′λ（ ｚ） ＝ ｓｇｎ（ ｚ）ｅ － ｚ ／ λ， 易得到 ｌｉｍｚ→＋∞ ｌ′λ（ ｚ） ＝ ０．从 Ｍ⁃估计的角度，当数据集存在噪

声即误差 ｚ 较大时， ｌλ（ ｚ） 是鲁棒损失函数．
性质 ３　 当 ｋ ＝ １ 时， ｌｉｍλ→＋∞ ｌλ（ ｚ） ＝｜ ｚ ｜ ．

分析　 由 Ｔａｙｌｏｒ 展开式 ｅｚ ＝ １ ＋ ∑ ＋∞

ｋ ＝ １

ｚｋ

ｋ！
， 得到

　 　 ｌｉｍ
λ→＋∞

ｌλ（ ｚ） ＝ ∑
＋∞

ｋ ＝ １

（ － １）ｋ ＋ １λ １－ｋ ｜ ｚ ｜
ｋ！

é

ë
êê

ù

û
úú ＝

｜ ｚ ｜ ， ｋ ＝ １，
０， ｋ ≥ ２ ．{

因此，当 ｋ ＝ １ 时， ｌｉｍλ→＋∞ ｌλ（ ｚ） ＝｜ ｚ ｜ ．

３　 基于指数 Ｌａｐｌａｃｅ 损失函数的回归估计鲁棒 ＥＬＭ

及其迭代求解算法

由图 １ 和 ｌλ（ ｚ） 的性质可知，该有界损失函数能够有效削弱噪声对模型的影响．因此，本文

提出基于指数 Ｌａｐｌａｃｅ 损失函数 ｌλ（ ｚ） 的鲁棒 ＥＬＭ 模型，其优化问题具有如下形式：

１７１１基于指数 Ｌａｐｌａｃｅ 损失函数的回归估计鲁棒超限学习机



　 　 ｍｉｎ
β

１
２
‖β‖２ ＋ Ｃ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ｌλ（ｙｉ － ｈ（ｘｉ）β）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （５）

由于建立在相关熵 Ｌａｐｌａｃｅ 损失函数的超限学习机［１１］需要迭代求解二次规划，该方法不仅

计算复杂度高，而且丧失了 ＥＬＭ 模型求解较小规模线性方程组以及易于实现的优势．为了获得

更快的学习速度，同时保持 ＥＬＭ 解的结构优势，本文利用迭代重赋权算法求解所建模型（５）．
令

　 　 ｗ ｉ ＝
∂ｌλ（ξ ｉ）

∂ξ ｉ
ξ ｉ ＝

１
ｍａｘ（ ｜ ξ ｉ ｜ ，１０

－６）
ｅ － ξ ｉ ／ λ， （６）

其中 ξ ｉ ＝ ｙｉ － ｈ（ｘｉ）β ．由最优性条件和文献［１２］，可得优化问题（５）的最优解：

　 　 β ＝
（ＨＴＷＨ ＋ Ｉ ／ Ｃ） －１ＨＴＷｙ， Ｎ ≥ Ｌ，
ＨＴ（ＷＨＨＴ ＋ Ｉ ／ Ｃ） －１Ｗｙ， Ｎ ＜ Ｌ，{ （７）

其中对角矩阵 Ｗ ＝ ｄｉａｇ（ｗ１，ｗ２，…，ｗＮ） ．当 Ｗ 为单位矩阵时， ＥＬＲＥＬＭ 为 ＥＬＭ ．
算法 １　 迭代重赋权算法求解 ＥＬＲＥＬＭ
输入： 训练集 { （ｘｉ，ｙｉ） } Ｎ

ｉ ＝ １ ．
初始化： 参数 Ｃ， 隐节点数 Ｌ， 隐层输出矩阵 Ｈ， 最大迭代次数 ｋｍａｘ 和很小的 ρ ＞ ０．
令 Ｗ（０） ＝ Ｉ 和 ｋ ＝ １．
输出： 最优解 β∗ ．
Ｓｔｅｐ １　 由下式计算 β （ｋ）：

　 　 β （ｋ） ＝
ＨＴＷ（ｋ－１）Ｈ ＋ Ｉ

Ｃ
æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

ＨＴＷ（ｋ－１） ｙ， Ｎ ≥ Ｌ，

ＨＴ Ｗ（ｋ－１）ＨＨＴ ＋ Ｉ
Ｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

Ｗ（ｋ－１） ｙ， Ｎ ＜ Ｌ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（８）

Ｓｔｅｐ ２　 由式（１）得到 ｆ（ｋ）（ｘ）， 利用式（６）更新 ｗ（ｋ）
ｉ 和 Ｗ（ｋ）， 其中 ξ ｉ （ｋ） ＝ ｙｉ － ｆ（ｋ）（ｘｉ） ．

Ｓｔｅｐ ３　 通过式（８）更新 β （ｋ＋１） ．
Ｓｔｅｐ ４　 若 ｋ ＜ ｋｍａｘ 且 ‖β （ｋ＋１） － β （ｋ）‖ ≥ ρ， 则令 ｋ ｋ ＋ １， 返回 ｓｔｅｐ ２．
Ｓｔｅｐ ５　 否则终止迭代，输出 β∗， 得到决策函数 ｆ（ｘ） ＝ ｈ（ｘ）β∗ ．

４　 数 值 实 验

为了验证本文 ＥＬＲＥＬＭ 的有效性，对 ９ 个真实数据集进行数值实验，并与正则化 ＥＬＭ［３］、
加权 ＥＬＭ（ＷＥＬＭ） ［９］和迭代重加权 ＥＬＭ（ｉｔｅｒａｔｉｖｅｌｙ ｒｅ⁃ｗｅｉｇｈｔｅｄ ＥＬＭ， ＩＲＷＥＬＭ） ［１２］进行比较．
正则化参数 Ｃ 来自 { ２－１９，２－１８，…，２１８，２１９ } ，ＥＬＲＥＬＭ 中参数 λ 的搜索范围为 { ０．０５，０．１，０．１５，
…，０．８５，０．９，０．９５，１，１．５，２，…，４，４．５，５ } ．所有最优参数均通过网格搜索来实现．采用 ｓｉｇｍｏｉｄ
函数为激活函数，隐节点数目 Ｌ ＝ ２００，最大迭代次数 ｋｍａｘ ＝ ２０．均方根误差 εＲＭＳＥ 和平均绝对误

差 εＭＡＥ 是评价模型学习性能的两个常用指标［１５］：

　 　 εＲＭＳＥ ＝ １
ｍ∑

ｍ

ｉ ＝ １
（ｙｉ － ｙｉ） ２ ，

　 　 εＭＡＥ ＝ １
ｍ∑

ｍ

ｉ ＝ １
｜ ｙｉ － ｙｉ ｜ ，

其中 ｍ 为测试样本点数目， ｙｉ 和 ｙｉ 分别表示测试样本点输出的真实值和预测值．通常来说，评
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价指标 εＲＭＳＥ，εＭＡＥ 值越小，说明模型的学习性能越好．
表 １　 Ｐｙｒｉｍ、ｓｅｒｖｏ 和 ｂｏｄｙｆａｔ 数据集的实验结果

Ｔａｂｌｅ１ 　 Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｐｙｒｉｍ， ｓｅｒｖｏ ａｎｄ ｂｏｄｙｆａｔ ｄａｔａｓｅｔｓ

ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｒｅｓｕｌｔ ｎｏｉｓｅ ｒａｔｉｏ δ ／ ％ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ （Ｃ∗，λ∗） εＲＭＳＥ εＭＡＥ

ｐｙｒｉｍ

０

ＥＬＭ ２１，－ ０．１１１ ４±０．０２０ ４ ０．０６５ １±０．００７ ３

ＷＥＬＭ ２０，－ ０．１０６ ０±０．０２９ ７ ０．０６１ ２±０．００７ ７

ＩＲＷＥＬＭ ２０，－ ０．１０７ ７±０．０２９ １ ０．０６２ ８±０．００６ ６

ＥＬＲＥＬＭ ２－１，０．２ ０．１０６ １±０．０２６ ７ ０．０６２ ５±０．００６ ６

１０

ＥＬＭ ２－８，－ ０．１３５ ２±０．０２６ ４ ０．１０３ ２±０．０１８ ７

ＷＥＬＭ ２－２，－ ０．１１０ ４±０．０３３ １ ０．０６７ １±０．０１１ ４

ＩＲＷＥＬＭ ２－１，－ ０．１０９ ４±０．０３３ ５ ０．０６６ ６±０．０１１ ４

ＥＬＲＥＬＭ ２－４，０．２５ ０．１０９ ３±０．０３０ ４ ０．０６５ ４±０．００９ ７

２０

ＥＬＭ ２－１０，－ ０．１４４ ８±０．０１８ ８ ０．１０７ ９±０．０１７ ４

ＷＥＬＭ ２－５，－ ０．１３１ １±０．０２８ ９ ０．０９４ ６±０．０１６ ６

ＩＲＷＥＬＭ ２－２，－ ０．１１２ ７±０．０３６ ２ ０．０６８ ３±０．０１３ ６

ＥＬＲＥＬＭ ２－４，０．１５ ０．１１１ ４±０．０２７ ３ ０．０６８ ３±０．００７ ４

ｓｅｒｖｏ

０

ＥＬＭ ２１６，－ ０．６１７ ７±０．１０１ ３ ０．３９７ ８±０．０５８ １

ＷＥＬＭ ２１９，－ ０．５５４ ７±０．１６８ ６ ０．３２２ ５±０．０６９ ８

ＩＲＷＥＬＭ ２１８，－ ０．６１５ １±０．１６６ ６ ０．３４７ ０±０．０６１ ４

ＥＬＲＥＬＭ ２１５，０．２５ ０．５７４ ３±０．１７５ ８ ０．３１２ ３±０．０４９ ５

１０

ＥＬＭ ２１０，－ ０．８６８ ７±０．１３９ ８ ０．６３３ １±０．０９４ ９

ＷＥＬＭ ２１０，－ ０．７３９ ２±０．１６５ ４ ０．４８８ ５±０．０６１ ０

ＩＲＷＥＬＭ ２１２，－ ０．７３８ ６±０．１８０ １ ０．４３７ ７±０．０７４ ２

ＥＬＲＥＬＭ ２７，０．８ ０．６８９ ５±０．２０１ ４ ０．４１１ ０±０．０８０ ３

２０

ＥＬＭ ２７，－ １．２７６ ７±０．１５１ ６ １．０５９ ４±０．１０５ ６

ＷＥＬＭ ２８，－ ０．９１６ ６±０．１５８ ４ ０．６６６ ２±０．１００ ８

ＩＲＷＥＬＭ ２１１，－ ０．７４０ ０±０．２０６ ２ ０．４８３ ０±０．０８２ ５

ＥＬＲＥＬＭ ２６，０．２ ０．６９５ ３±０．２０７ ８ ０．４４５ ３±０．０９２ ３

ｂｏｄｙｆａｔ

０

ＥＬＭ ２２，－ ０．００２ ７±０．００１ ５ ０．００１ ２±２．４０７ ３Ｅ－４

ＷＥＬＭ ２１３，－ ０．００２ ２±０．００１ ７ ５．７２１ １Ｅ－４±２．３１１ ５Ｅ－４

ＩＲＷＥＬＭ ２１４，－ ０．００２ １±０．００１ ８ ４．５４６ ０Ｅ－４±２．７３７ ５Ｅ－４

ＥＬＲＥＬＭ ２４，１ ０．００２ １±０．００１ ８ ４．６０７ ９Ｅ－４±２．５７２ ７Ｅ－４

１０

ＥＬＭ ２－１５，－ ０．０２２ ５±０．００２ ８ ０．０１７ ９±０．００２ ４

ＷＥＬＭ ２２，－ ０．００２ ８±０．００１ ５ ０．００１ ３±２．３６２ ４Ｅ－４

ＩＲＷＥＬＭ ２１０，－ ０．００２ ２±０．００１ ８ ４．９６４ ２Ｅ－４±２．９４９ ４Ｅ－４

ＥＬＲＥＬＭ ２０，０．１５ ０．００２ １±０．００１ ８ ４．６９３ ４Ｅ－４±２．７３８ ６Ｅ－４

２０

ＥＬＭ ２－１６，－ ０．０２２ ７±０．００３ ３ ０．０１８ ２±０．００２ ７

ＷＥＬＭ ２－１，－ ０．００５ ２±０．００１ ８ ０．００３ ８±０．００１ ２

ＩＲＷＥＬＭ ２７，－ ０．００２ ３±０．００１ ８ ５．５３６ ６Ｅ－４±２．９９８ ０Ｅ－４

ＥＬＲＥＬＭ ２１，０．０５ ０．００２ １±０．００１ ８ ４．７５１ ４Ｅ－４±２．７３２ ６Ｅ－４

　 　 在实验过程中，对每个数据集，采用文献［１２］的噪声干扰方式，对训练集的输出加入不同

比例的来自于 ［ｙｍｉｎ，ｙｍａｘ］ 的随机数噪声，测试集不加入任何噪声．对 ５ 个数据集 ｐｙｒｉｍ、ｓｅｒｖｏ、
ｂｏｄｙｆａｔ、ｙａｃｈｔ 和 ｈｅａｔｉｎｇ 在加入 ０％，１０％和 ２０％噪声情形进行实验．表 １ 和表 ２ 给出了 ５ 个数
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据集的实验结果，包括在不同比例噪声下各算法的最优参数、预测精度 εＲＭＳＥ 和 εＭＡＥ ．实验结

果均为 １０ 次独立实验的平均结果，粗体表示这些算法中的最好结果．
由表 １ 和表 ２ 可知，除了在加入 ０％噪声情形的 ｐｙｒｉｍ、ｓｅｒｖｏ 和 ｂｏｄｙｆａｔ 数据集外，ＥＬＲＥＬＭ

都获得了优于 ３ 种对比算法的预测精度，具有最小的 εＲＭＳＥ 和 εＭＡＥ 值．并且，ＥＬＲＥＬＭ 在这 ３ 个

数据集没有噪声干扰情形的预测精度排名第二．当加入噪声时，这 ４ 种算法的预测精度均不同

程度地下降，体现在各算法的 εＲＭＳＥ 和 εＭＡＥ 值增加．随着噪声比例的增加，ＥＬＭ 的学习性能急

剧下降，ＷＥＬＭ 和 ＩＲＷＥＬＭ 的预测精度也有所下降．ＥＬＲＥＬＭ 始终保持稳定且较好的学习性

能．以 ２０％噪声情形的 Ｙａｃｈｔ 数据集为例，ＥＬＲＥＬＭ 算法所获得的 εＲＭＳＥ 比 ＥＬＭ 提高了 ５７．７８％，
比 ＷＥＬＭ 提高了 ３６．１４％，比 ＩＲＷＥＬＭ 提高了 １１．１８％．

表 ２　 Ｙａｃｈｔ 和 ｈｅａｔｉｎｇ 数据集的实验结果

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｙａｃｈｔ ａｎｄ ｈｅａｔｉｎｇ ｄａｔａｓｅｔｓ

ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｒｅｓｕｌｔ ｎｏｉｓｅ ｒａｔｉｏ δ ／ ％ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ （Ｃ∗，λ∗） εＲＭＳＥ εＭＡＥ

ｙａｃｈｔ

０

ＥＬＭ ２１９，－ １．７７２ ８±０．１６６ ６ １．４４６ ３±０．０９６ ２

ＷＥＬＭ ２１９，－ １．７７３ ９±０．１６８ ４ １．４４６ ６±０．０９６ ４

ＩＲＷＥＬＭ ２１９，－ １．７８６ ７±０．１９１ ４ １．４４９ ９±０．０９９ ４

ＥＬＲＥＬＭ ２１９，１ １．０３２ ０±０．２５８ ５ ０．６８５ ０±０．１３３ ７

１０

ＥＬＭ ２１５，－ ６．７１４ ０±１．０８１ ４ ４．７６５ ２±０．７５２ １

ＷＥＬＭ ２１８，－ ２．６３８ ３±０．７４８ ９ １．８０６ ５±０．２９３ ８

ＩＲＷＥＬＭ ２１８，－ ２．１３９ ７±０．４６０ ７ １．５８７ ４±０．１５２ ５

ＥＬＲＥＬＭ ２１８，０．０５ １．７３２ １±０．６１６ ４ １．０４４ ５±０．２５６ ７

２０

ＥＬＭ ２７，－ ８．９６６ １±１．１８０ ６ ７．４５４ ２±１．００７ ３

ＷＥＬＭ ２８，－ ５．９２７ ４±０．９２２ ８ ４．４５２ １±０．５７７ ４

ＩＲＷＥＬＭ ２１７，－ ４．２６１ ７±２．６３９ ５ ２．４４７ ４±０．９７７ ７

ＥＬＲＥＬＭ ２１１，０．３５ ３．７８５ １±１．５２８ １ ２．４２１ ０±０．６８２ ０

ｈｅａｔｉｎｇ

０

ＥＬＭ ２１９，－ ０．８９９ ９±０．０３０ ６ ０．７０７ ６±０．０２７ １

ＷＥＬＭ ２１９，－ ０．９２６ ５±０．０３０ ９ ０．７１７ ６±０．０２５ ２

ＩＲＷＥＬＭ ２１６，－ １．０４９ ５±０．０５１ ６ ０．８３６ ３±０．０３０ ９

ＥＬＲＥＬＭ ２１９，０．９ ０．８２１ ７±０．１３７ １ ０．５７２ ８±０．０４２ ８

１０

ＥＬＭ ２１，－ ４．０１２ ６±０．１４９ ２ ３．３１４ ０±０．１１５ １

ＷＥＬＭ ２１５，－ １．９７６ ８±０．３６４ ７ １．３８６ ６±０．１５９ ５

ＩＲＷＥＬＭ ２１７，－ １．０５４ ５±０．０９１ ９ ０．８２６ ４±０．０４３ ７

ＥＬＲＥＬＭ ２１６，０．１ ０．９８１ ２±０．０７１ １ ０．７１９ １±０．０５１ ２

２０

ＥＬＭ ２０，－ ６．０８０ ７±０．１９３ ４ ５．４２０ ９±０．１４３ １

ＷＥＬＭ ２２，－ ３．０３１ ９±０．１７５ ４ ２．２３２ ４±０．０８９ ５

ＩＲＷＥＬＭ ２１６，－ １．４８６ ２±０．７０６ ２ １．０３６ ７±０．２３０ ４

ＥＬＲＥＬＭ ２１１，０．１５ １．４１６ １±０．４７４ ０ ０．９７５ ０±０．１７９ ２

　 　 为了更充分地验证 ＥＬＲＥＬＭ 在噪声环境下的学习性能，进一步对 ４ 个数据集 ｔｒｉａｚｉｎｅｓ、
ｐｏｌｌｕｔｉｏｎ、ＭＣＰＵ 和 ｄｉａｂｅｔｅｓ 在噪声比例 ０％，５％，１０％，１５％，２０％，２５％，３０％，３５％和 ４０％情形

下进行数值实验．图 ２ 给出了 ４ 个数据集在 ９ 种不同比例噪声情形的预测精度 εＲＭＳＥ ．由图 ２ 可

知，在低比例噪声环境下，ＥＬＭ 在大多数情况下都取得了较好的预测精度．ＥＬＲＥＬＭ 在这类情

形下学习性能较差．随着噪声比例的增加，尤其是噪声比例超过 ２５％时，ＥＬＲＥＬＭ 的预测精度

明显优于这 ３ 种对比算法．在 Ｐｏｌｌｕｔｉｏｎ 和 ＭＣＰＵ 数据集上，ＥＬＲＥＬＭ 所获得了最小的 εＲＭＳＥ 值，
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且与其他３种对比算法的预测精度εＲＭＳＥ 相差较大．这是因为本文的指数 Ｌａｐｌａｃｅ 损失函数是有

界函数，明确限制了噪声所造成的最大影响；同时，在训练过程中对噪声样本点赋予较小的权

值，削弱这类样本点在构建回归函数过程中的作用．因此，ＥＬＲＥＬＭ 对含有噪声的数据集具有

较稳定的泛化能力和较强的鲁棒性．

（ａ） Ｔｒｉａｚｉｎｅｓ （ｂ） Ｐｏｌｌｕｔｉｏｎ

（ｃ） ＭＣＰＵ （ｄ） Ｄｉａｂｅｔｅｓ
图 ２　 Ｔｒｉａｚｉｎｅｓ、ｐｏｌｌｕｔｉｏｎ、ＭＣＰＵ 和 ｄｉａｂｅｔｅｓ 数据集在不同比例噪声下的预测精度

Ｆｉｇ． ２　 Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｒｉａｚｉｎｅｓ， ｐｏｌｌｕｔｉｏｎ， ＭＣＰＵ ａｎｄ ｄｉａｂｅｔｅｓ ｄａｔａｓｅｔｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｏｉｓｅ ｌｅｖｅｌｓ

由于 ＥＬＲＥＬＭ 是一个迭代求解算法，迭代次数对其收敛速度具有重要影响．通过数值实验

分析迭代次数与 ＥＬＲＥＬＭ 的目标函数值的关系．在实验过程中，最大迭代次数设置为 ２０．图 ３
给出了 ｄｉａｂｅｔｅｓ 和 ｐｏｌｌｕｔｉｏｎ 数据集在 ５％ 噪声情形下迭代次数和目标函数值的影响图．根据图

３，目标函数值曲线在前几次迭代中下降很快，在迭代次数不超过 １５ 收敛．因此，本文提出的

ＥＬＲＥＬＭ 能够在较少的迭代次数内收敛，具有较快的收敛速度．
接下来分析隐节点数目 Ｌ 对 ＥＬＲＥＬＭ 算法的预测结果 εＲＭＳＥ 的影响．对 ｄｉａｂｅｔｅｓ 和 ｐｏｌｌｕ⁃

ｔｉｏｎ 数据集在 １０％噪声情形进行数值实验．隐节点数目 Ｌ 的取值范围为 { １００，２００，３００，４００，
５００，６００，７００，８００，９００，１ ０００ } ．对不同的 Ｌ 值，ＥＬＲＥＬＭ 在最优参数 （Ｃ∗，λ∗） 情况下得到

εＲＭＳＥ， 实验结果见图 ４．由图 ４ 可以看出，隐节点数目对 ＥＬＲＥＬＭ 的预测结果 εＲＭＳＥ 的影响不明

显，这与文献［３］的结论一致，也是 ＥＬＭ 框架算法的一个优势．因此，为了缩短训练时间，在实

验中可选取较小的 Ｌ 值．本文中 Ｌ ＝ ２００ 就是一个较合适的选择．

５７１１基于指数 Ｌａｐｌａｃｅ 损失函数的回归估计鲁棒超限学习机
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图 ３　 Ｄｉａｂｅｔｅｓ 和 ｐｏｌｌｕｔｉｏｎ 数据集上 ＥＬＲＥＬＭ 的迭代次数与目标函数值的关系

Ｆｉｇ． ３　 Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｎｕｍｂｅｒ ａｎｄ ｔｈｅ ｏｂｊｅｃｔｉｖｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆｏｒ ｄｉａｂｅｔｅｓ ａｎｄ ｐｏｌｌｕｔｉｏｎ ｄａｔａｓｅｔｓ
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图 ４　 Ｄｉａｂｅｔｅｓ 和 ｐｏｌｌｕｔｉｏｎ 数据集上 εＲＭＳＥ 值随隐节点数目 Ｌ 的变化情况

Ｆｉｇ． ４　 Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｈｉｄｄｅｎ ｎｏｄｅｓ’ ｎｕｍｂｅｒ Ｌ ａｎｄ εＲＭＳＥ ｆｏｒ ｄｉａｂｅｔｅｓ ａｎｄ ｐｏｌｌｕｔｉｏｎ ｄａｔａｓｅｔｓ

５　 结 束 语

针对回归估计问题，在超限学习机框架下，提出指数 Ｌａｐｌａｃｅ 损失函数处理受噪声干扰的

数据集学习问题，并在此基础上建立了鲁棒 ＥＬＭ 模型．利用迭代重赋权算法求解相应的优化

问题．在每次迭代过程中，只需求解较小规模的线性方程组．求解算法能够在较少的迭代次数

内收敛．通过 ９ 个真实数据集在不同噪声环境下的数值实验验证了所提出的 ＥＬＲＥＬＭ 模型具

有较稳定且更优的学习性能．对机器学习其他问题如半监督问题、无监督问题和单分类问题，
均可考虑构造相应的指数损失函数，这将是笔者下一步的研究重点．
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