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摘要：　 提出了一种基于 Ｂａｙｅｓ ＦＦＴ 的螺栓连接结构模型更新方法．该方法中，通过弹簧和薄层单

元模拟螺栓连接，借助子结构技术建立了组合结构动力学方程．进一步地，在 Ｂａｙｅｓ 理论框架下，由
测试时域信号 ＦＦＴ 变换系数的统计特征构造模型更新了参数的后验概率密度函数，以其负对数似

然函数极值为优化目标进行参数更新，采用最大后验估计得到最优估计值，并通过后验概率分布

渐近于 Ｇａｕｓｓ 分布的性质进行参数的不确定性量化．在数值算例中，考虑随机载荷作用下组合悬臂

梁结构的模型更新问题，针对两种不同连接模型化方式给出了更新参数的不确定量化，并通过测

量功率谱和修正功率谱对比，验证了所提出方法的正确性和有效性．
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引　 　 言

对于具有螺栓连接的组合结构，连接系统的力学特征对结构整体动力学性能具有显著的

影响，为了准确刻画连接系统的力学特征，对组合结构进行不确定性模型更新成为结构动力学

研究的重要课题［１⁃２］ ．通常而言，不确定模型修正方法可分为概率方法和非概率方法．近些年

来，基于概率的 Ｂａｙｅｓ 方法被广泛应用于动力学模型更新领域，该方法不仅考虑了实际测量数

据，还将含有经验信息的先验概率考虑进修正参数的概率密度函数中，在不确定性量化时，具
有很好的优势［３］ ．

Ｂａｙｅｓ 理论最早由 Ｔｈｏｍａｓ Ｂａｙｅｓ 提出，Ｂｅｃｋ 和 Ｋａｔａｆｙｇｉｏｔｉｓ［４］ 通过引入预测误差来描述试

验模型和理论模型的差异，首次将 Ｂａｙｅｓ 理论运用于结构动力学识别中．在此基础上，基于

Ｂａｙｅｓ 的不确定模型修正方法逐渐成为国内外研究的热点．Ｖａｎｉｋ 等［５］ 的研究表明，根据结构

的响应可以获得结构的模型参数和损伤模型的概率分布．Ｙｕｅｎ［６］ 讨论了健康监测运用于实际

结构的不确定性问题，提出了一种可连续在线进行健康监测的 Ｂａｙｅｓ 概率方法，该方法克服了
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利用振动数据识别刚度变化时存在的反问题固有的病态条件．随后又发展了基于不完全模态

数据的 Ｂａｙｅｓ 模型分析方法，避免了被测模态与结构模态的不匹配．Ｃｈｉｎｇ 等［７］ 在 Ｙｕｅｎ［６］ 的两

阶段概率方法的基础上，提出了新的两阶段概率监测方法，将非凹的非线性优化问题转化为两

个耦合的二次优化问题，提高了算法的鲁棒性．Ｙａｎ 等［８］ 在两阶段快速 Ｆｏｕｒｉｅｒ 谱密度方法的

基础上提出了一个快速解析迭代格式，提高了求解最优参数和量化不确定的计算效率． Ａｕ
等［９］利用测量数据的 ＦＦＴ 转化值的概率统计特性构造后验概率密度函数，提出了基于强迫振

动数据的模态特征识别的快速 Ｂａｙｅｓ ＦＦＴ 方法，该方法被证明对于分离模态和密集模态也同

样适用．
在组合结构中，连接系统通过摩擦接触界面传递各子结构之间的相互作用，在以往螺栓组

合结构的模型更新中，为简化问题，通常将连接系统作为确定性参数进行识别，忽略了连接系

统本身存在的固有不确定性．针对这一问题，本文基于测试时域信号 ＦＦＴ 变换系数的统计特

征，提出了一种考虑连接不确定性的组合结构模型更新方法．通过 Ｂａｙｅｓ 推理框架建立参数优

化的目标函数，优化了分析得到的参数最优估计值，并利用其 Ｈｅｓｓｅ 阵量化参数不确定性．为
提高优化过程计算效率，引入虚拟激励法进行组合结构随机振动重分析．本文在数值算例中，
考虑了两种不同连接系统建模方式的组合悬臂梁结构，采用提出的方法进行不确定性模型更

新，通过测量功率谱和修正功率谱对比，验证了所提出方法的正确性和有效性．

１　 螺栓连接结构的平稳随机振动分析

１．１　 螺栓连接描述的力学模型

连接结构的主要作用是将两个或多个独立子结构组合成为整体．对于连接结构的模型化，
具有代表性的有弹簧单元和薄层单元两种．图 １ 给出了螺栓连接组合梁结构示意图，下面分别

介绍连接结构的两种建模方式．

图 １　 螺栓连接组合梁结构

Ｆｉｇ． １　 Ａｎ ａｓｓｅｍｂｌｅｄ ｂｅａｍ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｗｉｔｈ ｂｏｌｔｅｄ ｊｏｉｎｔｓ

图 ２　 弹簧单元模拟连接结构示意图

Ｆｉｇ． ２　 Ｂｏｌｔｅｄ ｊｏｉｎｔｓ ｍｏｄｅｌｌｅｄ ａｓ ａ ｓｐｒｉｎｇ

１．１．１　 弹簧单元

弹簧单元是通过弹簧耦合子结构中被连接单元节点，该方法适用于接触面积较小，发生小

变形的线性结构，Ｌｉ［１０］ 用线性平动弹簧和旋转弹簧模拟了接触界面耦合关系． Ｉｎｇｏｌｅ 和 Ｃｈａｔ⁃
ｔｅｒｊｅｅ［１１］同样将连接结构建模为弹簧模型，利用子结构综合法建立了连接系统的频率方程．如
图 １ 所示的两根梁通过螺栓结构连接，其采用弹簧单元模拟的有限元结构示意图如图 ２ 所示．
首先确定子结构中被连接单元节点，然后通过两个线性弹簧来模拟螺栓结构，连接结构的频响
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函数可以表示为
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其中 ｋ１ 和 ｋ２ 分别为线性平动弹簧和旋转弹簧刚度．
１．１．２　 薄层单元

图 ３ 给出了组合结构薄层单元的建模方法，在被连接结构之间添加薄层单元，通过薄层单

元来模拟连接接触面．薄层单元是结构之间的一层很薄的实体材料，能够表征连接结构在法向

和切向的连接特征，还可以考虑结构之间的无滑移、滑移和界面脱黏等变形［１２］ ． Ａｈｍａｄｉａｎ
等［１３］将具有线弹性本构关系的薄层单元用于接触刚度系数的模型修正．Ｍａｙｅｒ 和 Ｇａｕｌ［１４］提出

了非线性薄层单元，并运用到螺栓连接结构的接触建模中．在有限元模拟中，薄层单元的刚度

阵为
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对于线弹性行为， Ｄ 可表示为
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其中

　 　 Ｃ１ ＝ Ｅ（１ － ν）
（１ ＋ ν）（１ － ２ν）

， Ｃ２ ＝ Ｅν
（１ ＋ ν）（１ － ２ν）

， （４）

这里 Ｅ 为弹性模量， ν 为 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比， Ｇｉ 为剪切模量，在考虑各向同性材料时， Ｇ１ ＝ Ｇ２ ＝ Ｇ３ ＝ Ｇ ．

图 ３　 薄层单元模拟连接结构

Ｆｉｇ． ３　 Ｂｏｌｔｅｄ ｊｏｉｎｔｓ ｍｏｄｅｌｌｅｄ ａｓ ａ ｔｈｉｎ ｌａｙｅｒ ｅｌｅｍｅｎｔ

１．２　 组合结构动力学方程

假设关注的频率不高，可以暂时忽略连接结构的质量．图 ４ 给出了螺栓连接组合结构的子

结构建模示意图，ｂ、ｃ 分别代表子结构 １ 和子结构 ２ 中和螺栓连接的自由度；ａ 和 ｄ 分别表示

子结构 １ 和子结构 ２ 中与螺栓结构不连接的其他自由度，右上角的角标代表子结构编号．由此

可以推导出子结构 １ 和子结构 ２ 的动力学响应方程为［１５］
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其中 ｘ１
ａ，ｘ１

ｂ，ｘ２
ｃ 和 ｘ２

ｄ 为位移向量， ｆ１ａ， ｆ１ｂ， ｆ２ｃ 和 ｆ２ｄ 为分别施加在对应自由度的荷载， ｆ１ｊ 和 ｆ２ｊ 为螺

栓在子结构之间的相互作用力，且有以下关系：
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　 　 ｆ１ｊ ＝ － ｆ２ｊ ． （６）
那么 ｘ２

ｃ 和 ｘ１
ｂ 位移向量的差可以表示为

　 　 ｘ２
ｃ － ｘ１

ｂ ＝ Ｈ ｊ·ｆ１ｊ ， （７）
其中 Ｈ ｊ 为连接结构的频响函数．

由此，不难推导出整体结构的动力学方程：
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其中

　 　 Ｂ ＝ （Ｈ１
ａａ ＋ Ｈ１
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图 ４　 螺栓连接组合结构的子结构示意图

Ｆｉｇ． ４　 Ｓｕｂｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ａｓｓｅｍｂｌｅｄ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｗｉｔｈ ｂｏｌｔｅｄ ｊｏｉｎｔｓ

１．３　 组合结构平稳随机振动功率谱分析

假设 ｎ 自由度的线性组合结构体系受 ｍ 点部分相干平稳随机激励 ｆ（ ｔ） 作用，考虑连接系

统的参数存在不确定性，则体系的结构运动方程在频域可以表示为

　 　 Ｈ（θ，ω）Ｆ（ω） ＝ Ｘ（ω）， （１０）
其中 Ｈ（θ） ＝ （ － ω ２Ｍ ＋ ｉωＣ（θ） ＋ Ｋ（θ）） －１ 为组合结构频响函数， θ 为系统的不确定参数向

量， Ｆ（ω） 是 ｆ（ ｔ） 的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换形式．Ｆ（ω） 的功率谱矩阵 Ｓｆｆ（ω） 已知，表示为如下形式：

　 　 Ｓｆｆ（ｉω） ＝

Ｓ１１（ｉω） Ｓ１２（ｉω） … Ｓ１ｍ（ｉω）
Ｓ２１（ｉω） Ｓ２２（ｉω） … Ｓ２ｍ（ｉω）

︙ ︙ ︙
Ｓｍ１（ｉω） Ｓｍ２（ｉω） … Ｓｍｍ（ｉω）

é
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ù
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． （１１）

由于功率谱矩阵必定是一 Ｈｅｒｍｉｔｅ 矩阵，所以它可进行如下的分解：

　 　 Ｓｆｆ（ｉω） ＝ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
λ ｊψ ｊ（ψ

－

ｊ） Ｔ， （１２）

其中上划线（·
－
）与 Ｔ 代表取复共轭及矩阵（向量）转置，而 λ ｊ 及 ψ ｊ 则是该 Ｈｅｒｍｉｔｅ 矩阵的特
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征对，它们满足

　 　 Ｓｆｆψ ｊ ＝ λ ｊψ ｊ，　 　 ｊ ＝ １，２，…，ｒ， （１３）

　 　 （ψ
－

ｊ） Ｔψ ｊ ＝ δ ｉｊ ＝
１，　 　 ｉ ＝ ｊ，
０，　 　 ｉ ≠ ｊ，{ （１４）

其中 ｒ ≤ ｍ 为输入激励功率谱矩阵 Ｓｆｆ 的秩．
由虚拟激励法［１６］，只要用式（１４）中的每一阶特征对构造下列虚拟激励：

　 　 ｆ　 ｊ ＝ ψ
－

ｊ λ ｊ ｅｉωｔ ． （１５）
将式（１５）代入方程（１０），很容易将 Ｓｆｆ 表示为

　 　 Ｓｆｆ（ｉω） ＝ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｆ　 ｊ( ) ｆ　 ｊ( ) Ｔ ． （１６）

由虚拟激励法可以得到响应功率谱为

　 　 Ｓｘｘ（ω，θ） ＝ ［Ｈ
－
（ω，θ）］Ｓｆｆ［Ｈ（ω，θ）］ Ｔ， （１７）

其中 Ｈ（ω，θ） 为系统的频率响应函数矩阵，螺栓整体结构的频响函数由式（８）计算得到．想比

于传统的 ＣＱＣ 和 ＳＲＳＳ 方法，虚拟激励法的计算效率和计算精度明显较高，为下一步优化迭代

过程节约了计算时间成本，且本文的计算结构是线性结构，使用虚拟激励法求解随机响应十分

方便．

２　 基于 Ｂａｙｅｓ ＦＦＴ 识别螺栓连接结构模型更新

２．１　 时域测量信号的 ＦＦＴ 及其系数的概率分布

在平稳随机载荷作用下，结构的实际测量响应一般是离散时域信号．假设 ｎｃ 个自由度的

测量信号 ｘ（ ｔ） 的离散形式是 { ｘ ｊ }
Ｎ－１
ｊ ＝ ０ ，采样间隔为 Δｔ， 其 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变化形式为［１７］

　 　 Ｘ︿ ｋ ＝ Δｔ∑
Ｎ－１

ｊ ＝ ０
ｘ ｊｅ

－２πｉｊｋ ／ Ｎ，　 　 ｋ ＝ ０，１，２，…，Ｎ － １， （１８）

其中 Ｘ︿ ｋ 的下角标 ｋ 代表频点为ω ｋ ＝ ２πｋ ／ （ＮΔｔ），∑Ｎ－１

ｊ ＝ ０
ｘ ｊｅ

－２πｉｊｋ ／ Ｎ 是 ＦＦＴ 系数．

当测量数据足够长的时候， Ｘ︿ ＝ {Ｘ︿ ｋ } Ｎ－１
ｋ ＝ ０ 是渐近 Ｇａｕｓｓ 且不相关、独立的，其联合概率等

价于边缘概率的乘积［１７］ ．
将复向量 Ｘ︿ ｋ 转化为实部和虚部向量［Ｒｅ Ｘ︿ ｋ；Ｉｍ Ｘ︿ ｋ］ ，其渐近满足如下关系：

　 　 ｐＸ︿ ｋ
（ｘｋ） ＝ （２π） －ｎｃ Ｃｋ

－１ ／ ２ｅｘｐ － １
２

Ｒｅ ｘｋ

Ｉｍ ｘｋ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Ｔ

Ｃｋ

Ｒｅ ｘｋ

Ｉｍ ｘｋ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú{ } ， （１９）

其中

　 　 Ｃｋ ＝
Ｅ［Ｒｅ Ｘ︿ ｋ 　 Ｒｅ Ｘ︿ ｋ］ Ｅ［Ｒｅ Ｘ︿ ｋ 　 Ｉｍ Ｘ︿ ｋ］

Ｅ［Ｉｍ Ｘ︿ ｋ 　 Ｒｅ Ｘ︿ ｋ］ Ｅ［Ｉｍ Ｘ︿ ｋ 　 Ｉｍ Ｘ︿ ｋ］

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
，

这里 Ｅ［·］ 指取平均数．
令 Ｓｋ ＝ Ｅ［Ｘ︿ ｋ Ｘ

︿ ∗
ｋ ］，Ｑｋ ＝ Ｅ［Ｘ︿ ｋ Ｘ

︿ Ｔ
ｋ ］ 代入上式化简为

　 　 ｐＸ︿ ｋ
（ｘｋ） ＝ π －ｎｃ Ｓｋ

－１ ／ ２ Ｐｋ
－１ ／ ２ｅｘｐ － １

２
ｘｋ

ｘ－ ｋ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

∗ Ｓｋ Ｑｋ

Ｑ∗
ｋ Ｓ

－

ｋ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

－１ ｘｋ

ｘ－ ｋ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú{ } ， （２０）

这里 ｘ－ ｋ 代表 ｘｋ 的共轭，且
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　 　 Ｐｋ ＝ Ｓ
－

ｋ － Ｑ∗
ｋ Ｓ

－１
ｋ Ｑｋ ．

当测量数据足够长的时候有 ｌｉｍＴ→∞ Ｑｋ ＝ ０， 进一步简化方程为

　 　 ｐＸ︿ ｋ
（ｘｋ） ＝ π －ｎｃ Ｓｋ

－１ｅｘｐ（ － ｘ∗
ｋ Ｓ

－１
ｋ ｘｋ） ． （２１）

在数据足够长的假定下， {Ｘ︿ ｋ } Ｎ－１
ｋ ＝ ０ 中各频率值 Ｘ︿ ｋ 是独立的， 则 Ｘ︿ ＝ {Ｘ︿ ｋ } Ｎ－１

ｋ ＝ ０ 的概率分布

为

　 　 ｐＸ︿（ｘｋ） ＝ ∏
ｋ

ｐＸ︿ ｋ
（ｘｋ） ． （２２）

２．２　 结构模型更新的 Ｂａｙｅｓ 估计方法

为了将分析模型嵌入到概率模型中， 引入测量误差， 假定测量值和理论值之间存在以下

关系：
　 　 ｘｃ

ｊ ＝ ｘ（ ｊΔｔ，θ） ＋ 􀆠ｊ，　 　 ｊ ＝ ０，１，…，Ｎ － １， （２３）
其中 ｘｃ

ｊ 是实际测量信号， ｘ（ ｊΔｔ，θ） 是组合结构的理论响应，测量误差模型化为一个零均值的

离散限带白噪声随机过程 􀆠 ．
实际测试样本功率谱均值与理论功率谱和测量误差功率谱存在如下关系［７］：
　 　 ｌｉｍ

Ｔ→∞
Δｔ→０＋

Ｅ［Ｘ︿ ｋ Ｘ
︿ ∗
ｋ ］ ＝ Ｓｘｘ（ω，θ） ＋ Ｓ􀆠， （２４）

理论功率谱 Ｓｘｘ（ω，θ） 可由虚拟激励法按式（１７）计算得到．
当测量数据足够长时，有如下近似：
　 　 Ｅ［Ｘ︿ ｋ Ｘ

︿ ∗
ｋ ］ ＝ Ｅ［Ｓｋ］ ≈ Ｓｘｘ（ω，θ） ＋ Ｓ􀆠 ． （２５）

由 Ｂａｙｅｓ 推理可以得到连接结构不确定参数 θ 的后验概率分布为

　 　 ｐ（θ ｜ Ｘ︿ ） ＝ αｐ（Ｘ︿ ｜ θ）ｐ（θ）， （２６）
其中 α ＝ ｐ（Ｘ︿ ） －１ 是与参数无关的归一化参数； ｐ（Ｘ︿ ｜ θ） 为 Ｂａｙｅｓ 估计的似然函数； ｐ（θ） 为参

数的先验概率密度函数，为了充分体现测量信息的价值，一般取先验函数为均匀分布函数．
似然函数 ｐ（Ｘ︿ ｜ θ） 可以由式（２２）给出：

　 　 ｐ（Ｘ︿ ｜ θ） ＝ ∏
ｋ
ｐ（Ｘ︿ ｋ ｜ θ） ＝ ∏

ｋ
［π －ｎｃ Ｓｋ

－１ｅｘｐ （ － Ｘ︿ ∗
ｋ Ｓ

－１
ｋ Ｘ︿ ｋ）］ ． （２７）

基于后验分布的概率函数 ｐ（θ ｜ Ｘ︿ ） 对 θ 进行 Ｂａｙｅｓ 估计通常采用以下三种方式： ① 以后

验密度函数的最大值点作为 θ 的点估计，称为最大后验估计（ＭＡＰ）；② 以后验分布的中位数

作为 θ 的点估计，称为后验中位数估计；③ 以后验分布的均值作为 θ 的点估计，称为后验期望

估计．人们常常根据自己关心的值不同，选取不同的估计方法．在结构无输入振动特性识别问

题中经常采用 ＭＡＰ，本文同样选用 ＭＡＰ 作为 θ 的点估计．对此，可以由式（２６）和（２７）构造关

于参数 θ 的目标函数：
　 　 Ｊ（θ） ＝ － ｌｎ［ｐ（θ ｜ Ｘ︿ ）］ ∝－ ｌｎ［ｐ（Ｘ︿ ｜ θ）］ ＝

　 　 　 　 ｎｃＮｌｎ π ＋ ∑
ｋ

ｌｎ ｜ Ｓｋ（θ） ｜ ＋ ∑
ｋ
Ｘ︿ ∗

ｋ Ｓｋ（θ）
－１ Ｘ︿ ｋ， （２８）

其中 ｎｃ 为测量自由度数目， Ｎ 为频率点数目．最优值 θ∗ 可通过解目标函数的最小值得到．
后验概率分布渐近于 Ｇａｕｓｓ 分布［６，１７］，其均值是 θ∗， 协方差矩阵是 Ｊ（θ） 在 θ∗ 处的 Ｈｅｓ⁃

ｓｅ 阵的逆阵 Ｈ －１（θｍ，θ ｎ） θ ＝ θ∗ ．目标函数的 Ｈｅｓｓｅ 阵可以通过下式计算：

　 　 Ｈ（θｍ，θ ｎ） θ ＝ θ∗ ＝ ∂２Ｊ（θ）
∂θｍ∂θ ｎ θ ＝ θ∗

＝
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　 　 　 　 ∑
ｋ

∂２Ｊ（θ）
∂θｍ∂θ ｎ

（ｌｎ Ｓｋ（θ） ＋ Ｘ︿ ∗
ｋ Ｓｋ（θ）

－１ Ｘ︿ ｋ）
é

ë
êê

ù

û
úú

θ ＝ θ∗
． （２９）

在 Ｂａｙｅｓ 方法的实际运用中，往往由于试验数据有限，修正参数的后验概率密度函数不能

近似为 Ｇａｕｓｓ 分布函数，无法通过参数的 Ｈｅｓｓｅ 矩阵间接计算参数协方差矩阵，或者是修正参

数的后验分布呈高维、复杂的概率分布时，对参数的不确定性量化，需要借助ＭＣＭＣ 抽样方法．
本文试验数据足够，通过式（２９）就可以得到参数的不确定性方差．

３　 数 值 算 例

３．１　 连接结构弹簧单元模拟情形

考虑两个相同的梁模型，子结构 Ａ 和子结构 Ｂ，通过螺栓连接成悬臂梁结构，如图 ５ 所示．
梁的弹性模量为 Ｅ ＝ ２１０ ＧＰａ； Ｐｏｉｓｓｏｎ 比为 ν ＝ ０．３； 每根梁长为 Ｌｓｕｂ ＝ ０．３ ｍ； 密度为 ρ ＝ ７ ８５０
ｋｇ ／ ｍ３；截面惯性矩为 Ｉ ＝ １．０６６ ７ × １０ －９ ｍ４；采用有限元梁模型对各个子结构进行有限元建模，
每个节点具有平移和转动自由度，子结构中被连接部分节点分别被约束到两个虚拟节点，虚拟

节点之间通过刚度为 ｋ１ 的线性平动弹簧和刚度为 ｋ２ 的线性旋转弹簧连接．

图 ５　 含弹簧单元的组合结构激励和测量点位置

Ｆｉｇ． ５　 Ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ａｎｄ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｐｏｉｎｔ ｐｏｓｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ａｓｓｅｍｂｌｅｄ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｗｉｔｈ ｓｐｒｉｎｇ ｅｌｅｍｅｎｔｓ

关于测量时域信号，可以通过三角级数叠加模拟结构随机时域响应样本，平稳随机时域信

号 ｘｍ（ ｔ） 可由下式得到［１７］：

　 　 ｘｍ（ ｔ） ＝ ∑
Ｎｆ

ｋ ＝ １
Ａｋｃｏｓ（ω ｋ ｔ ＋ φ ｋ）， （３０）

其中 Ａ２
ｋ ＝ ４Ｓｘｘ（ω ｋ）Δω，φ ｋ 为 ［０，２π］ 范围内均匀分布的随机数．

含测量噪声信号为 ｘｎｏｉｓｅ
ｍ （ ｔ）＝ ｘｍ（ ｔ） ＋ 􀆠（ ｔ），􀆠（ ｔ） 模拟为零均值、方差为 σ ２

􀆠 的限带白噪声信

号．σ ２
􀆠 由噪声强度和响应信号共同决定：

　 　 γ ＝
ｍａｘ（Ｓｘｘ）

σ ２
􀆠

， （３１）

其中 γ 为噪声强度，而噪声的功率谱密度为

　 　 σ ２
ｅ ＝ ２∫ｆ ｕ

０
Ｓｅｄｆ， （３２）

这里 ｆｕ 是限带白噪声的频率上限．
平稳随机荷载作用于悬臂梁模型自由端，功率谱密度为 Ｓｆ ＝ １ Ｎ２·ｓ，结构响应功率谱的观

察位置为子结构 Ａ 的中点附近．模拟生成含 ５％噪声的时域测量信号及其 ＦＦＴ 变化得到的功

率谱测量样本如图 ６ 所示．
测量信号的频率区间为（０，１ ０００）Ｈｚ，按照频点数目 ５１２，１ ０２４ 和 ２ ０４８ 分为 ３ 种工况，所

２７８ 基于 Ｂａｙｅｓ ＦＦＴ 的螺栓连接结构模型更新方法



得螺栓参数的识别结果见表 １～３，包括最优估计值 θ∗、 标准差、变异系数和均值偏差．均值偏

差的表达式为 θ∗ － θ ｔ ／ θ ｔ ．从表中可以看出，本文方法在计算频点数目较小的情况下，计算

得到最优估计值与目标值之间的偏差不会超过 ５％．螺栓参数的最优估计值随着测量频点数目

的增加越来越接近目标值，而标准差也逐渐减小．参数 ｋ１ 比 ｋ２ 的识别结果更加接近真实值，主
要原因是前 １ ０００ Ｈｚ 的功率谱中， ｋ１ 的作用较大，抗干扰能力较强．

（ａ） 模拟测量时域信号 （ｂ） 测量信号功率谱和理论功率谱对比

（ａ） Ｓｉｍｕｌａｔｉｖｅ ｍｅａｓｕｒｅｄ ｓｉｇｎａｌｓ （ｂ） Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｍｅａｓｕｒｅｄ ＰＳＤ
ｉｎ ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｄｏｍａｉｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ＰＳＤ

图 ６　 模拟测量信号

Ｆｉｇ． ６　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｖｅ ｍｅａｓｕｒｅｄ ｓｉｇｎａｌｓ

表 １　 螺栓参数识别结果（频率点数为 ５１２）

Ｔａｂｌｅ １　 Ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｂｏｌｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ（５１２ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｐｏｉｎｔｓ）

ｐａｒａｍｅｔｅｒ
ａｃｔｕａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒ

θ ｔ

ｏｐｔｉｍａｌ ｅｓｔｉｍａｔｏｒ

θ∗

ｓｔａｎｄａｒｄ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ
σ

ＣＯＶ
λＣ ／ ％

ｍｅａｎ ｖａｌｕｅ ｂｉａｓ
λｍ ／ ％

ｋ１ １．０００ ０Ｅ６ １．００６ ８Ｅ６ １ ２３３．０４５ １ ０．１２ ０．６８
ｋ２ １．０００ ０Ｅ４ １．０２０ ０Ｅ４ ３９．７９７ ０ ０．３９ ２．２０

表 ２　 螺栓参数识别结果（频率点数为 １ ０２４）

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｂｏｌｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ（１ ０２４ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｐｏｉｎｔｓ）

ｐａｒａｍｅｔｅｒ
ａｃｔｕａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒ

θ ｔ

ｏｐｔｉｍａｌ ｅｓｔｉｍａｔｏｒ

θ∗

ｓｔａｎｄａｒｄ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ
σ

ＣＯＶ
λＣ ／ ％

ｍｅａｎ ｖａｌｕｅ ｂｉａｓ
λｍ ／ ％

ｋ１ １．０００ ０Ｅ６ １．００２ ２Ｅ６ ７４２．１５１ １ ０．０７ ０．２２
ｋ２ １．０００ ０Ｅ４ １．０２０ ０Ｅ４ ２９．３１１ １ ０．２９ １．７０

表 ３　 螺栓参数识别结果（频率点数为 ２ ０４８）

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｂｏｌｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ（２ ０４８ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｐｏｉｎｔｓ）

ｐａｒａｍｅｔｅｒ
ａｃｔｕａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒ

θ ｔ

ｏｐｔｉｍａｌ ｅｓｔｉｍａｔｏｒ

θ∗

ｓｔａｎｄａｒｄ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ
σ

ＣＯＶ
λＣ ／ ％

ｍｅａｎ ｖａｌｕｅ ｂｉａｓ
λｍ ／ ％

ｋ１ １．０００ ０Ｅ６ １．００１ ８Ｅ６ ５２２．００４ １ ０．０５ ０．１８
ｋ２ １．０００ ０Ｅ４ １．０１０ ０Ｅ４ ２８．９２３ ４ ０．２９ １．００

３．２　 连接结构薄层单元模拟情形

本小节连接结构采用虚拟各向同性材料模拟．如图 ７，两根悬臂梁通过单螺栓连接，连接区

域有厚度为 ｈ ＝ ４ ｍｍ 的虚拟材料，其密度 ρ ＝ ０ ｋｇ ／ ｍ３，弹性模量 Ｅ 和剪切模量 Ｇ 为不确定参
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数，在有限元模型中，虚拟材料与相邻被连接结构共用节点．图 ７ 是激励位置和测量点位置，与
算例 １ 不同，该算例有两个观测点，共同参与参数识别，平稳随机荷载的功率谱密度为 Ｓｆ ＝ １
Ｎ２·ｓ，位置在悬臂梁自由端．

图 ７　 含薄层单元的组合结构激励和测量点位置

Ｆｉｇ． ７　 Ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ａｎｄ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｐｏｉｎｔ ｐｏｓｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ａｓｓｅｍｂｌｅｄ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｗｉｔｈ ｔｈｉｎ ｌａｙｅｒ ｅｌｅｍｅｎｔｓ

表 ４　 虚拟材料参数识别结果

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｖｉｒｔｕａｌ ｍａｔｅｒｉａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

ｐａｒａｍｅｔｅｒ
ａｃｔｕａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒ

θ ｔ

ｏｐｔｉｍａｌ ｅｓｔｉｍａｔｏｒ

θ∗

ｓｔａｎｄａｒｄ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ
σ

ＣＯＶ
λＣ ／ ％

Ｍｅａｎ ｖａｌｕｅ ｂｉａｓ
λｍ ／ ％

Ｅ ７．５００ ０Ｅ８ ７．５０９ ６Ｅ８ ３．６３３ １Ｅ６ ０．４８ ０．１３

Ｇ ２．７７７ ８Ｅ８ ２．７０７ ２Ｅ８ ７．６５７ ７Ｅ６ ２．８３ ２．５４

（ａ） 测量点 Ａ （ｂ） 测量点 Ｂ
（ａ） Ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｐｏｉｎｔ Ａ （ｂ） Ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｐｏｉｎｔ Ｂ

图 ８　 测量功率谱和修正功率谱对比图

Ｆｉｇ． ８　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｍｅａｓｕｒｅｄ ＰＳＤ ａｎｄ ｔｈｅ ｕｐｄａｔｅｄ ＰＳＤ

　 　 表 ４ 是虚拟材料力学特征不确定参数识别结果，可以看出，剪切模量的均值偏差稍大，但
依然不足 ５％．剪切模量的方差比弹性模量的方差大 ６ 倍，说明被识别的剪切模量参数离散程

度更高，容易受噪声干扰．为了更形象，方便对比测量信号与实际结构随机响应的差别．遂将测

量时域信号转化为功率谱，并与优化得到的螺栓参数的结构功率谱进行对比．图 ８ 是两个测量

４７８ 基于 Ｂａｙｅｓ ＦＦＴ 的螺栓连接结构模型更新方法



点测量功率谱和修正功率谱的对比图，从图中可以得到，修正功率谱基本与测量功率谱吻合．
图中的测量功率谱样本，没有进行功率谱平均， 并不“光滑”， 但是也能通过 Ｂａｙｅｓ ＦＦＴ 概率方

法准确地识别目标参数， 说明该方法对样本的容量没有要求， 只是要求单个时间样本足够长．

４　 结　 　 论

Ｂａｙｅｓ 方法目前已经被广泛用于土木结构的健康监测、结构损伤识别等方面，而基于

Ｂａｙｅｓ 连接结构的不确定模型更新的研究还不多见．本文以组合结构的响应功率谱为测量信

息，利用其统计规律建立概率模型，引入 Ｂａｙｅｓ 推理框架得到不确定参数的后验概率分布函

数，通过一般的优化方法求解不确定参数的最优估计值和方差．同时，使用了子结构方法和虚

拟激励法求解频域响应，提高了计算效率，为将该方法推广于复杂结构连接结构参数不确定分

析奠定了一定的基础．
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６７８ 基于 Ｂａｙｅｓ ＦＦＴ 的螺栓连接结构模型更新方法


