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摘要：　 该文研究了具有渐近周期系数的曲率流方程的 Ｎｅｕｍａｎｎ 边值问题．首先，考虑一列初值问题及其相应的全

局解，通过一致的先验估计取一个收敛子列，得到其极限就是一个整体解的结论．其次，向负无穷时间方向进行重整

化，使用强极值原理证明了整体解的唯一性．最后，为了研究整体解的 ω⁃ 和 α⁃ 极限，再次使用重整化方法，通过构

造拉回函数、进行一致的先验估计以及 Ｃａｎｔｏｒ 对角化方法取收敛子列，得到整体解的 ω⁃和 α⁃ 极限都是极限问题的

整体解，即它们都是周期行波的结论．
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引　 　 言

平均曲率流方程是一类几何发展方程．它不仅是几何分析领域的典型研究对象（见文献［１⁃５］），而且在
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金属结晶等材料科学领域（见文献［６⁃８］）、偏微分方程中边界层理论（见文献［９］）等方面也有广泛的应用

背景．
在数学上关于平均曲率的研究开始于 ２０ 世纪 ８０ 年代．１９８６ 年，Ｇａｇｅ 和 Ｈａｍｉｌｔｏｎ［１］ 研究了平面闭曲线

Γ ｔ 以如下方程运动的问题：Ｖ ＝ κ， 其中 Ｖ和 κ分别表示曲线Γ ｔ 的法向速度和曲率．他们证明了任何平面简单

凸闭曲线将渐近收缩为一个圆点．１９８７ 年，Ｇｒａｙｓｏｎ［２］证明了平面上任何简单闭曲线（不必是凸的）在有限时

间内变凸，然后再收缩为一个圆点．１９９２ 年和 ２００１ 年，Ｃｈｏｕ 和 Ｚｈｕ［３⁃４］考虑了比较一般的平面曲率流：
　 　 Ｖ ＝ Ａ（ｎ）κ ＋ Ｂ（ｎ）， （１）

其中 ｎ 表示平面简单曲线的单位法向量．在 Γ ｔ 上，他们也给出了闭曲线收敛于圆点的结论．
如果曲线不是闭的，特别是当曲线为函数图像时，关于曲率流也有许多研究．例如，在平面带状区域 Ｄ ＝

{ （ｘ，ｙ） ｜ － １ ＜ ｘ ＜ １，ｙ ∈ Ｒ } ，如果曲线 Γ ｔ 是某个函数 ｙ ＝ ｕ（ｘ，ｔ） 的图像，那么

　 　 Ｖ ＝
ｕｔ

１ ＋ ｕ２
ｘ

， ｎ ＝
（ － ｕｘ，１）

１ ＋ ｕ２
ｘ

， κ ＝
ｕｘｘ

（１ ＋ ｕ２
ｘ） ３ ／ ２，

则方程（１）等价于

　 　 ｕｔ ＝ Ａ（ｎ）
ｕｘｘ

１ ＋ ｕ２
ｘ

＋ Ｂ（ｎ） １ ＋ ｕ２
ｘ ，　 　 － １ ＜ ｘ ＜ １， ｔ ＞ ０． （２）

为了保证问题的适定性，当曲线与区域的边界相交时，需要附加一些边界条件．一类广泛使用的边界条

件是曲线与区域边界成特定角度： ｕｘ（ － １，ｔ） ＝ ｇ１，ｕｘ（１，ｔ） ＝ ｇ２ （参见文献［５］）．
１９９３ 年， Ａｌｔｓｃｈｕｌｅｒ 和 Ｗｕ［５］考虑了 Ａ ＝ １， Ｂ ＝ ０， ｇ１ ＜ ０ ＜ ｇ２ 且 ｇ１， ｇ２ 都是常数的情形， 证明了问题

的无界解最终收敛到一个行波解（ｔｒａｎｓｌａｔｉｎｇ ｓｏｌｕｔｉｏｎ）： ｕ（ｘ，ｔ）＝ φ（ｘ） ＋ ｃｔ ．２０１１ 年， Ｃａｉ 和 Ｌｏｕ［１０］考虑了 ｇｉ ＝
ｇ ± （ ｔ）（ ｉ ＝ １，２），且 ｇｉ 是周期函数的情形，得到了无界解会收敛到一个周期行波解的结论．２０１９ 年，Ｙｕａｎ 和

Ｌｏｕ［１１］考虑了 ｇ１ ＝ ０，ｇ２ ＝ ｇ（ ｔ，ｕ），且 ｇ（ ｔ，ｕ（１，ｔ）） 是渐近周期函数的情形．他们构造了一个整体解（详见下

文），这个整体解把负无穷远处（时间和空间上）的周期行波和正无穷远处（时间和空间上）的周期行波连接

起来．
由以上工作可知，研究者们已经考虑了对于方程（２）的边界角度为常数、周期函数等情况下的问题．本文

将考虑方程中的系数和边界条件均为时间渐近周期的情形，即如下拟线性抛物方程的 Ｎｅｕｍａｎｎ 边值问题：

　 　
ｕｔ ＝ ａ（ ｔ）

ｕｘｘ

１ ＋ ｕ２
ｘ

＋ ｂ（ ｔ） １ ＋ ｕ２
ｘ ， － １ ＜ ｘ ＜ １， ｔ ＞ ０，

ｕｘ（ ± １，ｔ） ＝ ± ｇ（ ｔ）， ｔ ＞ ０，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（３）

其中函数 ａ（ ｔ），ｂ（ ｔ），ｇ（ ｔ） 满足以下条件：
（Ｈ１） ａ（ ｔ），ｂ（ ｔ），ｇ（ ｔ） ∈ Ｃ１ 且 ａ（ ｔ），ｂ（ ｔ） ＞ ０．
（Ｈ２） ０ ＜ ｇ０ ｉｎｆ ｇ（ ｔ） ＜ ｇ０ ｓｕｐ ｇ（ ｔ） ＜ ∞ ．
（Ｈ３） 设 ａ（ ｔ），ｂ（ ｔ），ｇ（ ｔ） 都是正无穷方向的 Ｔ ＋ ⁃ 渐近周期函数，其极限 Ｔ ＋ ⁃ 周期函数 Ａ ＋（ ｔ），Ｂ ＋（ ｔ），

Ｇ ＋（ ｔ） 均为正；也假设它们是负无穷方向的 Ｔ － ⁃ 渐近周期函数，其极限 Ｔ － ⁃ 周期函数 Ａ －（ ｔ），Ｂ －（ ｔ），Ｇ －（ ｔ） 均

为正．
所谓渐近周期函数，其定义如下：
定义 １　 设 ｐ（ ｔ） 是在 Ｒ 上有定义的函数，称它是正无穷方向上的 Ｔ ＋ ⁃ 渐近周期函数：如果存在以 Ｔ ＋ 为

周期的函数 Ｐ ＋（ ｔ）， 使得ｌｉｍｔ→＋∞ ｜ ｐ（ ｔ） － Ｐ ＋（ ｔ） ｜ ＝ ０．类似地，称它是负无穷方向的 Ｔ － ⁃ 渐近周期函数：如果

存在 Ｔ － ⁃ 周期函数 Ｐ －（ ｔ），使得ｌｉｍｔ→－∞ ｜ ｐ（ ｔ） － Ｐ －（ ｔ） ｜ ＝ ０．
本文将在条件（Ｈ１） ～ （Ｈ３）下讨论问题（３）的整体解．所谓整体解就是指时间定义于整个 Ｒ 上的解（见

文献［１２］及其参考文献）．行波解或周期行波解当然是整体解（关于反应扩散方程格动力系统的这类解参见

文献［１３⁃１５］等及其参考文献，关于曲率流方程的这类解参见文献［５，１０］等）．但是问题（３）中的 ａ（ ｔ），ｂ（ ｔ），
ｇ（ ｔ） 非常数或周期函数，因此，它不存在行波解或周期行波解，但是我们可以证明它有整体解，而且在正负
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无穷时间处是渐近于周期行波解的．

１　 整体解的存在唯一性

本节研究了整体解的存在性和唯一性．
１．１　 整体解的存在性

为了研究问题（３）的整体解的存在性，考虑问题（３）的初值为 ｕ（ｘ，０） ＝ ψ（ｘ），ｘ ∈ ［ － １，１］，其中 ψ（ｘ）
∈ Ｃ２（［ － １，１］），且 ψ（ｘ） 满足相容性条件：ψ′（１） ＝ ｇ（０），ψ′（ － １） ＝ － ｇ（０） ．下面考虑一族特殊的问题：

　 　

Ｗｔ ＝ ａ（ ｔ － ｍ）
Ｗｘｘ

１ ＋ Ｗ２
ｘ

＋ ｂ（ ｔ － ｍ） １ ＋ Ｗ２
ｘ ， － １ ＜ ｘ ＜ １， ｔ ＞ ｍ，

Ｗｘ（ ± １，ｔ） ＝ ± ｇ（ ｔ － ｍ）， ｔ ＞ ｍ，

Ｗ（ｘ，０） ＝ ｇ（ － ｍ）
２

ｘ２， － １ ≤ ｘ ≤ １ ．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

（４）

引理 １　 若问题（４）中的系数函数 ａ，ｂ，ｇ 满足条件（Ｈ１） ～ （Ｈ３），则问题（４）的任意全局古典解 Ｗ（ｘ，ｔ）
满足 ｜ Ｗｘ（ｘ，ｔ） ｜ ≤ ｇ０，（ｘ，ｔ） ∈ ［ － １，１］ × ［０， ＋ ∞） ．

证明　 令 η ＝ Ｗｘ，对于 η 满足的问题，利用极值原理的方法可得出结论． □
定义 ２　 Ｕｍ（ｘ，ｔ） ＝ Ｗ（ｘ，ｔ ＋ ｍ） － Ｗ（０，ｍ），（ｘ，ｔ） ∈ ［ － １，１］ × ［ － ｍ， ＋ ∞），则 Ｕｍ（０，０） ＝ ０．
引理 ２　 由 Ｕｍ（ｘ，ｔ） 的定义，得
　 　 ｜ Ｕｍｘ（ｘ，ｔ） ｜ ≤ ｇ０，　 　 （ｘ，ｔ） ∈ ［ － １，１］ × ［ － ｍ， ＋ ∞） ． （５）
证明　 由 Ｕｍ（ｘ，ｔ） 的定义得 Ｕｍｘ（ｘ，ｔ） ＝ Ｗｘ（ｘ，ｔ）， 由引理 １ 可直接得出结论． □
下面，我们将利用上下解方法对 Ｕｍ（ｘ，ｔ） 进行估计．首先考虑如下常系数问题：

　 　
Ｗｔ ＝ α

Ｗｘｘ

１ ＋ Ｗ２
ｘ

＋ β １ ＋ Ｗ２
ｘ ， － １ ＜ ｘ ＜ １， ｔ ＞ ｍ，

Ｗｘ（ ± １，ｔ） ＝ ± ｋ， ｔ ＞ ｍ，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（６）

其中 α，β，ｋ都是正数．这个问题的行波解就是形如Ｗ（ｘ，ｔ） ＝ φ（ｘ） ＋ ｃｔ的解，其中 ｃ ＞ β ［１６］ ．这里（ｃ，φ） 是下

面问题的解：

　 　
ｃ ＝ α

φ ｘｘ

１ ＋ φ２
ｘ

＋ β １ ＋ φ２
ｘ ，　 　 － １ ＜ ｘ ＜ １，

φ ｘ（ ± １） ＝ ± ｋ，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（７）

并且 φ（ｘ） 满足正规化条件 φ（０） ＝ ０．当问题（７） 有解时，我们记为（ｃ（α，β，ｋ），φ（ｘ；α，β，ｋ）） ．
命题 １［１０］ 　 对 ∀ｋ ＞ ０， 问题（７）有唯一解 （ｃ（α，β，ｋ），φ（ｘ；α，β，ｋ）），且 φ（ｘ；α，β，ｋ） 满足

　 　 ｜ φ（ｘ；α，β，ｋ） ｜ ≤ ｋ， ｜ φ ｘ（ｘ；α，β，ｋ） ｜ ≤ ｋ，　 　 ｘ ∈ ［ － １，１］ ．
引理 ３　 对于 ∀ｘ ∈ ［ － １，１］，ｔ ≥－ ｍ，ｓ ＞ － ｍ，存在仅依赖于 ｇ０ 的 Ｍ ＞ ０， 使得

　 　 ｃ０ｓ － Ｍ ≤ Ｕｍ（ｘ，ｔ ＋ ｓ） － Ｕｍ（ｘ，ｔ） ≤ ｃ０ｓ ＋ Ｍ，　 　 （ｘ，ｔ） ∈ ［ － １，１］ × ［０， ＋ ∞） ． （８）
证明　 对 ∀ｘ ∈ ［ － １，１］，ｔ ≥－ ｍ，ｓ ＞ － ｍ，令 ｈ（ｘ，ｓ） Ｕｍ（ｘ，ｔ ＋ ｓ） － Ｕｍ（０，ｔ），则 ｈ（ｘ，ｓ） 满足

　 　
ｈｓ ＝ ａ（ ｔ ＋ ｓ）

ｈｘｘ

１ ＋ ｈ２
ｘ

＋ ｂ（ ｔ ＋ ｓ） １ ＋ ｈ２
ｘ ， － １ ＜ ｘ ＜ １， ｓ ＞ － ｍ，

ｈｘ（ ± １，ｓ） ＝ ± ｇ（ ｔ ＋ ｓ）， ｓ ＞ － ｍ，
ｈ（ｘ，０） ＝ Ｕｍ（ｘ，ｔ） － Ｕｍ（０，ｔ）， － １ ≤ ｘ ≤ １ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（９）

由式（５）得 ｈ（ｘ，０） ∈ ［ － ｇ０，ｇ０］ ．易得到 φ（ｘ；ａ０，ｂ０，ｇ０） ＋ ｃ０ｓ ＋ ｇ０ 和 φ（ｘ；ａ０，ｂ０，ｇ０） ＋ ｃ０ｓ － ｇ０ 分别是问题

（９）的上下解．根据命题 １ 得

　 　 ｃ０ｓ － ２ｇ０ ≤ ｈ（ｘ，ｓ） ≤ ｃ０ｓ ＋ ２ｇ０ ． （１０）
又因为 Ｕｍ（ｘ，ｔ ＋ ｓ） － Ｕｍ（ｘ，ｔ） ＝ ［Ｕｍ（ｘ，ｔ ＋ ｓ） － Ｕｍ（０，ｔ）］ － ［Ｕｍ（ｘ，ｔ） － Ｕｍ（０，ｔ）］ ＝ ｈ（ｘ，ｓ） － ｈ（ｘ，０），所

２８１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２１ 年　 第 ４２ 卷



以 ｃ０ｓ － ３ｇ０ ≤ Ｕｍ（ｘ，ｔ ＋ ｓ） － Ｕｍ（ｘ，ｔ） ≤ ｃ０ｓ ＋ ３ｇ０ ．令 Ｍ ＝ ３ｇ０， 则

　 　 ｃ０ｓ － Ｍ ≤ Ｕｍ（ｘ，ｔ ＋ ｓ） － Ｕｍ（ｘ，ｔ） ≤ ｃ０ｓ ＋ Ｍ ． □
引理 ４　 由 Ｕｍ（ｘ，ｔ） 的定义得，当 ｔ → ±∞ 时，Ｕｍ（·，ｔ） → ±∞ ．
证明　 在式（８）中， 令 ｔ ＝ ０， 得 ｃ０ｓ － Ｍ≤Ｕｍ（ｘ，ｓ） － Ｕｍ（ｘ，０） ≤ ｃ０ｓ ＋ Ｍ ．再令 ｓ ＝ ｔ，得 ｃ０ ｔ － Ｍ≤Ｕｍ（ｘ，

ｔ） － Ｕｍ（ｘ，０） ≤ ｃ０ ｔ ＋ Ｍ ．因为 Ｕｍ（０，０） ＝ ０， ｜ Ｕｍｘ ｜ ≤ ｇ０， 由 Ｌａｇｒａｎｇｅ 中值定理得 ｜ Ｕｍ（ｘ，０） ｜ ≤ ｇ０， 因此

　 　 ｃ０ ｔ － ４ｇ０ ≤ Ｕｍ（ｘ，ｔ） ≤ ｃ０ ｔ ＋ ４ｇ０ ． （１１）
由上式得当 ｔ →＋ ∞ 时，Ｕｍ（·，ｔ） →＋ ∞；当 ｔ →－ ∞ 时，Ｕｍ（·，ｔ） →－ ∞ ． □

引理 ５　 由 Ｕｍ（ｘ，ｔ） 的定义得，对 ∀μ ∈ （０，１），τ ＞ － ｍ， 有

　 　 ‖Ｕｍ（ｘ，ｔ）‖Ｃ２＋μ，１＋μ ／ ２（［ －１，１］ ×［ －τ，τ］） ≤ ｃ０τ ＋ ｃ ． （１２）
证明　 由式（１１）得，当 ｔ ∈ ［０，τ］ 时， － ４ｇ０ ≤ Ｕｍ（ｘ，ｔ） ≤ ｃ０τ ＋ ４ｇ０；当 ｔ∈［ － τ，０］ 时， － ｃ０τ － ４ｇ０ ≤

Ｕｍ（ｘ，ｔ） ≤ ４ｇ０ ．因此 ｜ Ｕｍ（ｘ，ｔ） ｜ ≤ ｃ０τ ＋ ４ｇ０，（ｘ，ｔ） ∈ ［ － １，１］ × ［ － τ，τ］ ．由抛物方程的基本理论［１０⁃１１］得

估计式（１２）． □
定理 １　 假设条件（Ｈ１） ～ （Ｈ３）成立， 则问题（３）至少存在一个整体解 Ｕ（ｘ，ｔ）， 且满足以下性质：
􀃠 Ｕ（ｘ，ｔ） ∈ Ｃ２＋μ，１＋μ ／ ２（［ － １，１］ × Ｒ）；
􀃡 ｜ Ｕｘ ｜ ≤ ｇ０；
􀃢 对 ∀ｔ ∈ Ｒ，ｓ ＞ ０，ｘ ∈ ［ － １，１］，存在仅依赖于 ｇ０ 的 Ｍ ＞ ０， 使得

　 　 ｃ０ｓ － Ｍ ≤ Ｕ（ｘ，ｔ ＋ ｓ） － Ｕ（０，ｔ） ≤ ｃ０ｓ ＋ Ｍ；
􀃣 当 ｔ → ±∞ 时，Ｕ（·，ｔ） → ±∞ ．
证明　 􀃠 由 Ｕｍ（ｘ，ｔ） 的定义可得，Ｕｍ（ｘ，ｔ） 满足

　 　
Ｕｍｔ ＝ ａ（ ｔ）

Ｕｍｘｘ

１ ＋ Ｕ２
ｍｘ

＋ ｂ（ ｔ） １ ＋ Ｕ２
ｍｘ ， － １ ＜ ｘ ＜ １， ｔ ＞ － ｍ，

Ｕｍｘ（ ± １，ｔ） ＝ ± ｇ（ ｔ）， ｔ ＞ － ｍ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１３）

由式（５）和式（１２）得，存在 {ｍ } 的一个子列 {ｍ ｊ } 和函数Ｕτ（ｘ，ｔ） ∈ Ｃ２＋μ，１＋μ ／ ２（［ － １，１］ × ［ － τ，τ］），使得

ｌｉｍ ｊ→∞ ‖Ｕｍｊ
（ｘ，ｔ） －Ｕτ（ｘ，ｔ）‖Ｃ２，１（［ －１，１］ ×［ －τ，τ］） ＝ ０．利用 Ｃａｎｔｏｒ 对角化方法，得到 {ｍ } 的一个子列 {ｍ′ｊ } 和函

数 Ｕ（ｘ，ｔ） ∈ Ｃ２＋μ，１＋μ ／ ２（［ － １，１］ × Ｒ），使得在 Ｃ２，１
ｌｏｃ （［ － １，１］ × Ｒ） 拓扑下，Ｕｍ′ｊ（ｘ，ｔ） → Ｕ（ｘ，ｔ），则 Ｕ（ｘ，ｔ）

是原问题的一个整体解．
令 ｍ ＝ ｍ′ｊ，当 ｍ → ∞ 时，问题（１３）两边取极限，得整体解 Ｕ（ｘ，ｔ） 满足

　 　
Ｕｔ ＝ ａ（ ｔ）

Ｕｘｘ

１ ＋ Ｕ２
ｘ

＋ ｂ（ ｔ） １ ＋ Ｕ２
ｘ ， － １ ＜ ｘ ＜ １， ｔ ∈ Ｒ，

Ｕｘ（ ± １，ｔ） ＝ ± ｇ（ ｔ）， ｔ ∈ Ｒ，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１４）

且　 　 　 Ｕ（０，０） ＝ ０．
􀃡 令 ｍ → ∞， 由式（５）可直接得结论．
􀃢 由式（１０）得 ｃ０ｓ － Ｍ ≤ Ｕｍ（ｘ，ｔ ＋ ｓ） － Ｕｍ（０，ｔ） ≤ ｃ０ｓ ＋ Ｍ，令 ｍ → ∞ 得出结论．
􀃣 证明过程类似引理 ４． □

１．２　 整体解的唯一性

本小节主要研究整体解的唯一性．设 Ｕ（ｘ，ｔ） 和 Ｗ（ｘ，ｔ） 都是问题（３）的整体解，且都满足定理 １ 中的性

质􀃠～􀃣．下面将说明 Ｗ（ｘ，ｔ） 是 Ｕ（ｘ，ｔ） 的一个空间平移．首先对每一个固定的 ｔ ∈ Ｒ， 定义

　 　 Ｄ（ ｔ） ｍａｘ {Ｄ ｜ Ｕ（ｘ，ｔ） ＋ Ｄ ≤ Ｗ（ｘ，ｔ）， ｘ ∈ ［ － １，１］ } ，
　 　 Λ（ ｔ） ｍｉｎ {Λ ｜ Ｗ（ｘ，ｔ） ≤ Ｕ（ｘ，ｔ） ＋ Ｄ（ ｔ） ＋ Λ， ｘ ∈ ［ － １，１］ } ．
引理 ６　 函数 Ｄ（ ｔ） 和 Λ（ ｔ） 满足以下性质：
􀃠 Ｄ（ ｔ） 单调递增，Λ（ ｔ） 单调递减．
􀃡 当 ｔ ≥ ０ 时，Ｄ（ ｔ） 有界；当 ｔ ∈ Ｒ 时，Λ（ ｔ） 有界．
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􀃢 若 ∃ｔ０，使得 Λ（ ｔ０） ＝ ０，则 ∃Ｄ０ ∈ Ｒ，使得对 ∀ｔ ＞ ｔ０，Ｕ（·，ｔ） ＋ Ｄ０ ≡ Ｗ（·，ｔ）；若 ∃ｔ０， 使得 Λ（ ｔ０）
＞ ０，则对 ∀ｔ ＜ ｔ０，Λ（ ｔ） ＞ ０ 且 Λ（ ｔ） 严格单调递减．

证明　 􀃠 由 Ｄ（ ｔ） 和 Λ（ ｔ） 的定义得，对任意固定的 ｔ ∈ Ｒ，ｘ ∈ ［ － １，１］， 有

　 　 Ｕ（ｘ，ｔ） ＋ Ｄ（ ｔ） ≤ Ｗ（ｘ，ｔ） ≤ Ｕ（ｘ，ｔ） ＋ Ｄ（ ｔ） ＋ Λ（ ｔ） ． （１５）
令 ｔ ＝ ｔ ＋ ｓ， 得

　 　 Ｕ（ｘ，ｔ ＋ ｓ） ＋ Ｄ（ ｔ ＋ ｓ） ≤ Ｗ（ｘ，ｔ ＋ ｓ） ≤ Ｕ（ｘ，ｔ ＋ ｓ） ＋ Ｄ（ ｔ ＋ ｓ） ＋ Λ（ ｔ ＋ ｓ） ． （１６）
对式（１５），利用极值原理得

　 　 Ｕ（ｘ，ｔ ＋ ｓ） ＋ Ｄ（ ｔ） ≤ Ｗ（ｘ，ｔ ＋ ｓ） ≤ Ｕ（ｘ，ｔ ＋ ｓ） ＋ Ｄ（ ｔ） ＋ Λ（ ｔ） ． （１７）
比较式（１６）和式（１７），得 Ｄ（ ｔ） ≤ Ｄ（ ｔ ＋ ｓ），Ｄ（ ｔ） ＋ Λ（ ｔ） ≥ Ｄ（ ｔ ＋ ｓ） ＋ Λ（ ｔ ＋ ｓ），所以 Ｄ（ ｔ） 单调递增，Λ（ ｔ）
单调递减．

􀃡 令 χ（ｘ，ｔ） ＝ Ｗ（ｘ，ｔ） － Ｕ（ｘ，ｔ）， 则

　 　

χ
ｔ ＝

ａ（ ｔ）
１ ＋ Ｗ ２

ｘ

χ
ｘｘ ＋

－ ａ（ ｔ）Ｕｘｘ（Ｗｘ ＋ Ｕｘ）
（１ ＋ Ｗ ２

ｘ ）（１ ＋ Ｕ２
ｘ）

＋
ｂ（ ｔ）（Ｗｘ ＋ Ｕｘ）

１ ＋ Ｗ ２
ｘ ＋ １ ＋ Ｕ２

ｘ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
χ
ｘ，

－ １ ＜ ｘ ＜ １， ｔ ∈ Ｒ，
χ
ｘ（ ± １，ｔ） ＝ ０， ｔ ∈ Ｒ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１８）

显然 χ－ ‖χ（ｘ，０）‖Ｌ∞ 是这个问题的上解，故 χ（ｘ，ｔ） ≤ χ－，ｘ∈［ － １，１］，ｔ≥０．从而Ｗ（ｘ，ｔ） ≤Ｕ（ｘ，ｔ） ＋ χ－，

ｘ ∈ ［ － １，１］，ｔ ≥ ０．由 Ｄ（ ｔ） 的定义可知当 ｔ ≥ ０ 时，Ｄ（ ｔ） ≤ χ－ ．
下面再证 Λ（ ｔ） 有界．由Ｄ（ ｔ） 和Λ（ ｔ） 的定义可知，对任何 ｔ∈Ｒ，存在 ｘ１（ ｔ），ｘ２（ ｔ） 使得Ｕ（ｘ１，ｔ） ＋ Ｄ（ ｔ）

＝ Ｗ（ｘ１，ｔ），Ｗ（ｘ２，ｔ） ＝ Ｕ（ｘ２，ｔ） ＋ Ｄ（ ｔ） ＋ Λ（ ｔ） ．因此，由 ｜ Ｗｘ ｜ ， ｜ Ｕｘ ｜ ≤ ｇ０ 及中值定理可得 Λ（ ｔ） ＝ Ｗ（ｘ２，
ｔ） － Ｕ（ｘ２，ｔ） － Ｄ（ ｔ） ≤ ４ｇ０ ＋ Ｗ（ｘ１，ｔ） － Ｕ（ｘ１，ｔ） － Ｄ（ ｔ） ＝ ４ｇ０ ．

􀃢 若 ∃ｔ０ ∈ Ｒ，使得 Λ（ ｔ０） ＝ ０，那么由 Ｄ（ ｔ） 和 Λ（ ｔ） 的定义可知

　 　 Ｕ（ｘ，ｔ０） ＋ Ｄ（ ｔ０） ≤ Ｗ（ｘ，ｔ０） ≤ Ｕ（ｘ，ｔ０） ＋ Ｄ（ ｔ０）， （１９）
即 Ｕ（ｘ，ｔ０） ＋ Ｄ（ ｔ０） ≡ Ｗ（ｘ，ｔ０），由此可得 Ｕ（ｘ，ｔ ＋ ｔ０） ＋ Ｄ（ ｔ０） ≡ Ｗ（ｘ，ｔ ＋ ｔ０），ｘ ∈ ［ － １，１］，ｔ ≥ ｔ０ ．再由

抛物方程倒向唯一性定理［１７］ 可知 Ｕ（ｘ，ｔ） ＋ Ｄ（ ｔ０） ≡ Ｗ（ｘ，ｔ），ｘ ∈ ［ － １，１］，ｔ ∈ Ｒ ．结论得证．
下面再证 ∃ｔ０ ∈ Ｒ 使得 Λ（ ｔ０） ＞ ０ 的情况．对任何 ｓ ＞ ０， 有

　 　 Ｕ（ｘ，ｔ０ － ｓ） ＋ Ｄ（ ｔ０ － ｓ） ≤， ≢ Ｗ（ｘ，ｔ０ － ｓ），
　 　 Ｗ（ｘ，ｔ０ － ｓ） ≤， ≢ Ｕ（ｘ，ｔ０ － ｓ） ＋ Ｄ（ ｔ０ － ｓ） ＋ Λ（ ｔ０ － ｓ），

使用强极值原理，对任何 ｔ ＞ ０ 有

　 　 Ｕ（ｘ，ｔ０ － ｓ ＋ ｔ） ＋ Ｄ（ ｔ０ － ｓ） ＜ Ｗ（ｘ，ｔ０ － ｓ ＋ ｔ），
　 　 Ｗ（ｘ，ｔ０ － ｓ ＋ ｔ） ＜ Ｕ（ｘ，ｔ０ － ｓ ＋ ｔ） ＋ Ｄ（ ｔ０ － ｓ） ＋ Λ（ ｔ０ － ｓ） ．
特别地，当 ｔ ＝ ｓ 时，有 Ｕ（ｘ，ｔ０） ＋ Ｄ（ ｔ０ － ｓ） ＜ Ｗ（ｘ，ｔ０），Ｗ（ｘ，ｔ０） ＜ Ｕ（ｘ，ｔ０） ＋ Ｄ（ ｔ０ － ｓ） ＋ Λ（ ｔ０ － ｓ），

再由 Ｄ（ ｔ），Λ（ ｔ） 的定义可知 Ｄ（ ｔ０ － ｓ） ＜ Ｄ（ ｔ０），Λ（ ｔ０ － ｓ） ＞ Λ（ ｔ０），这就证明了 Λ（ ｔ） 在 ｔ ＜ ｔ０ 时是严格递

减的． □
定理 ２　 设 Ｕ（ｘ，ｔ） 和 Ｗ（ｘ，ｔ） 都是问题（３）的整体解，都满足定理 １ 中的性质􀃠～􀃣，则 Ｗ（ｘ，ｔ） 是

Ｕ（ｘ，ｔ） 的一个空间平移，即存在 Ｄ０ ∈ Ｒ 使得

　 　 Ｗ（ｘ，ｔ） ≡ Ｕ（ｘ，ｔ） ＋ Ｄ０，　 　 （ｘ，ｔ） ∈ ［ － １，１］ × Ｒ ．
证明　 根据引理 ６，只需证明对 ∀ｔ ∈ Ｒ，Λ（ ｔ） ＝ ０ 即可．设 ∃ｔ０，使得 Λ（ ｔ０） ＞ ０，由引理 ６ 得当 ｔ →－ ∞

时，Λ（ ｔ） → Λ
－

＞ ０．定义

　 　 Ｕｎ（ｘ，ｔ） Ｕ（ｘ，ｔ － ｎ） － Ｕ（０， － ｎ），　 　 （ｘ，ｔ） ∈ ［ － １，１］ × Ｒ，
　 　 Ｗｎ（ｘ，ｔ） Ｗ（ｘ，ｔ － ｎ） － Ｕ（０， － ｎ），　 　 （ｘ，ｔ） ∈ ［ － １，１］ × Ｒ，

则 Ｕｎ（０，０） ＝ ０，Ｗｎ（０，０） ＝ Ｗ（０， － ｎ） － Ｕ（０， － ｎ） ＝ χ（０， － ｎ），且 Ｕｎ（ｘ，ｔ） 满足

４８１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２１ 年　 第 ４２ 卷



　 　
Ｕｎｔ ＝ ａ（ ｔ － ｎ）

Ｕｎｘｘ

１ ＋ Ｕ２
ｎｘ

＋ ｂ（ ｔ － ｎ） １ ＋ Ｕ２
ｎｘ ， － １ ＜ ｘ ＜ １， ｔ ∈ Ｒ，

Ｕｎｘ（ ± １，ｔ） ＝ ± ｇ（ ｔ － ｎ）， ｔ ∈ Ｒ，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（２０）

Ｗｎ（ｘ，ｔ） 满足

　 　
Ｗｎｔ ＝ ａ（ ｔ － ｎ）

Ｗｎｘｘ

１ ＋ Ｗ ２
ｎｘ

＋ ｂ（ ｔ － ｎ） １ ＋ Ｗ ２
ｎｘ ， － １ ＜ ｘ ＜ １， ｔ ∈ Ｒ，

Ｗｎｘ（ ± １，ｔ） ＝ ± ｇ（ ｔ － ｎ）， ｔ ∈ Ｒ，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（２１）

Ｕｎ（ｘ，ｔ） 和 Ｗｎ（ｘ，ｔ） 都满足定理 １ 中的性质􀃠～􀃣．类似定理 １ 的证明思路，可得到 { ｎ } 的一个子列 { ｎ ｊ }

和问题（２０）、（２１）的整体解 Ｕ∞ ，Ｗ∞ ，使得当 ｊ → ∞ 时，在 Ｃ２，１
ｌｏｃ （［ － １，１］ × Ｒ） 拓扑下，Ｕｎｊ（ｘ，ｔ） → Ｕ∞ ，

Ｗｎｊ（ｘ，ｔ） → Ｗ∞ ．对于整体解 Ｕｎｊ（ｘ，ｔ），Ｗｎｊ（ｘ，ｔ），可以定义对应的 Λ（ ｔ），不妨记为 ΛＵｎｊ
，Ｗｎｊ

（ ｔ） ．对于整体解

Ｕ∞（ｘ，ｔ），Ｗ∞（ｘ，ｔ），也可以定义对应的Λ（ ｔ），不妨记为ΛＵ∞ ，Ｗ∞
（ ｔ） ．因此ΛＵｎｊ

，Ｗｎｊ
（ ｔ） →ΛＵ∞ ，Ｗ∞

（ ｊ→∞），另一

方面 ΛＵｎｊ
，Ｗｎｊ

（ ｔ） ＝ ΛＵ，Ｗ（ ｔ － ｎ ｊ） → Λ
－
（ ｊ → ∞），所以 ΛＵ∞ ，Ｗ∞

≡ Λ
－
（ ｔ ∈ Ｒ）， 这与引理 ６ 矛盾． □

２　 整体解的 ω⁃ 和 α⁃ 极限

本节主要研究整体解的性质，特别是 ω⁃ 和 α⁃ 极限．首先定义：
　 　 Ｕｋ（ｘ，ｔ） ＝ Ｕ（ｘ，ｔ ＋ ｋＴ ＋） － Ｕ（０，ｋＴ ＋），　 　 ｋ ∈ Ｎ ＋， （ｘ，ｔ） ∈ ［ － １，１］ × Ｒ， （２２）

则 Ｕｋ（０，０） ＝ ０．
引理 ７　 设 Ｕｋ（ｘ，ｔ） 满足式（２２）的定义，则对 ∀μ ∈ （０，１），τ ＞ － ｍ， 有

　 　 ‖Ｕｋ（ｘ，ｔ）‖Ｃ２＋μ，１＋μ ／ ２（［ －１，１］ ×［ －τ，τ］） ≤ ｃ０τ ＋ ｃ ． （２３）
证明　 证明思路类似于引理 ５． □
我们需要引用一个周期情况下的结论．
引理 ８［５］ 　 假设条件（Ｈ１）、（Ｈ２）成立，如果 ａ（ ｔ），ｂ（ ｔ），ｇ（ ｔ） 都是光滑的周期函数，则问题（３）至少存

在一个整体解 Ｕ
－
（ｘ，ｔ） ∈ Ｃ２＋μ，１＋μ ／ ２（［ － １，１］ × Ｒ），且 Ｕ

－
（ｘ，ｔ） 是一个周期行波．

定理 ３　 假设条件（Ｈ１） ～ （Ｈ３）成立，则问题（３）的整体解 Ｕ（ｘ，ｔ） 把－∞处的周期行波和＋∞处的周期

行波连接起来，即
　 　 ｌｉｍ

ｋ→＋∞
Ｕ（ｘ，ｔ ＋ ｋＴ ＋） － Ｕ（０，ｋＴ ＋） ＝ Ｕ ＋（ｘ，ｔ）， （２４）

　 　 ｌｉｍ
ｋ→－∞

Ｕ（ｘ，ｔ － ｋＴ －） － Ｕ（０， － ｋＴ －） ＝ Ｕ －（ｘ，ｔ）， （２５）

其中 Ｕ ＋（ｘ，ｔ） 和 Ｕ －（ｘ，ｔ） 都是极限问题的周期行波，且 ｋ ∈ Ｎ ＋ ．
证明　 由 Ｕｋ（ｘ，ｔ） 的定义知，Ｕｋ（ｘ，ｔ） 满足

　 　
Ｕｋｔ ＝ ａ（ ｔ ＋ ｋＴ ＋）

Ｕｋｘｘ

１ ＋ Ｕ２
ｋｘ

＋ ｂ（ ｔ ＋ ｋＴ ＋） １ ＋ Ｕ２
ｋｘ ， － １ ＜ ｘ ＜ １， ｔ ∈ Ｒ，

Ｕｋｘ（ ± １，ｔ） ＝ ± ｇ（ ｔ ＋ ｋＴ ＋）， ｔ ∈ Ｒ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２６）

由 ｜ Ｕｋｘ（ｘ，ｔ） ｜ ≤ Ｍ１ 和引理 ７，得到 { ｋ } 的一个子列 { ｋｉ } 和函数 Ｕ ＋
τ （ｘ，ｔ） ∈ Ｃ２＋μ，１＋μ ／ ２（［ － １，１］ × ［ － τ，

τ］），使得 ｌｉｍｉ→＋∞ ‖Ｕｋｉ（ｘ，ｔ） － Ｕ ＋
τ （ｘ，ｔ）‖Ｃ２，１（［ －１，１］ ×［τ，τ］） ＝ ０．利用 Ｃａｎｔｏｒ 对角化方法，得到在 Ｃ２，１

ｌｏｃ （［ － １，１］
× Ｒ） 拓扑下，Ｕｋ′ｉ（ｘ，ｔ） →Ｕ ＋（ｘ，ｔ） ．令 ｋ ＝ ｋ′ｉ， 当 ｋ→＋ ∞ 时，得ｌｉｍｋ→＋∞ Ｕ（ｘ，ｔ ＋ ｋＴ ＋） － Ｕ（０，ｋＴ ＋） ＝Ｕ ＋（ｘ，
ｔ）， 即式（２４）成立．问题（２６）两边取极限得

　 　
Ｕ ＋

ｔ ＝ Ａ ＋（ ｔ）
Ｕ ＋

ｘｘ

１ ＋ Ｕ ＋２
ｘ

＋ Ｂ ＋（ ｔ） １ ＋ Ｕ ＋２
ｘ ， － １ ＜ ｘ ＜ １， ｔ ∈ Ｒ，

Ｕ ＋
ｘ （ ± １，ｔ） ＝ ± Ｇ ＋（ ｔ）， ｔ ∈ Ｒ，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２７）

则 Ｕ ＋（ｘ，ｔ） 是问题（２７）的一个整体解，且 Ｕ ＋（０，０） ＝ ０．因为 Ａ ＋（ ｔ），Ｂ ＋（ ｔ），Ｇ ＋（ ｔ） 是光滑的周期函数，由引
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理 ８ 得 Ｕ ＋（ｘ，ｔ） 是极限问题（２７）的一个周期行波，因此原问题的整体解的 ω⁃ 极限是一个周期行波．
为了证明式（２５），定义 Ｕ －ｋ ＝ Ｕ（ｘ，ｔ － ｋＴ －） － Ｕ（０， － ｋＴ －），ｋ ∈ Ｎ ＋，利用类似的方法直接得到

ｌｉｍｋ→－∞ Ｕ（ｘ，ｔ － ｋＴ －） － Ｕ（０， － ｋＴ －） ＝Ｕ －（ｘ，ｔ），且Ｕ －（ｘ，ｔ） 是相应极限问题的周期行波，因此原问题的整

体解的 α⁃ 极限是一个周期行波． □

３　 结　 　 论

本文研究了带状区域中具有渐近周期系数和边界条件的曲率流方程，得到了一个时间定义于整个实数

轴上的整体解，并刻画了该整体解在正负无穷时间处的 ω⁃ 和 α⁃ 极限，具体地讲：
１） 我们首先考虑了一列特殊的初边值问题，对它们的全局解进行先验估计和重整，从而得到了原问题

的一个整体解的结论，并采用向负无穷时间方向重整的办法，得到整体解（除去一个空间平移后）的唯一性．
２） 对于已经得到的整体解，通过向正 ／负无穷时间处做重整，并进行必要的先验估计，得到了整体解的

ω⁃和α⁃极限，它们分别是相应的极限问题（不是原问题）的周期行波解．因此，我们的整体解可以理解为像空

间中连接两个周期行波解的异宿轨．
本文在理论上有以下创新：所研究的问题具有渐近周期系数，这不同于以往被广泛研究的周期、几乎周

期等问题，是有新意和广泛性的课题；对于整体解性质的细致刻画有助于了解原问题完整的动力学行为．此
外，本文结论对应用领域中的一些问题也具有参考价值．本文所考虑的模型可以用来描述带状区域的相变过

程、晶体生长问题．在表面张力的作用下，界面与区域边界可以形成特定的夹角，在某些情况下，由于区域边

界材质的变化，所成夹角也会相应地变化．本文正是对这一类问题进行了研究，可以对相关的应用问题提供

理论依据．
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