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摘要：　 基于在分岔路口满足用户均衡原理的假定，研究了由三条路段和两个交叉路口组成的简单闭环路网的交

通流定常解问题，发现定常解参数及其性态依赖于路网上的车流总数：当车流总数不大于第一个临界值，或不小于

第二个临界值时，定常解在每一条路段上均为密度取常数的平凡解；否则，在瓶颈路口（上游最大流量大于下游最

大流量的路口）的上游路段将产生激波间断，呈排队等候现象．对分岔路口和交汇路口为瓶颈的情况，分别给出了

完整的解析结果．
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引　 　 言

交通分配问题是交通科学领域中十分重要的研究分支．它以路网为对象，研究由起点到终点的交通需求

和供给关系，即所谓的 Ｏ⁃Ｄ 对（ｏｒｉｇｉｎ⁃ｄｅｓｔｉｎａｔｉｏｎ ｐａｉｒ）关系．模型一般假定在起点的交通分配满足用户均衡或

系统最优的优化原理．其中，用户均衡是指从起点沿某一路径到达终点的旅行时间必须等于沿其他任一路径

的旅行时间，否则该路径不被选用；系统最优则是指路网上所有用户旅行时间的总和达到最小．然而，在经典

的交通分配模型中，在路段上的交通密度被简单假定或预设为常数，因此不能真实描述交通流动力学行为，
尤其是在路口上游的排队现象［１⁃２］ ．改进的唯一途径是将描述路段的交通流模型推广到路网，然后再将其结

果或算法应用于交通分配问题．
将描述路段的交通流模型推广到路网，关键是解决在路口处的流量分配问题，从而获得模型在每一路段

上的边界条件，用双曲守恒律理论的术语讲，就是要求解模型在路口处的 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题，相关工作可参考文

献［３⁃７］．直接或间接基于上述领域的研究成果，Ｌｏ 等［８］首先将 ＣＴ（ｃｅｌｌ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ）模型［４］应用于求解动态交

通分配问题，后续类似的工作可参考文献［９⁃１１］．此外，Ｊｉａｎｇ 等［１２］ 和 Ｌｉｎ 等［１３］ 将 ＬＷＲ（Ｌｉｇｈｔｈｉｌｌ⁃Ｗｈｉｔｈａｍ⁃
Ｒｉｃｈａｒｄｓ）交通流模型［１４⁃１５］引入到所谓的二维交通分配问题中．这些工作改进了经典的交通流分配模型，能够

较好地反映问题的交通流动力学特性．
对静态交通分配模型的改进，显然应该合理采用交通流模型（如 ＬＷＲ 模型或 ＣＴ 模型）的定常解，即应

该包括激波间断，从而能够描述在交叉路口的排队现象．然而，相关工作我们只查询到关于 ＬＷＲ 模型定常解

存在性和稳定性研究的两篇论文［１６⁃１７］ ．由于针对的是一般路网，上述工作并未给出求解细节，尚有很多关键

问题需要研究．事实上，对一般路网而言，解析求解包含激波间断的定常解将极具挑战性．
本文在一个简单环形路网上解析求解 ＬＷＲ 模型的定常解，不仅得以给出较为完整的解析结果，而且能

够深入细节和本质，从而为求解一般路网的定常解提供关键性思路．选择环形路网是由于可以建立路网上车

流总数与定常解参数和性态之间的依赖关系，其简单概括为，由一个分岔路口经两条不等长路段（路段 １ 和

２）到达另一个交汇路口，再沿另一条路段（路段 ３）返回分岔路口．另一方面，该路网则是对一个更加简单的

非均匀环形路段的推广［１８］ ．本文在交叉口处的交通流“耦合”采用了较为直观和通俗易懂的描述方式，但其

推导过程和所得结果都是基于双曲守恒律方程间断解理论，涉及 Ｒｉｅｍａｎｎ 间断分解及其熵条件等问题，可参

考文献［６，１９］．在数学上相对弱化的讨论则是基于需求⁃供给函数约束条件下的交通流量优化问题，可参考

文献［３，２０⁃２２］．其求解的主要思想可做如下简述．
基于用户均衡条件和路口处质量守恒（总流出等于总流入），导出在每一路段上密度为常数的定常解

（平凡解）．然而，结果表明，该定常解集在路网总流量达到最大值时在路段 ３（或路段 １ 和 ２）的密度变化是跳

跃间断的，同时导致车流总数 Ｎ 的变化也是跳跃间断，由第一临界值 Ｎ∗
１ 跳至第二临界值 Ｎ∗

２ ．为使定常解对

Ｎ 连续依赖，对属于区间（Ｎ∗
１ ，Ｎ∗

２ ） 的 Ｎ，将其他所有信息保留为 Ｎ ＝ Ｎ∗
１ 时的信息，只在路段 ３（或路段 １ 和

２） 上引入激波间断，使激波下游长度随 Ｎ 的增加而增长，直至等于路段 ３ （或路段 １ 和 ２） 的长度，此时 Ｎ ＝
Ｎ∗

２ ．在以上的描述中，当在路段 ３ 的最大流量大于路段 １ 和 ２（在用户均衡约束条件下）的总最大流量时，则
在路段 ３ 引入激波间断，否则在路段 １ 和 ２ 引入激波间断．上述求解思想是本文的主要创新点，也为研究一

般路网的定常解提供了关键思路．
本文各节内容安排如下：第 １ 节，讨论了具有同一出发地和目的地的两条路段，包括定常解所满足的用

４２１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２１ 年　 第 ４２ 卷



户均衡条件以及受此约束的最大通行能力；第 ２ 节，讨论了路网定常解并给出完整的求解步骤，分析输出结

果；第 ３ 节，总结全文．

１　 具有同一出发和目的地的两条路段交通流分配

将交通流比拟为某种可压缩的连续介质，同时满足流量⁃密度函数关系： ｑｉ（ｘ，ｔ） ＝ ｑｉ（ρｉ（ｘ，ｔ）） ．则由质量

守恒可导出在路网上某第 ｉ 路段的密度所满足的偏微分方程：

　 　
∂ρｉ

∂ｔ
＋

∂ｑｉ（ρｉ）
∂ｘ

＝ ０，　 　 ｘ ∈ ［０，Ｌｉ］， （１）

其中， ρｉ（ｘ，ｔ） 和 ｑｉ（ρｉ（ｘ，ｔ）） 分别为 ｔ时刻在 ｘ位置处的车流密度和流量，Ｌｉ 为路段长度．在 ｔ时刻 ｘ位置处的

平均交通速度可定义为 ｖｉ（ｘ，ｔ） ＝ ｑｉ（ρｉ（ｘ，ｔ）） ／ ρｉ（ｘ，ｔ） ．方程（１）即为著名的 ＬＷＲ 模型［１４⁃１５］ ．
１．１　 路段定常解表示

ＬＷＲ 模型在第 ｉ 路段的定常解是指与时间 ｔ 无关的解，具有如下的激波间断结构：

　 　 ρｉ（ｘ） ＝
ρｕ
ｉ ，　 　 ０ ≤ ｘ ＜ Ｌｕ

ｉ ，

ρｄ
ｉ ，　 　 Ｌｕ

ｉ ≤ ｘ ≤ Ｌｉ，
{ （２）

其中， ρｕ
ｉ ∈ ［０，ρ∗

ｉ ］，ρｄ
ｉ ∈ （ρ∗

ｉ ，ρｍ
ｉ ］ 分别为激波上游和下游路段的密度．定常解则是指流量为常数的解，因此

在激波两侧有

　 　 ｑｉ（ρｕ
ｉ ） ＝ ｑｉ（ρｄ

ｉ ） ＝ ｑｉ， （３）
此时解结构为所谓的“不动的激波”，显然满足所谓的 Ｒ⁃Ｈ 间断条件［１９］ ．只有当分段点坐标 Ｌｕ

ｉ ＝ Ｌｉ，或 Ｌｕ
ｉ ＝ ０

时，定常解退化为平凡解，分别表示自由流和拥塞流．
１．２　 基于两条不等长路径的用户均衡条件

假设路段 １ 和 ２ 由分岔路口 ＪＤ 和汇入路口 ＪＭ 连接，由 ＪＤ 出发到达 ＪＭ 的交通流用户，可选择路段 １或路

段 ２．上述路径选择需满足所谓的用户均衡条件，即当其中一条路段有用户选择时，沿该路段由 ＪＤ 到达 ＪＭ 的

旅行时间（费用）不能大于走另外一条路段的时间（费用） ［１⁃２］ ．换言之，路段 １ 和 ２ 均有用户选择，当且仅当

其旅行时间相等．
本文主要研究两条路段长度不等时用户均衡条件对交通流的影响，因此，我们不妨假设 Ｌ１ ＜ Ｌ２ ．为简化

问题，假设路段１和２的最大密度均为 ρｊａｍ，而且在所涉及的三条路段上畅行速度均为 ｖｆ ．在后面的讨论中，除
非特殊声明，所有密度量均除以 ρｊａｍ，速度量除以 ｖｆ，流量除以 ｖｆρｊａｍ ．因此，在路段 １ 和 ２ 上的速度和流量函数

可表示为

　 　 ｖｉ ＝ ｖ（ρｉ）， ｑｉ ＝ ρｉｖ（ρｉ） ≡ ｑ（ρｉ），　 　 ρｉ ∈ ［０，１］， ｉ ＝ １，２， （４）
其中， ｖ′（ρｉ） ＜ ０，ｖ（０） ＝ １，ｖ（１） ＝ ０； ｑ″（ρｉ） ＜ ０，ｑ在唯一的极值点 ρｉ ＝ ρ∗ 处取最大值 ｑ∗，ｑ′（ρ∗） ＝ ０．为便

于识别，也记 ρ∗ ＝ ρ∗
１ ＝ ρ∗

２ ，ｑ∗ ＝ ｑ∗
１ ＝ ｑ∗

２ ．在路段 １ 和 ２ 的旅行时间记为

　 　 Ｔｉ（ρｕ
ｉ ，Ｌｕ

ｉ ） ＝
Ｌｕ
ｉ

ｖ（ρｕ
ｉ ）

＋
Ｌｄ
ｉ

ｖ（ρｄ
ｉ ）

＝
Ｌｕ
ｉ ρｕ

ｉ ＋ Ｌｄ
ｉ ρｄ

ｉ

ｑｉ
，　 　 ｉ ＝ １，２， （５）

其中， Ｌｄ
ｉ ＝ Ｌｉ － Ｌｕ

ｉ ．显然，当 ρｕ
ｉ ＝ ０，Ｌｕ

ｉ ＝ Ｌｉ 时，Ｔｉ（ρｕ
ｉ ，Ｌｕ

ｉ ） 取最小值．注意到在路段 ２ 的最小旅行时间不小于在

路段 １ 的最小旅行时间，则由 ＪＤ 到 ＪＭ 的用户均衡条件为

　 　 Ｔ２（ρｕ
２，Ｌｕ

２） ＝
Ｔ２（０，Ｌ２）， Ｔ２（０，Ｌ２） ≥ Ｔ１（ρｕ

１，Ｌｕ
１），

Ｔ１（ρｕ
１，Ｌｕ

２）， Ｔ２（０，Ｌ２） ＜ Ｔ１（ρｕ
１，Ｌｕ

１），{ （６）

其中，第一个等式成立时，表明没有用户选择路段 ２．
１．３　 基于用户均衡约束的最大通行能力

路段 １ 和 ２ 的最大通行能力（ｃａｐａｃｉｔｙ）均为函数 ｑ（ρｉ） 的最大值 ｑ∗ （式（４））．若不考虑用户均衡条件的

约束，则由 ＪＤ 到 ＪＭ 的最大通行能力显然为 ２ｑ∗ ． 然而，受用户均衡约束，上述最大通行能力显然小于

２ｑ（ρ∗），除非 Ｌ１ ＝ Ｌ２，以下将其记为 ｑ∗
１２ ．
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我们指出， ｑ∗
１２ 只能在路段１和２都没有激波时达到．否则，若在某路段 ｉ（ ｉ ＝ １或２） 上， 当定常解有激波，

即 Ｌｕ
ｉ ∈（０，Ｌｉ） 时， ｑ１ ＋ ｑ２ 取得最大值， 那么对于该路段固定的旅行时间 Ｔｉ（ρｕ

ｉ ，Ｌｕ
ｉ ）（式（５））， 显然可找到 ρ ｉ

使得

　 　
Ｌｉ

ｖ（ρ ｉ）
＝

Ｌｕ
ｉ

ｖ（ρｕ
ｉ ）

＋
Ｌｄ
ｉ

ｖ（ρｄ
ｉ ）

⇒ ｖ（ρｄ
ｉ ） ＜ ｖ（ρ ｉ） ＜ ｖ（ρｕ

ｉ ） ⇒ ρｕ
ｉ ＜ ρ ｉ ＜ ρｄ

ｉ ．

由于函数 ｑ（ρｉ） 在 ρｉ ∈ ［ρｕ
ｉ ，ρ∗

ｉ ］ 严格单增，在 ρｉ ∈ ［ρ∗
ｉ ，ρｄ

ｉ ］ 严格单减（式（４）），且 ｑ（ρｕ
ｉ ） ＝ ｑ（ρｄ

ｉ ）（式（３）），
必然有 ｑ（ρ ｉ） ＞ ｑ（ρｕ

ｉ ） ＝ ｑ（ρｄ
ｉ ） ．这表明在该路段可以用平凡解 ρｉ ＝ ρ ｉ 代替假设的激波结构，其旅行时间不变

却使得该路段上的流量增加．这一结果与该路段上具有激波结构时 ｑ１ ＋ ｑ２ 取得最大值的假设相矛盾．
因此，只需设定路段 １ 和 ２ 均为平凡解，在用户均衡条件下求出的 ｑ１ ＋ ｑ２ 最大值即为 ｑ∗

１２ ．为讨论的方

便，平凡解 ρｕ
ｉ 或 ρｄ

ｉ 统一用 ρｉ 表示，则由式（５） 和（６） 可推出 ρ２ 依赖于 ρ１ 的函数关系：

　 　 ρ２ ＝
０， ρ１ ≤ ｖ －１（μ），

ｖ －１［μ －１ｖ（ρ１）］， ρ１ ＞ ｖ －１（μ），{ μ ＝
Ｌ１

Ｌ２
＜ １， （７）

其中， ｖ －１（·） 表示 ｖ（·） 的反函数．我们称 ρ２ ＝ ρ２（ρ１） 为用户均衡曲线，它显然是单调不减的函数，且在右侧

部分为严格单增．

　 　 ｑ１２ ＝ ｑ（ρ１） ＋ ｑ（ρ２（ρ１）） ＝
ｑ（ρ１）， ρ１ ≤ ｖ －１（μ），

ｑ（ρ１） ＋ ｑ［ｖ －１（μ －１ｖ（ρ１））］， ρ１ ＞ ｖ －１（μ） ．{ （８）

由于 ρ２ ＜ ρ１，只看第一个等式即可知 ｑ１２ 在 ρ１ ∈ ［０，ρ∗］ 严格单增，在 ρ１ ∈ ［ｖ －１（μｖ（ρ∗）），ρｊａｍ］ 严格单减．
较为合理的假设是使 μ 足够大，至少满足 ｖ －１（μ） ＜ ρ∗ 或 μ ＞ ｖ（ρ∗），由式（７） 可知在路段 １ 未达到临界密

度之前路段 ２ 已被用户选择．此时 ｑ１２ 在 ρ１ ∈ ［ρ∗，ｖ －１（μｖ（ρ∗））］ 上由式（８）的第二个等式给出，其导数为

　 　 ｑ′１２（ρ１） ＝ ｑ′（ρ１） ＋ ｑ′（ρ２（ρ１））
ｖ′（ρ１）

μｖ′（ρ２（ρ１））
，　 　 ｑ′１２（ρ∗） ＞ ０， ｑ′１２（ｖ

－１（μｖ（ρ∗））） ＜ ０． （９）

对给定的函数 ｖ（·） 或 ｑ（·），μ 的取值范围应使 ｑ１２（ρ１） 在这一区间上先严格单增再严格单减，从而可知式

（９） 的零点即为 ｑ１２（ρ１） 的最大值点，记为 ρ１ ＝ ρ∗
１２ ．

２　 简单环形路网交通流定常解

引入路段 ３，从交汇路口 ＪＭ 出发连接分岔路口 ＪＤ，从而得到一简单闭环路网，如图 １ 所示．在路段 ３ 上畅

行速度仍为 ｖｆ，最大密度为 νρｊａｍ ．根据前述关于密度、速度和流量的无量纲表示，其速度、密度和流量需分别

除以 ｖｆ，ρｊａｍ 和 ｖｆρｊａｍ ．参照式（４），其速度⁃密度与流量⁃密度函数关系为

　 　 ｖ３ ＝ ｖ（ρ３ ／ ν）， ｑ３ ＝ νｑ（ρ３ ／ ν），　 　 ρ３ ∈ ［０，ν］， （１０）
ｑ３ 在 ρ３ ＝ νρ∗ ≡ ρ∗

３ 处达到最大值 νｑ∗ ≡ ｑ∗
３ ．

图 １　 简单闭环路网示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｌａｙｏｕｔ ｏｆ ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｙ ｃｉｒｃｌｅｄ ｒｏａｄ ｎｅｔｗｏｒｋ

首先考虑无激波结构的定常解，路段的密度由 ρｉ 表示．路网车流总数由 Ｎ 表示，并注意到在分岔或交汇

路口处总流出与总流入相等，则路网上无激波结构的定常解由以下方程组描述：

　 　
Ｌ１ρ１ ＋ Ｌ２ρ２（ρ１） ＋ Ｌ３ρ３ ＝ Ｎ，
ｑ３（ρ３） ＝ ｑ１２（ρ１），

{ （１１）
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其中，函数 ρ２（ρ１） 为用户均衡曲线．式（１１） 第二个方程确定了两支隐函数：ρ３ ＝ ρ∓
３ （ρ１），或 ρ１ ＝ ρ∓

１ （ρ３） ．路网

通行能力（最大流量） 显然可定义为由 ＪＤ 到 ＪＭ 通行能力和由 ＪＭ 到 ＪＤ 通行能力之中的最小值，记为

　 　 Ｑ∗ ＝ ｍｉｎ（ｑ∗
１２，ｑ∗

３ ） ． （１２）
后面将分两种情况展开讨论．
２．１　 分岔路口 ＪＤ 为瓶颈

分岔路口 ＪＤ 为瓶颈，是指由 ＪＭ 到 ＪＤ 的通行能力大于由 ＪＤ 到 ＪＭ 的通行能力，此时由式（１２）定义的路网

通行能力可得

　 　 Ｑ∗ ＝ ｍｉｎ（ｑ∗
１２，ｑ∗

３ ） ＝ ｑ∗
１２，　 　 ｑ∗

３ ＞ ｑ∗
１２ ． （１３）

上式隐含，对任意 ρ１ ∈［０，１］，从式（１１） 第二个方程总能解出 ρ３ ．以下直观解释式（１１）中变量的相互变化和

依赖关系．其中注意，在后面所出现的图形以及数值模拟中，式（４）中的函数 ｖ（·） 取为 ｖ（ρ） ＝ （１ － ρ） ２．８，式
（７） 中取参数 μ ＝ ０．７５．

如图 ２ 所示，在 ρ１ ∈［０，ρ∗
１２］ 的部分，ｑ１２（ρ１） 由 ０ 单调递增至 ｑ∗

１２，由曲线段上任一点沿水平线与 ｑ３（ρ３）
左支相交，从而得到 ρ３ ＝ ρ －

３（ρ），对应式（１１） 中第二个方程取“ －” 号的一支隐函数．显然，ｑ３（ρ３） 和 ρ３ 都随 ρ１

单调递增．由于 ρ２（ρ１） 也是 ρ１ 的单调递增函数（式（７）），可见车流总数Ｎ随 ρ１ 单调递增（式（１１）），且以上变

化过程都是连续依赖的．
在 ρ１ ∈［ρ∗

１２，１］ 部分，ｑ１２（ρ１） 由 ｑ∗
１２ 单调递减至 ０，曲线段上任一点沿水平线与 ｑ３（ρ３） 右支相交，从而得

到 ρ３，对应式（１１） 中第二个方程取“ ＋” 号的一支函数．从图 ２中变量变化趋势，可知 ｑ３（ρ３） 关于 ρ１ 和 ρ３ 均为

单调递减关系，从而 ρ３ 随 ρ１ 单调递增．在这一变化过程中，ρ２（ρ１） 以及车流总数 Ｎ 仍随 ρ１ 单调递增，有类似

的连续依赖关系．
然而，需要特别指出： ρ３ 在 ρ１ ＝ ρ∗

１２ 处的变化是跳跃间断的，这同时导致 Ｎ 的变化也是跳跃间断，从某一

Ｎ∗
１ 跳至 Ｎ∗

２ ．为使变量之间的变化为连续依赖，在跳跃间断的左侧“凝固”ρ１ 以及其他随之连续变化的量，即
固定取 ρ１ ＝ ρ∗

１２，ρ２ ＝ ρ２（ρ∗
１２），以及 ｑ１２ ＝ ｑ１２（ρ∗

１２），在路段 ３上则引入关于 ρ３ 的激波间断（式（２）），其中 ρｕ
３ 和 ρｄ

３

分别为其在 ρ１ ＝ ρ∗
１２ 处的跳跃值．该激波间断由 Ｌｄ

３ ＞ ０ 持续至 Ｌｄ
３ ＝ Ｌ３，Ｎ 也随之由 Ｎ∗

１ 连续变化到 Ｎ∗
２ ．显然，

在引入激波后车流总数 Ｎ 为连续变化的量．
在以上的变化过程中，只有 ρ１ 和Ｎ是单调变化的，因此其他变量可以视为 ρ１ 或Ｎ的函数．以上分析表明，

由式（１１） 以及通过引入激波可导出完整的定常解．当 ｖ（ρｉ） 取线性函数时，可以导出以 ρ１ 或Ｎ为自变量的显

式表达式．基于以上分析，下面给出求解定常解的一般步骤．
１） 由式（１１）第一个方程计算：
　 　 Ｎ∗

１ ＝ Ｌ１ρ∗
１２ ＋ Ｌ２ρ２（ρ∗

１２） ＋ Ｌ３ρ
－
３（ρ∗

１２），
　 　 Ｎ∗

２ ＝ Ｌ１ρ∗
１２ ＋ Ｌ２ρ２（ρ∗

１２） ＋ Ｌ３ρ
＋
３（ρ∗

１２），
　 　 Ｎｍａｘ ＝ Ｌ１ ＋ Ｌ２ ＋ Ｌ３ν，

其中， ρ∓
３ （ρ∗

１２） 由式（１１） 第二个方程确定，ρ －
３（（ρ∗

１２）） ＜ ρ ＋
３（（ρ∗

１２）） ．
２） 对 Ｎ∈［０，Ｎ∗

１ ］ ∪ ［Ｎ∗
２ ，Ｎｍａｘ］，由式（１１） 解出 ρ１ ≤ ρ∗

１２，ρ３ ＜ ρ∗
３ ，或 ρ１ ≥ ρ∗

１２，ρ３ ＞ ρ∗
３ ，从而可确定 ρ２

和其他物理量．
３） 对任意给定的 Ｎ∈（Ｎ∗

１ ，Ｎ∗
２ ），设定 ρ１ ＝ ρ∗

１２，ρ２ ＝ ρ２（ρ∗
１２），ρｕ

３ ＝ ρ －
３（ρ∗

１２），ρｄ
３ ＝ ρ ＋

３（ρ∗
１２），同时在路段 ３ 引

入激波间断，Ｌｄ
３ 由下式确定：

　 　 Ｌ１ρ∗
１２ ＋ Ｌ２ρ２（ρ∗

１２） ＋ Ｌｕ
３ρ

－
３（ρ∗

１２） ＋ Ｌｄ
３ρ

＋
３（ρ∗

１２） ＝ Ｎ，
其中　 　 Ｌｕ

３ ＝ Ｌ３ － Ｌｄ
３ ．

以上求解步骤隐含所有变量对 Ｎ 是连续依赖的．
２．２　 交汇路口 ＪＭ 为瓶颈

交汇路口 ＪＭ 为瓶颈，是指由 ＪＭ 到 ＪＤ 的通行能力小于由 ＪＤ 到 ＪＭ 的通行能力，即
　 　 Ｑ∗ ＝ ｍｉｎ（ｑ∗

１２，ｑ∗
３ ） ＝ ｑ∗

３ ，　 　 ｑ∗
３ ＜ ｑ∗

１２ ． （１４）
上式隐含，对任意的 ρ３ ∈ ［０，μ］， 式（１１）中第二个方程总是有解．图 ３ 给出了路段 ３ 基本图与路段 １⁃２ 总流
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量函数 ｑ１２（ρ１） 的比较，类似 ２．１ 小节，可直观解释式（１１）中变量的相互变化和依赖关系，简述如下．

图 ２　 路段 ３ 的流⁃密关系和路段 １⁃２ 总流⁃密关系 图 ３　 路段 ３ 的流⁃密关系和路段 １⁃２ 总流⁃密关系

的比较 （ν ＝ ２．５） 的比较 （ν ＝ １）
Ｆｉｇ． ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｆｌｏｗ⁃ｄｅｎｓｉｔｙ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｏｆ Ｆｉｇ． ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｆｌｏｗ⁃ｄｅｎｓｉｔｙ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｏｆ

ｓｅｃｔｉｏｎ ３ ａｎｄ ｔｈｅ ｔｏｔａｌ ｆｌｏｗ⁃ｄｅｎｓｉｔｙ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｓｅｃｔｉｏｎ ３ ａｎｄ ｔｈｅ ｔｏｔａｌ ｆｌｏｗ⁃ｄｅｎｓｉｔｙ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ
ｏｆ ｓｅｃｔｉｏｎ １⁃２（ν ＝ ２．５） ｏｆ ｓｅｃｔｉｏｎ １⁃２（ν ＝ １）

在区间 ρ３ ∈［０，ρ∗
３ ］，ｑ３ 由 ０单调递增至 ｑ∗

３ ，该曲线段上任意一点沿左侧平移与曲线 ｑ１２（ρ１） 相交，得到

ρ１ ＝ ρ －
１（ρ） ∈ ［０，ρ１（ρ∗

３ ）］ ．在区间 ρ３ ∈ ［ρ∗
３ ，ν］，ｑ３ 由 ｑ∗

３ 单调递减至 ０，该曲线段上任意一点沿右侧平移与

曲线 ｑ１２（ρ１） 相交，得到 ρ１ ＝ ρ ＋
１（ρ） ∈ ［０，ρ１（ρ∗

３ ）］ ．其中，函数 ρ１ ＝ ρ∓
１ （·） 为由式（１１） 所确定的左右两支隐

函数．以上 ρ１ 的变化在 ρ３ ＝ ρ∗
３ 处是跳跃间断的，由 ρ －

１（ρ∗
３ ） 跳跃至 ρ ＋

１（ρ∗
３ ） ．

类似 ２．１ 小节，需要在 ρ３ ＝ ρ∗
３ 处“凝固”路段 ３ 的信息，同时在路段 １（和路段 ２）引入激波间断．此时用户

均衡条件（７）不再成立，同时发现缺少一个求解条件．因此，我们引入由路段 １ 和 ２ 从交叉口 ＪＭ 进入路段３的

优先级系数 β 和 １ － β ．下面先简述求解步骤，再讨论如何给出 β ．无激波的情形与 ２．１ 小节的求解步骤相同，
只讨论有激波的情况．

假定无激波情形的定常解已经给出下面数值：开始产生激波和激波消失时的临界值 Ｎ∗
１ 和 Ｎ∗

２ ，以及 Ｎ
的最大值 Ｎｍａｘ，对给定的 Ｎ ∈ （Ｎ∗

１ ，Ｎ∗
２ ）， 按以下程序求具有激波间断的定常解．

１） 设定 ρ３ ＝ ρ∗
３ ，ｑ３ ＝ ｑ∗

３ ， 并由下面两个方程

　 　 ｑ１（ρ１） ＝ β（Ｎ）ｑ∗
３ ， ｑ２（ρ２） ＝ （１ － β（Ｎ））ｑ∗

３ ，　 　 β（Ｎ） ∈ ［０，１］ （１５）
分别解出 ρｕ

１ 和 ρｄ
１，以及 ρｕ

２ 和 ρｄ
２ ．

２） 记

　 　 Ｎ１ ＝ Ｌｕ
１ρｕ

１ ＋ Ｌｄ
１ρｄ

１， Ｎ２ ＝ Ｌｕ
２ρｕ

２ ＋ Ｌｄ
２ρｄ

２， （１６）
同时计算 Ｎ３ ≡ Ｌ３ρ∗

３ ， 并由用户均衡条件（５）、（６）导出由 ＪＤ 到 ＪＭ 的旅行时间为

　 　
Ｎ１

ｑ１

＝
Ｎ２

ｑ２

＝
Ｎ － Ｎ３

ｑ∗
３

， （１７）

由此可算出 Ｎ１ 和 Ｎ２ ．由式（１７），假定了在引入激波（Ｎ ＜ Ｎ∗
１ ） 前路段 ２ 已被用户选用．

３） 由式（１６）的两个方程可分别算出 Ｌｕ
１ 和 Ｌｕ

２，同时确定 Ｌｄ
１ 和 Ｌｄ

２ ．
由上述求解步骤（包括不存在激波的情形），可知所有变量为关于 Ｎ 的函数．为保证这些变量之间的连

续依赖关系，尤其是保证式（１５）和（１６）中的方程可解，可证明函数 β（Ｎ） 必须且只需满足

　 　 １ －
Ｌ２ｖ

－１
２ （ｖ－ ２（Ｎ））
Ｎ － Ｎ３

≤ β ≤
Ｌ１ｖ

－１
１ （ｖ－ １（Ｎ））
Ｎ － Ｎ３

，　 　 Ｎ ∈ ［Ｎ∗
１ ，Ｎ∗

２ ］， （１８）

而且可证明上述关系所限定的 β 的集合非空．右端等式成立，当且仅当其中的

　 　 ｖ－ １（Ｎ） ＝
Ｌ１ｑ∗

３

Ｎ － Ｎ３
， ｖ－ ２（Ｎ） ＝

Ｌ２ｑ∗
３

Ｎ － Ｎ３

分别为路段 １ 和 ２ 的旅行平均速度（参看式（１７））．我们将 β（Ｎ） 取为式（１８）中前后两项的加权平均值：

　 　 β（Ｎ） ＝ λ １ －
Ｌ２ｖ

－１
２ （ｖ－ ２（Ｎ））
Ｎ － Ｎ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ （１ － λ）

Ｌ１ｖ
－１
１ （ｖ－ １（Ｎ））
Ｎ － Ｎ３

． （１９）
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式（１８）中，右端等号成立，即式（１９）中 λ ＝ ０，当且仅当 Ｌｕ
１ ＝ ０，或 Ｌｄ

１ ＝ ０，此时路段 １ 无激波；左端等号成立，
即式（１９） 中 λ ＝ １，当且仅当 Ｌｕ

２ ＝ ０，或 Ｌｄ
２ ＝ ０， 此时路段 ２ 无激波．

２．３　 结果输出和分析

以下计算结果及其图形显示中，路段上长度均取为 Ｌ３ ＝ ２Ｌ１，密度和流量采用式（１０） 前所定义的无量纲

变量；对路网总车流数 Ｎ 进一步做无量纲化，除以 Ｌ１（参见式（１１）） ．临界值 ρ∗
１ ＝ ０．２６，ｑ∗

１ ＝ ０．１１，ρ∗
１２ ＝ ０．３１，

ｑ∗
１２ ＝ ０．２２， ρ∗

３ ＝ νρ∗
１ ，ｑ∗

３ ＝ νｑ∗
１ ，依赖于算例中 ν 的取值．

２．３．１　 路段 ３ 出现激波的情形

由 ２．１ 小节的求解步骤，对应由图 ２ 所描述的情形，通过计算给出了由式（２）和（３）所描述的定常解，如
图 ４ 所示．

（ａ） 各路段密度随车辆总数的变化 （ｂ） 各路段流量随车辆总数的变化

（ａ） Ｄｅｎｓｉｔｉｅｓ ｉｎ ｒｏａｄ ｓｅｃｔｉｏｎｓ （ｂ） Ｆｌｏｗｓ ｉｎ ｒｏａｄ ｓｅｃｔｉｏｎｓ
图 ４　 分岔路口为瓶颈时，交通流定常解随路网车流总数 Ｎ 的变化，对应图 ２

Ｆｉｇ． ４　 Ｄｅｐｅｎｄｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｅａｄｙ⁃ｓｔａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｒａｆｆｉｃ ｆｌｏｗ ｏｎ ｔｏｔａｌ ｎｕｍｂｅｒ Ｎ ｏｆ ｖｅｈｉｃｌｅｓ
ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｆｉｇ．２，ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｄｉｖｅｒｇｉｎｇ ｊｕｎｃｔｉｏｎ ａｓ ａ ｂｏｔｔｌｅｎｅｃｋ

图 ４（ａ）和（ｂ）分别给出了定常解在各路段上车流密度和流量随路网车流总数 Ｎ 的变化情况．当 Ｎ ∈
［０，Ｎ∗

１ ］ 时，在各路段上密度和流量均为只依赖于Ｎ的常数，且由 ０开始随Ｎ严格单增．当Ｎ∈（Ｎ∗
１ ，Ｎ∗

２ ） 时，
在路段１和２的车流密度和流量被“凝固” 为不依赖于Ｎ的常数，且路网总流量 ｑ３ ＝ ｑ１２ 达到允许的最大值 ｑ∗

１２

≈ ０．２２．其中，ρ１ ＝ ρ∗
１２ ≈ ０．３１．而在路段 ３，密度为由 ρｕ

３（即 Ｎ ＝ Ｎ∗
１ 时路段 ３ 的密度值） 跳跃到 ρｄ

３（即 Ｎ ＝ Ｎ∗
２

时路段 ３ 的密度值） 的激波间断，其平均密度 ρ－ ３ 则随 Ｎ 连续变化，由 Ｎ → Ｎ∗
１ 时的左极限值 ρｕ

３，连续增加至

Ｎ →Ｎ∗
２ 时的右极限值 ρｄ

３ ．这同时表明对应密度为 ρｄ
３ 的排队长度 Ｌｄ

３ 由 ０连续增加至 Ｌ３ ．当Ｎ∈［Ｎ∗
２ ，Ｎｍａｘ］ 时，

在各路段上密度和流量均为只依赖于 Ｎ的常数，密度随Ｎ严格单增，直至达到最大值 ρ１ ＝ ρ２ ＝ １，和 ρ３ ＝ ２．５，
流量随 Ｎ 严格单减，直至为 ０．

由于在路段 １ 和 ２ 没有激波且 μ ＝ Ｌ１ ／ Ｌ２ ＜ １，受用户均衡条件或曲线 ｑ２ ＝ ｑ２（ρ１） 约束， 使在 Ｎ ＞ ０．２４
时才开始有用户选择路段 ２， 在 Ｎ≤０．２４时路段 １与 ３流量相等．在交汇路口 ＪＤ 处以及两个路段上总是有更

多的用户选择路段 １（参见式（６） 和（７） 及其相关讨论）， 导致在激波区域有不等关系： ρ１ ＞ ρ∗
１ ＝ ρ∗

２ ＞ ρ２ ＝
０．２３５ ３．这也使得在路网总流量在 Ｎ ＝ Ｎ∗

２ 的右临近流量随 Ｎ 的增加而下降时，路段 ２ 仍为自由流状态．这是

否为一般结果，有待给出严格数学证明或举出反例．
以上分析表明，计算结果与 ２．１ 小节中基于图 ２ 的讨论相符．

２．３．２　 路段 １ 和 ２ 出现激波的情形

由 ２．２ 小节的求解步骤，对应由图 ３ 所描述的情形，通过计算给出了由式（２）和（３）所描述的定常解．在
式（１９）中取 λ ＝ ０．３， 输出结果如图 ５ 所示．

图 ５（ａ）和（ｂ）分别显示了定常解在各路段上车流密度和流量随路网车流总数 Ｎ的变化情况．在区间［０，
Ｎ∗

１ ］ ∪ ［Ｎ∗
２ ，Ｎｍａｘ］ 上，有类似图 ４ 的性质，主要结论概述为：

１） 各路段密度均随 Ｎ 严格单增，流量在 Ｎ ∈ ［０，Ｎ∗
１ ］ 严格单增，在 Ｎ ∈ ［Ｎ∗

２ ，Ｎｍａｘ］ 严格单减；
２） 受用户均衡条件（６）约束，总是有更多的用户选择路段 １；
３） 由于在 Ｎ ＞ ０．２７时才开始有用户选择路段２（以及 ν ＝ １），在Ｎ≤０．２７ 时路段 １ 与 ３ 流量（以及密度）
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相等．

（ａ） 各路段密度随车辆总数的变化 （ｂ） 各路段流量随车辆总数的变化

（ａ） Ｄｅｎｓｉｔｉｅｓ ｉｎ ｒｏａｄ ｓｅｃｔｉｏｎｓ （ｂ） Ｆｌｏｗｓ ｉｎ ｒｏａｄ ｓｅｃｔｉｏｎｓ
图 ５　 交汇路口为瓶颈时，交通流定常解随路网车流总数 Ｎ 的变化，对应图 ３ （λ ＝ ０．３）

Ｆｉｇ． ５　 Ｄｅｐｅｎｄｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｅａｄｙ⁃ｓｔａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｒａｆｆｉｃ ｆｌｏｗ ｏｎ ｔｏｔａｌ ｎｕｍｂｅｒ Ｎ ｏｆ ｖｅｈｉｃｌｅｓ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ
ｔｏ ｆｉｇ．３， ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｍｅｒｇｉｎｇ ｊｕｎｃｔｉｏｎ ａｓ ａ ｂｏｔｔｌｅｎｅｃｋ （λ ＝ ０．３）

在区间 （Ｎ∗
１ ，Ｎ∗

２ ） 上，路段 ３的车流密度和流量被“凝固” 为不依赖于 Ｎ的常数，ρ３ ＝ ρ∗
３ ≈０．２６，路网总

流量达到最大值 ｑ∗
３ ＝ ０．１１．在路段 １ 和 ２ 则同时出现激波间断，其定常解性质可主要概述为：

１） 路段 １ 或 ２ 的密度跳跃以及平均密度变化与图 ４ 中路段 ３ 类似；
２） 随着 Ｎ 的增加，在分岔路口选择路段 １ 和 ２ 的用户数及其流量此消彼长，使当 Ｎ≳１．４ 时 ρｕ

２ ＞ ρｕ
１，ｑ２

＞ ｑ２， 即在分岔路口选择路段 ２ 的用户数超过路段 １；
３） 然而，在路段 １ 的用户数总是多于在路段 ２ 的用户数，即总有（平均密度） ρ－ １ ＞ ρ－ ２ ．
上述性质 １）和 ２）依赖于路段 １ 与路段 ２ 之比以及式（１９）中的优先权系数．若增大 μ 的取值，则图 ５ 中

ρｕ
１ 与 ρｕ

２（或 ｑ１ 与 ｑ２） 的交点（Ｎ≈１．４） 将左移，相应的密度和流量差值也将减小，随 Ｎ 的变化会变得平缓．若
增加路段 ２ 的优先权系数，会有类似的效应．反之，则会有相反的结果．

数值试验验证了上述分析结果．其中，图 ６ 显示了取极端情形 λ ＝ １．０ 的输出结果，下面结合 ２．２ 小节的

内容以及上述分析结果做如下讨论．

（ａ） 各路段密度随车辆总数的变化 （ｂ） 各路段流量随车辆总数的变化

（ａ） Ｄｅｎｓｉｔｉｅｓ ｉｎ ｒｏａｄ ｓｅｃｔｉｏｎｓ （ｂ） Ｆｌｏｗｓ ｉｎ ｒｏａｄ ｓｅｃｔｉｏｎｓ
图 ６　 交汇路口为瓶颈时，交通流定常解随路网车流总数 Ｎ 的变化，对应图 ３ （λ ＝ １．０）

Ｆｉｇ． ６　 Ｄｅｐｅｎｄｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｅａｄｙ⁃ｓｔａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｒａｆｆｉｃ ｆｌｏｗ ｏｎ ｔｏｔａｌ ｎｕｍｂｅｒ Ｎ ｏｆ ｖｅｈｉｃｌｅｓ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ
ｔｏ ｆｉｇ．３， ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｍｅｒｇｉｎｇ ｊｕｎｃｔｉｏｎ ａｓ ａ ｂｏｔｔｌｅｎｅｃｋ （λ ＝ １．０）

首先，由于其他参数取值不变，我们看到在路段 ３ 的密度和流量分布在整个区间 ［０，Ｎｍａｘ］ 上与图 ５ 的

结果完全相同，由此可知在路段 １ 和 ２ 的车流总数与流量之和 （ｑ１２） 在整个区间也与图 ５ 完全相同．由式

（５），运用合比定理还可进一步推断：由分岔路口 ＪＤ 到交汇路口 ＪＭ 的旅行时间不依赖于 λ 的取值．
其次，在区间 （Ｎ∗

１ ，Ｎ∗
２ ） 上，注意到 ν ＝ １隐含 ρ∗

１ ＝ ρ∗
２ ＝ ρ∗

３ ， 则在图 ６（ａ）中， ρｕ
２（以及 ρｕ

１） 与 ρｄ
２（以及 ρｄ

１）
所对应的曲线分别位于水平线 ρ３ ＝ ρ∗

３ 的上下区域．在 Ｋ 线的左侧，ρｕ
２ 与路段 ２ 平均密度 ρ－ ２ 所对应的曲线重

合，表明激波排队长度 Ｌｄ
２ ＝ ０； 而在 Ｋ线的右侧，ρｄ

２ 与路段 ２平均密度 ρ－ ２ 所对应的曲线重合，表明激波排队长

度 Ｌｄ
２ ＝ Ｌ２ ．上述输出结果隐含，在整个区间（Ｎ∗

１ ，Ｎ∗
２ ） 上，总有 ρ２ ＝ ρ－ ２，表明在路段 ２ 没有激波．这与关于式
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（１８） 的解析结果完全吻合，即不等式左端取等号（对应式（１９） 中 λ ＝ １．０）， 当且仅当在路段 ２ 没有激波．
最后，在区间 （Ｎ∗

１ ，Ｎ∗
２ ） 上，图 ６ 显示了在路段 １ 和 ２ 的密度和流量走势与图 ５ 有明显的差别．路段 ２ 上

较大的优先权系数意味着在该路段上较短的旅行时间，图 ６ 中取 λ ＝ １．０， 使在路段 ２ 无需引入激波，从而使

旅行时间不变时能容许更多的用户（参见 １．３ 小节第二段的讨论）．因此，图 ６（ａ）显示， ρｕ
２ 与 ρｕ

１ 所对应的曲线

在 Ｎ ＝ Ｎ∗
１ 的右侧迅速相交，在此之后在入口处路段 ２ 的用户数超过路段 １．图 ６（ｂ）中 ｑ１ 和 ｑ２ 的变化显示了

类似的趋势．此外，在上述交点右侧足够长的区间，直至Ｎ ＝ Ｎ∗
２ 的左临近，均有 ρ－ ２ ＞ ρ－ １， 表明路段 ２ 上的用户

数超过路段 １．从图 ６（ａ）还可大致看出：路段 ２ 与路段 １ 的用户数（或平均密度）之差随路段 １ 上激波幅度 ρｄ
１

－ ρｕ
１ 的加强（减弱） 而增大（减小），并在 Ｋ 线处达到最大．

３　 结论与展望

本文创建性地提出了研究具有激波结构的路网交通流定常解的理论和实际意义，并以一个简单环形路

网为例，完整讨论了求解基本思路，并给出具体的求解步骤．其核心思想和主要结论可主要概述如下．
分岔路口下游的通行能力受用户均衡条件制约．当某路口下游通行能力小于其上游通行能力时，该路口

为交通瓶颈．对于交通瓶颈，其上游的交通需求可以大于下游的通行能力，此时在瓶颈上游路段的定常解必

然出现激波（由低密度到高密度的排队等候或减速）．若瓶颈（如 ＪＭ） 的上游为多（两）条路段，则需要在瓶颈

上游各路段的流出引入优先权系数，从而保证定常解的唯一性．而不同优先权系数的设置，会导致这些路段

上不同的定常解．
本文工作为求解一般路网上的交通流定常解提供了核心思想，即阐明了为什么需要引入间断的问题，并

在一定程度上提供了如何引入间断的较为一般的方法．然而，一般路网包含复杂的节点对节点的交通供求关

系，推广工作还具有较大的挑战性．具体困难在于，如何将这些 Ｏ⁃Ｄ 需求分解到每一个路口，并据此确定何种

条件下需要引入间断，以及如何引入间断？ 随着信息技术的飞速发展，智能交通的一个主要目标即实现交通

局部甚至总系统的交通均衡，从而减少拥堵和提高运行效率．本文由于给出了比经典理论更合乎实际的交通

流均衡定常解，从而能够通过交通诱导，更加精准地实现了真正的交通均衡．其中，所揭示的系统（或子系统）
中的交通形态与系统车流总数之间的依赖关系，为从宏观上对系统的交通总量控制提供定量的科学依据．在
较为微观的层面，对道路设计如何避免瓶颈路口，对交汇瓶颈路口如何设置优先权系数（如通过信号灯配时

干预），都提供了比经典的交通分配理论更合理的模型．当然，以上的应用也必须与大数据方法结合，需要与

实际观测的结果不断比较并训练和校正模型参数．
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