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摘要：　 为了解决实测模态参数与有限元分析模态参数不匹配对损伤诊断精度影响的问题，推导

了基于自由度缩聚法的残余力向量公式及最小秩修正公式．通过对结构自由度缩聚后的损伤前、后
残余力向量的运算，可以得出相较于损伤前的残余力变化率向量，将残余力变化率向量元素的绝

对值作为改进的残余力向量，通过运用推导出的改进残余力向量，能够较好地解决采用最小秩修

正法时所选取模态个数必须等于待修正刚度矩阵秩这一矛盾，并由缩聚后最小秩修正公式计算出

损伤程度．研究表明：在考虑噪音干扰下，改进的残余力向量法对自由度缩聚后的受损结构依然具

有较高地识别精度．利用推导的最小秩修正公式进行损伤程度识别其结果是可靠的．本文所提方法

既可以实现对实测自由度不完备结构的损伤定位，又可进行损伤程度的识别，具有较高的鲁棒性

和损伤诊断性能．
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引　 　 言

由于受到自然环境、人为因素的影响，建筑结构在服役过程中会有一定的损伤．为了避免

事故的发生，近年来，学者们对结构损伤识别做出了大量研究［１⁃４］ ．模型修正法是有效的一种损

伤识别法，通过对模型不断地修正，可得到有限元模型与实测模型之间的修正量，根据模型间

的修正量便可确定损伤位置及损伤程度［５⁃６］ ．最小秩修正法是运用广泛的一种模型修正法，最
小秩修正法对于结构发生局部损伤的修正具有较好的实用性．杨秋伟等通过运用损伤定位向

量较好地解决了使用最小秩修正法的一个前提条件：采用模态个数必须等于待修正刚度矩阵

秩［７］ ．蒋舸等通过运用特征值矩阵，解决了使用最小秩修正法所采取模态个数的问题，研究表

明此方法具有较好的抗噪性和损伤定位性能［８］ ．杨秋伟等从矩阵论和模型修正角度深度分析

了在使用最小秩修正法前必须采取正确模态个数的原因［９］ ．而在实际工程中，模态参数的不完

备直接影响着模型修正结果的准确性．基于此，本文推导了基于自由度缩聚法的残余力向量公

式及最小秩修正公式，定义了相较于损伤前的残余力变化率向量这一概念，将残余力变化率向
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量中元素取绝对值作为改进的残余力向量．相较于传统残余力向量法，改进的残余力向量能够

在结构自由度缩聚下依然具有较高的抗噪性．通过使用改进的残余力向量可以识别出损伤单

元位置及损伤个数，再根据损伤个数来确定运用最小秩修正法所选取的模态个数．该方法非常

有效地解决了使用最小秩修正法时所采取正确模态个数的这一问题．本文算例的损伤诊断结

果证明该方法具有较高的实用性和鲁棒性．

１　 改进的残余力向量

结构损伤对质量的影响可忽略不计，则自由度为 ｎ 的结构损伤后的振动方程为

　 　 （Ｋｄ － λ ｄｊＭ）ϕｄｊ ＝ ０， （１）
　 　 ΔＫ ＝ Ｋｕ － Ｋｄ， （２）

其中 Ｋｕ，Ｋｄ 分别为结构损伤前、后的刚度矩阵， ΔＫ 为结构损伤前后刚度矩阵的改变量， Ｍ 为

质量矩阵， λ ｄｊ 和 ϕｄｊ 分别为受损结构的第 ｉ 阶特征值和振型．
将方程（２）代入方程（１），可得

　 　 （Ｋｕ － λ ｄｊＭ）ϕｄｊ ＝ ΔＫϕｄｊ， （３）
令

　 　 ｂ ｊ ＝ （Ｋｕ － λ ｄｊＭ）ϕｄｊ， （４）
其中 ｂ ｊ 为 ｊ 阶残余力向量．在实际工程中实测振型通常是不完备的，需要对结构模型的自由度

进行缩聚［１０⁃１２］ ．结构的振动方程可表示为
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其中 ϕｍ
ｊ 为实测振型向量， ϕｓ

ｊ 为不可测振型向量．
由文献［１３］可知，实测振型向量与完整振型向量之间的关系可表示为

　 　 ϕｉ ＝ Ｔϕｍ
ｉ ， （６）

其中转换矩阵 Ｔ 为
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将式（６）代入式（４），可得自由度缩聚后受损结构在全自由度下的残余力向量表达式：
　 　 ｂｒ

ｄｊ ＝ （Ｋｕ － λｍ
ｄｊＭ）Ｔϕｍ

ｄｊ ． （８）
由于受实测自由度不完备、测量误差、噪音干扰因素的影响，没有发生损伤结构的残余力

向量通常情况下不等于零．为了降低自由度缩聚后受损结构在噪音干扰下残余力向量的误差，
本文通过对自由度缩聚后结构的损伤前、 后残余力向量的运算， 得出了相较于损伤前的残余

力变化率向量， 将残余力变化率向量元素的绝对值作为改进的残余力向量．推导过程如下文

所示．
结构自由度缩聚后的残余力向量差表达式为

　 　 Δｂｒ
ｊ ＝ ｂｒ

ｄｊ － ｂｒ
ｕｊ， （９）

其中 ｂｒ
ｄｊ 为自由度缩聚后结构损伤后的残余力向量； ｂｒ

ｕｊ 为自由度缩聚后结构损伤前的残余力

向量．
自由度缩聚后结构的残余力变化率向量表达式为

　 　 Ｂｒ
ｊ ＝ Δｂｒ

ｊ ． ／ ｂｒ
ｕｊ ＝ ［ａｒ

１ … ａｒ
ｎ］ Ｔ

１×ｎ ． （１０）
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将残余力变化率向量元素的绝对值作为改进的残余力向量，有
　 　 ＺＴ

ｎ×１ ＝ ［ ａｒ
１ … ａｒ

ｎ ］ １×ｎ ． （１１）
结构发生损伤时，残余力变化率向量元素 ａｒ

ｉ 会有明显的突变．本文的算例研究表明：相较

于传统残余力向量，改进的残余力向量能够在结构自由度缩聚后依然具有较高的抗噪性，损伤

诊断结果非常直观，未损伤单元节点的残余力变化率值较低，引起误判的可能性较小．

２　 自由度缩聚后的最小秩修正法

刚度矩阵的分解是求出单元损伤程度的前提条件，刚度矩阵变化量的分解式可表示为

　 　 ΔＫ ＝ ＡΔＰＡＴ， （１２）
其中 ΔＰ 为归一化对角形式的刚度矩阵变化量，即 ｄｉａｇ（ΔＰ） ＝ ［α１ … α ｉ … αＮ］，α ｉ ∈
［０，１］，α ｉ 表示第 ｉ 个单元的刚度损伤参数，当 α ｉ 等于 １ 时说明该单元完全损伤，当 α ｉ 等于 ０
时，说明该单元没有损伤； Ａ 为直角坐标系与模态坐标系的转换矩阵，故结构损伤不会影响 Ａ
的变化［１４］ ．

由式（３）、（８）和（１２）可得自由度缩聚后的受损结构在全自由度下的振动方程：
　 　 ＡΔＰＡＴ（Ｔϕｍ

ｄｊ） ＝ ｂｒ
ｄｊ ． （１３）

由式（１３）可得

　 　 ΔＰＡＴ（Ｔϕｍ
ｄｊ） ＝ Ａ ＋ｂｒ

ｄｊ， （１４）
其中上标“＋”表示广义逆．

使用 ｉ 组模态参数修正时，式（１４）可表示为

　 　 ΔＰＡＴΦ ＝ Ｂ， （１５）
其中　 　 Φ ＝ ［Ｔϕｍ

ｄ１ … Ｔϕｍ
ｄｉ］， Ｂ ＝ ［Ａ ＋ｂｒ

ｄ１ … Ａ ＋ｂｒ
ｄｉ］ ．

由式（１５）可得 ΔＰ 在自由度缩聚后的最小秩修正解为

　 　 ΔＰ ＝ Ｂ（ＢＴＡＴΦ） －１ＢＴ ． （１６）

３　 算　 　 例

以平面桁架算例来探讨及验证本文所提方法的优越性和可行性． 桁架杆单元的密度 ρ ＝
７ ８５０ ｋｇ ／ ｍ３，弹性模量 Ｅ ＝ ２００ ＧＰａ，水平和竖直杆长 Ｌ ＝ １ ｍ，杆单元截面积 Ｓ ＝ ３ × １０ －４ ｍ２，
Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 γ ＝ ０．３．模型如图 １ 所示，为验证上述方法在模型自由度缩聚后的鲁棒性及准确性，
假设桁架节点 ２，３，４，５，６ 的自由度为可实测自由度，其他节点自由度均为缩聚自由度．通常结

构损伤对质量影响较小，所以桁架杆单元的损伤通过降低弹性模量来模拟［１５］ ．为了使理论分

析和实际环境相匹配，将模态分析得出的频率和振型引入随机噪音干扰［１６⁃１７］ ．

图 １　 平面桁架

Ｆｉｇ． １　 Ａ ｐｌａｎｅ ｔｒｕｓｓ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ
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　 　 λ′ｄｊ ＝ λｍ
ｄｊ（１ ＋ εｒａｎｄ（ － １，１））， （１７）

　 　 ϕ′ｄｊ ＝ ϕｍ
ｄｊ（１ ＋ ζｒａｎｄ（ － １，１））， （１８）

其中 λ′ｄｊ 和 ϕ′ｄｉ 为加入随机噪声处理后的频率和振型； ε 表示频率引入的噪声水平； ζ 表示振型

引入的噪声水平；ｒａｎｄ（－１，１）表示在－１ 和 １ 之间均匀分布的随机数．

４　 损伤定位识别

假设⑤号杆单元损伤 １０％，记为损伤工况 １．在频率中引入 １５％的随机噪音干扰，振型中

引入 ２０％的随机噪音干扰．以自由度缩聚后受损结构的第一阶模态参数为基本量，利用传统的

残余力向量法的损伤识别结果如图 ２ 所示．从图 ２ 中可以看出，节点 ５，６ 的残余力值发生明显

突变，可以判断单元⑤为损伤单元，但节点 ３，８ 的残余力值也较高，很容易误认为单元 也是

损伤单元，该方法检测结果的未损伤单元节点残余力值较高，引起误判的可能性高．采用本文

改进的残余力向量法的损伤识别结果如图 ３ 所示．从图 ３ 中可以看出，节点 ５，６ 的残余力值发

生明显突变，说明单元⑤为损伤单元，未损伤单元节点的残余力值较小，非常接近于零，引起误

判的概率非常小．由此可见，在模型自由度缩聚下，相较于传统的残余力向量法，本文提出的改

进的残余力向量更具有抗噪性．
假设单元⑤和单元⑨分别损伤 １０％，２０％，记为损伤工况 ２．在频率和振型中分别考虑 ５％，

１０％的随机噪音干扰．仍然以自由度缩聚后受损结构的第一阶模态参数为基本量，使用改进的

残余力向量法进行损伤诊断，其损伤识别结果如图 ４ 所示．从图 ４ 可以看出，单元⑤和单元⑨
的杆端节点编号 ５，６ 和 ９，１０ 均发生明显突变，未损伤杆单元节点的残余力变化率值较低，损
伤诊断结果非常直观，损伤诊断结果跟假设损伤工况 ２ 相符．证明了改进的残余力向量法对结

构发生单损伤和多损伤都是可行的，且具有较高的鲁棒性．

图 ２　 传统残余力向量法识别结果（工况 １）
Ｆｉｇ． ２　 Ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ ｒｅｓｉｄｕａｌ ｆｏｒｃｅ ｖｅｃｔｏｒ ｍｅｔｈｏｄ（ｃａｓｅ １）

图 ３　 改进残余力向量法识别结果（工况 １） 图 ４　 识别结果（工况 ２）
Ｆｉｇ． ３　 Ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｉｍｐｒｏｖｅｄ ｒｅｓｉｄｕａｌ Ｆｉｇ． ４　 Ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ（ｃａｓｅ ２）

ｆｏｒｃｅ ｖｅｃｔｏｒ ｍｅｔｈｏｄ（ｃａｓｅ １）
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５　 损伤程度识别

由文献［８］可知，结构发生损伤的个数等于待修正刚度矩阵的秩，也就是使用最小秩修正

法来计算损伤程度时所采取的模态个数等于结构发生损伤的个数．由图 ３ 可知，结构仅发生一

处损伤，其损伤个数为 １，在使用最小秩修正公式时，仅需要一组模态参数便可计算出受损结

构的修正量（即损伤程度）．由分析可知受损结构的第一阶模态参数对损伤最为敏感，故在计算

损伤工况 １ 的损伤程度时采用第一阶模态参数，在频率和振型中分别考虑 １％，３％的随机噪音

干扰，利用式（１６）对其进行修正，修正结果如图 ５ 所示．利用自由度缩聚后的最小秩修正公式

计算出的⑤号杆单元损伤程度为 ９．７％，真实损伤程度为 １０％，该方法的识别误差为 ３％，满足

实际工程的精度要求．该结果验证了本文推导出的基于自由度缩聚法的最小秩修正公式的可

行性，而且具有良好的抗噪性和实用性．
由图 ４ 可知（损伤工况 ２），结构发生了两处损伤，其损伤个数为 ２，使用最小秩修正公式时

需要两组模态参数计算其损伤程度，这里采用受损结构的前两阶模态参数进行最小秩修正．同
样在频率和振型中分别考虑 １％，３％的随机噪音干扰，利用自由度缩聚后的最小秩修正公式

（１６）对其进行修正，修正结果如图 ６ 所示，可以得出修正结果：单元⑤和单元⑨分别损伤

１１％，２１％，工况 ２ 的真实损伤程度分别为 １０％和 ２０％，该方法的识别误差为 １０％和 ５％，其识

别误差满足实际工程的要求及精度．该结果也进一步说明了利用本文推导的最小秩修正法进

行损伤程度识别其结果是可靠的．

图 ５　 损伤程度识别（工况 １） 图 ６　 损伤程度识别（工况 ２）
Ｆｉｇ． ５　 Ｄａｍａｇｅ ｅｘｔｅｎｔ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ（ｃａｓｅ １） Ｆｉｇ． ６　 Ｄａｍａｇｅ ｅｘｔｅｎｔ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ（ｃａｓｅ ２）

６　 总　 　 结

１） 通过推导基于自由度缩聚法的残余力向量公式，并引入残余力变化率这一概念，有效

地解决了采用最小秩修正法时所选取正确模态个数这一问题．经算例研究表明：相较于传统残

余力向量法，改进的残余力向量法在模型自由度缩聚后依然具有较高的识别定位性能和抗噪

性，损伤识别结果非常直观，且引起误判的可能性较低．
２） 通过运用推导出的受损结构在自由度缩聚后的最小秩修正公式，仅仅需要利用受损结

构的低阶模态参数就能够较好地识别出损伤程度，其误差也较小，满足了实际工程的精度要

求，而且具有一定的抗噪性．
３） 本文所提方法对实测自由度不完整结构的损伤识别提供了新思路，具有一定的实际应

用价值．
４） 本文桁架算例中杆单元的损伤是通过降低整根杆单元的弹性模量来实现的，若将桁架

杆划分为多个单元进行分析，该方法的可行性还有待于研究．

７０１１基于自由度缩聚的最小秩修正损伤诊断
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