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摘要：　 通过对 ＣＯＶＩＤ⁃１９ 疫情在中国的传播情况进行分析，建立了一个 ＳＥＩＲ 流行病模型，模型中将确诊人群分成

已收治和未收治两类．先从理论上分析了模型的无病平衡点及其稳定性、基本再生数等关键问题；再结合实际数据，
对武汉封城前和封城后两个阶段疫情的发展趋势进行数值模拟和比较分析，讨论了模型中一些重要参数对确诊人

数的影响；最后，针对上述理论分析和数值模拟的结果，对之前采取的一些控制策略作了分析评估，同时对疫情后

期发展进行预测．
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引　 　 言

２０１９ 年 １２ 月以来，湖北省武汉市发现多起病毒性肺炎病例，临床诊断均为病毒性肺炎或肺部感染．２０２０
年 １ 月 ７ 日，中国确认了该病毒病原体为一种新型冠状病毒；２０２０ 年 １ 月 １２ 日，世界卫生组织（ＷＨＯ）将该

新型冠状病毒命名为 ２０１９⁃ ｎＣｏＶ；２０２０ 年 ２ 月 １１ 日，世界卫生组织宣布将新型冠状病毒感染的肺炎命名为

ＣＯＶＩＤ⁃１９；２０２０ 年 １ 月 ３０ 日，新型冠状病毒肺炎疫情被列为 “国际关注的突发公共卫生事件” ［１⁃３］ ．此次疫

情爆发突然，面对如此严峻的形式，中国政府迅速采取了一系列措施来控制疫情：武汉市于 １ 月 ２３ 日开始封

城，全国人民自觉居家隔离，所有娱乐场所和商店均关闭，企业延期复工，各大中小学延期开学等等．
由于此次 ＣＯＶＩＤ⁃１９ 疫情对中国乃至全世界人民的生产、生活带来了极其严重的影响，一大批专家学者

迅速投入到对流行病传播规律及动力学行为的研究之中，例如：Ｄａｉ 等［４］ 根据重庆市和贵州省的报道数据，
建立了 ＣＯＶＩＤ⁃１９ 的阶段动态模型，估算了重庆和贵州 １ 月 ２５ 日至 ３ 月 ２ 日 ＰＣＩｓ 的平均强度．杨雨琦等［５］

使用 ＳＩＲ 传染病模型，研究了重庆市的疫情发展趋势，为政府疫情防控及相关政策制定提供了重要参考．耿
辉等［６］建立 ＳＥＩＲ 模型，评价 ＣＯＶＩＤ⁃１９ 疫情中相关干预措施的作用．Ｗｕ 等［７］ 对武汉的疫情规模进行了估

计，并预测了国内和全球流行病的公共卫生风险程度，同时考虑了社会和非药物预防干预措施．张云俊等［８］

对比分析了常用的传染病数学和统计模型，重点研究了已经公开的有关新型冠状病毒的数学模型及其实际

效果．曹盛力等［９］建立了联合考虑潜伏期传播能力和追踪隔离干预措施的 ＣＯＶＩＤ⁃１９ ＳＥＩＲ 传染病动力学模

型，以 ２０２０ 年 １ 月 ２３ 日至 ２ 月 ２４ 日湖北省的疫情数据为依据，拟合得到了新建立的修正 ＳＥＩＲ 模型的动力

学参数．赵序茅等［１０］利用大数据回溯新冠肺炎在全国扩散的趋势和传染系数，并基于 ＳＥＩＲ 模型及每天的确

诊人数对疫情发展情况进行拟合，得出了基本再生数．
本文正是基于以上背景，针对中国武汉封城前和封城后的 ＣＯＶＩＤ⁃１９ 疫情，建立了一个将现有确诊人群

划分为现有已收治和现有未收治两类的 ＳＥＩＲ 模型，分别对封城前和封城后两种情况进行分类讨论．根据两

段数据及建立的模型，研究了 ＣＯＶＩＤ⁃１９ 疫情在中国的发展变化趋势，并对疫情控制情况进行评估分析，预
测了疫情后期的发展情况．

１　 数 学 模 型

根据 ＣＯＶＩＤ⁃１９ 的主要流行病学特征，我国各地目前均已开展检疫、隔离、卫生防护等多种公共卫生干

预措施［４］ ．因此建模时我们将人群分为易感人群 （Ｓ）、潜伏人群（Ｅ）、现有已收治确诊人群（ Ｉ１）、现有未收治

确诊人群（ Ｉ２）、治愈或死亡移出人群（Ｒ） ．
本文根据官方每日发布的累计确诊病例、现有确诊病例、新增确诊病例、疑似病例、死亡病例、治愈病例

等数据，对武汉封城前后两个阶段，建立了以下的 ＳＥＩＲ 模型：

　 　

ｄＳ（ ｔ）
ｄｔ

＝ Λ － λ１Ｓ（ Ｉ１ ＋ Ｉ２） － λ２ＳＥ － μＳ，

ｄＥ（ ｔ）
ｄｔ

＝ λ１Ｓ（ Ｉ１ ＋ Ｉ２） ＋ λ２ＳＥ － （ε１ ＋ ε２）Ｅ － σＥ，

ｄＩ１（ ｔ）
ｄｔ

＝ ε１Ｅ － ω１Ｉ１ － γ１Ｉ１，

ｄＩ２（ ｔ）
ｄｔ

＝ ε２Ｅ － ω２Ｉ２ － γ２Ｉ２，

ｄＲ（ ｔ）
ｄｔ

＝ γ１Ｉ１ ＋ γ２Ｉ２ ＋ ω１Ｉ１ ＋ ω２Ｉ２ ＋ σＥ － μＲ，
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（１）

其中，具体参数含义及说明见后文表 １．

２　 主 要 结 果

２．１　 无病平衡点与基本再生数

令系统（１）的右端为 ０，得到系统的无病平衡点为

００２ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２１ 年　 第 ４２ 卷



　 　 Ｐ０（Ｓ∗，０，０，０，０），
其中　 　 Ｓ∗ ＝ Λ ／ μ ．

若记

　 　 Ｘ ＝ ［Ｅ　 Ｉ１ 　 Ｉ２ 　 Ｓ　 Ｒ］ Ｔ， （２）
则系统（１）可记为

　 　 Ｘ′ ＝ Ｎ（ｘ） － Ｍ（ｘ）， （３）
其中

　 　 Ｎ（ｘ） ＝

λ ２ＳＥ ＋ λ １Ｓ（ Ｉ１ ＋ Ｉ２）
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÷
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　 　 Ｍ（ｘ） ＝

（ε １ ＋ ε ２ ＋ σ）Ｅ
－ ε １Ｅ ＋ （ω １ ＋ γ １） Ｉ１
－ ε ２Ｅ ＋ （ω ２ ＋ γ ２） Ｉ２

－ Λ ＋ λ １Ｓ（ Ｉ１ ＋ Ｉ２） ＋ λ ２ＳＥ － μＳ
－ γ １Ｉ１ － γ ２Ｉ２ － ω １Ｉ１ － ω ２Ｉ２ － σＥ ＋ μＲ
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． （５）

下面利用下一代矩阵方法（见文献［１１］）计算基本再生数．若记

　 　 Ｆ ＝
λ ２Ｓ∗ λ １Ｓ∗ λ １Ｓ∗

０ ０ ０
０ ０ ０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

， （６）

　 　 Ｖ ＝

ε １ ＋ ε ２ ＋ σ ０ ０
－ ε １ ω １ ＋ γ １ ０
－ ε ２ ０ ω ２ ＋ γ ２

é
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ê
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ù
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， （７）

则

　 　 Ｒ０ ＝ ρ（ＦＶ －１） ＝ ｍａｘ
ｉ

｜ λ ｉ ｜ ＝
Λ

μ（ε １ ＋ ε ２ ＋ σ） λ ２ ＋
λ １ε １

（ω １ ＋ γ １）
＋

λ １ε ２

（ω ２ ＋ γ ２）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （８）

２．２　 无病平衡点的稳定性

定理 １
１） 当 Ｒ０ ＜ １ 时，系统（１）的无病平衡点 Ｐ０（Λ ／ μ，０，０，０，０） 局部渐近稳定；
２） 当 Ｒ０ ＞ １ 时，则系统（１）的无病平衡点 Ｐ０（Λ ／ μ，０，０，０，０） 不稳定．
证明　 系统（１）在无病平衡点 Ｐ０（Λ ／ μ，０，０，０，０，０） 处的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵为

　 　 Ｊ（Ｐ０） ＝
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０

０ ε １ － （ω １ ＋ γ １） ０ ０

０ ε ２ ０ － （ω ２ ＋ γ ２） ０

０ σ γ １ ＋ ω １ γ ２ ＋ ω ２ － μ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

． （９）

令 ｄｅｔ（λＥ － Ｊ（Ｐ０）） ＝ ０，计算出 Ｊ（Ｐ０） 的特征值为 λ １，λ ２ ＝ － μ，λ ３，λ ４，λ ５ 满足三次方程：
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λ －

λ ２Λ
μ

＋ （ε １ ＋ ε ２ ＋ σ） －
λ １Λ
μ

－
λ １Λ
μ

－ ε １ λ ＋ （ω １ ＋ γ １） ０
－ ε ２ ０ λ ＋ （ω ２ ＋ γ ２）

＝ ０， （１０）

即

　 　 λ ３ ＋ ａ１λ ２ ＋ ａ２λ ＋ ａ３ ＝ ０， （１１）
其中

　 　

ａ１ ＝ （ω １ ＋ γ １） ＋ （ω ２ ＋ γ ２） ＋ （ε １ ＋ ε ２ ＋ σ） －
λ ２Λ
μ

＝

　 　 （ω １ ＋ γ １） ＋ （ω ２ ＋ γ ２） ＋ （ε １ ＋ ε ２ ＋ σ）（１ － Ｒ０） ＋

　 　 ε １

λ １Λ
μ（ω １ ＋ γ １）

＋ ε ２

λ １Λ
μ（ω ２ ＋ γ ２）

，

ａ２ ＝ （ω ２ ＋ γ ２）（ω １ ＋ γ １ ＋ ε １ ＋ ε ２ ＋ σ） ＋ （ω １ ＋ γ １）（ε １ ＋ ε ２ ＋ σ） －

　 　 ε １

λ １Λ
μ

－ ε ２

λ １Λ
μ

－
λ ２Λ
μ

（ω １ ＋ γ １ ＋ ω ２ ＋ γ ２） ＝

　 　 （ω １ ＋ γ １）（ω ２ ＋ γ ２） ＋ （ω １ ＋ γ １）（ε １ ＋ ε ２ ＋ σ）（１ － Ｒ０） ＋

　 　 （ω ２ ＋ γ ２）（ε １ ＋ ε ２ ＋ σ）（１ － Ｒ０） ＋ ε １

λ １Λ（ω ２ ＋ γ ２）
μ（ω １ ＋ γ １）

＋ ε ２

λ １Λ（ω １ ＋ γ １）
μ（ω ２ ＋ γ ２）

，

ａ３ ＝ （ω １ ＋ γ １）（ω ２ ＋ γ ２）（ε １ ＋ ε ２ ＋ σ） － ε ２

λ １Λ
μ

（ω １ ＋ γ １） －

　 　 ε １

λ １Λ
μ

（ω ２ ＋ γ ２） －
λ ２Λ
μ

（ω １ ＋ γ １）（ω ２ ＋ γ ２） ＝

　 　 （ω １ ＋ γ １）（ω ２ ＋ γ ２）（ε １ ＋ ε ２ ＋ σ）（１ － Ｒ０） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（１２）

因此，当 Ｒ０ ＜ １ 时，有
　 　 Δ１ ＝ ａ１ ＝ （ω １ ＋ γ １） ＋ （ω ２ ＋ γ ２） ＋ （ε １ ＋ ε ２ ＋ σ）（１ － Ｒ０） ＋

　 　 　 　 ε １

λ １Λ
μ（ω １ ＋ γ １）

＋ ε ２

λ １Λ
μ（ω ２ ＋ γ ２）

＞ ０， （１３）

　 　 Δ２ ＝
ａ１ １

ａ３ ａ２

＝ ａ１ａ２ － ａ３ ＝
æ

è
çç（ω １ ＋ γ １） ＋ （ω ２ ＋ γ ２） ＋ （ε １ ＋ ε ２ ＋ σ）（１ － Ｒ０） ＋

　 　 　 　 ε １

λ １Λ
μ（ω １ ＋ γ １）

＋ ε ２

λ １Λ
μ（ω ２ ＋ γ ２）

ö

ø
÷÷

æ

è
çç（ω １ ＋ γ １）（ω ２ ＋ γ ２） ＋

　 　 　 　 （ω １ ＋ γ １）（ε １ ＋ ε ２ ＋ σ）（１ － Ｒ０） ＋ （ω ２ ＋ γ ２）（ε １ ＋ ε ２ ＋ σ）（１ － Ｒ０） ＋

　 　 　 　 ε １

λ １Λ（ω ２ ＋ γ ２）
μ（ω １ ＋ γ １）

＋ ε ２

λ １Λ（ω １ ＋ γ １）
μ（ω ２ ＋ γ ２）

ö

ø
÷÷ －

　 　 　 　 （ω １ ＋ γ １）（ω ２ ＋ γ ２）（ε １ ＋ ε ２ ＋ σ）（１ － Ｒ０） ＞ ０， （１４）

　 　 Δ３ ＝

ａ１ １ ０

ａ３ ａ２ ａ１

０ ０ ａ３

＝ ａ３Δ２ ＝ （ω １ ＋ γ １）（ω ２ ＋ γ ２）（ε １ ＋ ε ２ ＋ σ）（１ － Ｒ０）Δ２ ＞ ０． （１５）

因此，当系统（１）的基本再生数 Ｒ０ ＜ １ 时，根据 Ｒｏｕｔｈ⁃Ｈｕｒｗｉｔｚ 判据（见文献［１２］）可知，系统（１）的无病

平衡点 Ｐ０（Λ ／ μ，０，０，０，０） 局部渐近稳定．
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当系统（１）的基本再生数 Ｒ０ ＞ １ 时，
　 　 ａ３ ＝ （ω １ ＋ γ １）（ω ２ ＋ γ ２）（ε １ ＋ ε ２ ＋ σ）（１ － Ｒ０） ． （１６）

根据 Ｖｉｅｔａ 定理， λ ３，λ ４，λ ５ ＝ － ａ３ ＞ ０，从而 λ １，λ ２，λ ３ 中至少有一个为正，因而系统（１）的无病平衡点

Ｐ０（Λ ／ μ，０，０，０，０） 不稳定．
下面，我们对无病平衡点 Ｐ０（Λ ／ μ，０，０，０，０） 的全局渐近性质进行讨论．
定理 ２　 若 Ｒ０ ＜ １ 时，则系统（１）的无病平衡点 Ｐ０（Λ ／ μ，０，０，０，０） 是全局渐近稳定的．
证明　 构造如下的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数：

　 　 Ｖ（Ｅ，Ｉ１，Ｉ２） ＝ １
ε １ ＋ ε ２ ＋ σ λ ２ ＋

λ １ε １

ω １ ＋ γ １

＋
λ １ε ２

ω ２ ＋ γ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｅ ＋

λ １

ω １ ＋ γ １
Ｉ１ ＋

λ ２

ω ２ ＋ γ ２
Ｉ２ ． （１７）

因此，当 Ｒ０ ＜ １ 时，有

　 　 ｄＶ
ｄｔ （１）

＝ １
ε １ ＋ ε ２ ＋ σ

（λ １λ ２Ｓ（ Ｉ１ ＋ Ｉ２） ＋ λ ２
２ＳＥ － λ ２（ε １ ＋ ε ２ ＋ σ）Ｅ） ＋

λ ２
１ε １

ω １ ＋ γ １
Ｓ（ Ｉ１ ＋ Ｉ２） ＋

　 　 　 　
λ １ε １

ω １ ＋ γ １
λ ２ＳＥ －

λ １ε １

ω １ ＋ γ １
（ε １ ＋ ε ２ ＋ σ）Ｅ ＋

λ １ε ２

ω ２ ＋ γ ２
λ １Ｓ（ Ｉ１ ＋ Ｉ２） ＋

λ １ε ２

ω ２ ＋ γ ２
λ ２ＳＥ －

　 　 　 　
λ １ε ２

ω ２ ＋ γ ２
（ε １ ＋ ε ２ ＋ σ）Ｅ ＋

λ １

ω １ ＋ γ １
（ε １Ｅ － ω １Ｉ１ － γ １Ｉ１） ＋

λ ２

ω ２ ＋ γ ２
（ε ２Ｅ － ω ２Ｉ２ － γ ２Ｉ２） ＝

　 　 　 　 （λ １Ｓ（ Ｉ１ ＋ Ｉ２） ＋ λ ２ＳＥ）
１

ε １ ＋ ε ２ ＋ σ λ ２ ＋
λ １ε １

ω １ ＋ γ １

＋
λ １ε ２

ω ２ ＋ γ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － λ １（ Ｉ１ ＋ Ｉ２） － λ ２Ｅ ＝

　 　 　 　 （λ ２Ｅ ＋ λ １（ Ｉ１ ＋ Ｉ２））（Ｒ０ － １） ＜ ０， （１８）
且 ｄＶ ／ ｄｔ ｜ （１） ＝ ０，当且仅当 Ｒ０ ＝ １；又当 Ｅ∗ ＝ Ｉ∗１ ＝ Ｉ∗２ ＝ ０ 时，得到 Ｒ０ ＝ ０，Ｓ∗ ＝ Λ ／ μ ．

因此，当系统（１）的基本再生数满足 Ｒ０ ＜ １ 时，根据 ＬａＳａｌｌｅ 不变原理（见文献［１３］）和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 稳定

性定理（见文献［１４］）可知，系统（１）的无病平衡点 Ｐ０（Λ ／ μ，０，０，０，０） 全局渐近稳定．

３　 模 型 应 用

３．１　 数据来源与说明

本文以武汉市总人口约 １１ ０８１ ０００ 人为初始易感人群总数作为研究对象［１５］ ．通过国家卫生健康委员会

网站［１６］以及湖北省卫生健康委员会网站［１５］公开发布的官方数据为原始数据，收集了 ２０２０ 年 １ 月 １０ 日以后

每日的疫情数据，包括确诊人群、疑似人群、死亡人群、治愈人群等数据．
本文考虑的潜伏期和人们被隔离的时间为 １４ 天［３，１７］ ．

注 １　 钟南山团队根据 １ ０９９ 个病例，提出中位潜伏期为 ４ 天（四分位间距为 ２ 到 ７） ［１８］ ．Ｂａｃｋｅｒ 团队根据 ８８ 例确诊病例

的旅行史和症状表征，估计平均潜伏期为 ６．４ 天，潜伏期范围从 ２．１ 天到 １１．１ 天［１９］ ．

鉴于 ２０２０ 年 ２ 月 １２ 日官方首次将临床诊断病例加入到确诊人群中，造成了数据的突然增加，我们将该

日的临床诊断病例按比例加入到之前每一日的确诊人群中．同时，患者日益快速增加致使当地医院床位变得

供不应求，床位和医护人员紧张，导致一些确诊患者无法得到医院的及时收治和医治，只能自己居家隔离．因
此我们在分析过程中，将确诊人群分为已收治和未收治两种情形进行讨论．此外，本文根据国家卫生健康委

员会网站以及湖北省卫生健康委员会网站公开的医院床位数，按比例将确诊人群分为已收治确诊人群和未

收治确诊人群，其中已收治确诊人群约占总数的 ４０％，未收治确诊人群约占总数的 ６０％．最后，本文将数据集

分为两个部分：２０２０ 年 １ 月 １０ 日至 １ 月 ２３ 日作为封城前数据，２０２０ 年 １ 月 ２４ 日及以后作为封城后数据．
３．２　 数值分析

本小节利用 ＭＡＴＬＡＢ 软件对模型（１）进行数值模拟，我们通过数值拟合并结合相关资料，给出了相关参

数的具体取值．其中治愈率、死亡率从实际数据中计算得到，自然死亡率从国家统计局网站中查阅得到，其余

参数均通过数值拟合．
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经计算，封城前治愈率为 γ ０ ＝ ０．１７３ ４３３ ４８１，死亡率 ω ０ ＝ ０．０２５ ０８９ ３４４，因此取已收治确诊人群的治愈

率 γ １０ ＝ ５０％·γ ０，死亡率 ω １０ ＝ ４０％·ω ０；未收治确诊人群的治愈率 γ ２０ ＝ ２０％·γ ０，死亡率 ω ２０ ＝ ７０％·ω ０ ．
封城后治愈率为 γ ＝ ０．６３２ ８５９ ９６２，死亡率 ω ＝ ０．０３１ ８５５ ６５８，因此我们取已收治确诊人群的治愈率 γ １

＝ ９５％·γ；死亡率 ω １ ＝ ４５％·ω；未收治确诊人群的治愈率 γ ２ ＝ ９０％·γ，死亡率 ω ２ ＝ ９０％·ω ．具体参数数值见

表 １．
表 １　 模型参数说明及取值

Ｔａｂｌｅ １　 Ｍｏｄｅｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｖａｌｕｅｓ

ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｍｅａｎｉｎｇ
ｖａｌｕｅ ｂｅｆｏｒｅ ｔｈｅ ｃｉｔｙ ｃｌｏｓｕｒｅ

Ｖ１

ｖａｌｕｅ ａｆｔｅｒ ｔｈｅ ｃｉｔｙ ｃｌｏｓｕｒｅ
Ｖ２

ｓｅｔｔｉｎｇ ｂａｓｉｓ

Λ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｉｎｐｕｔ ｒａｔｅ ０．０１０ ０００ ００ ０．１００ ０００ ００ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ
λ １ ｄｉｓｅａｓｅ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｒａｔｅ ０．０００ ２１５ ００ ０．０００ ０２９ ００ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ
λ ２ ｄｉｓｅａｓｅ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｒａｔｅ ０．０００ ２４０ ００ ０．０００ ０３０ ００ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ
ε１ ｃｏｎｖｅｒｓｉｏｎ ｒａｔｅ ｏｆ Ｉ１ ０．４５０ ０００ ００ ０．７００ ０００ ００ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ
ε２ ｃｏｎｖｅｒｓｉｏｎ ｒａｔｅ ｏｆ Ｉ２ ０．６５０ ０００ ００ ０．９９９ ５００ ００ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

σ ｃｕｒｅ ｗｉｔｈｄｒａｗａｌ ｒａｔｅ ｏｆ Ｉ１ ０．００９ ９００ ００ ０．０１０ ０００ ００ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ
ω１ ｍｏｒｔａｌｉｔｙ ｒａｔｅ ｏｆ Ｉ１ ０．０１０ ０３５ ７４ ０．０１４ ３３５ ０５ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｆｒｏｍ ａｃｔｕａｌ ｄａｔａ
ω２ ｍｏｒｔａｌｉｔｙ ｒａｔｅ ｏｆ Ｉ２ ０．０１７ ５６２ ５４ ０．０２８ ６７０ ０９ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｆｒｏｍ ａｃｔｕａｌ ｄａｔａ
γ １ ｃｕｒｅ ｒａｔｅ ｏｆ Ｉ１ ０．０８６ ７１６ ７４ ０．６０１ ２１６ ９６ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｆｒｏｍ ａｃｔｕａｌ ｄａｔａ
γ ２ ｃｕｒｅ ｒａｔｅ ｏｆ Ｉ２ ０．０３４ ６８６ ７０ ０．５６９ ５７３ ９７ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｆｒｏｍ ａｃｔｕａｌ ｄａｔａ

μ ｎａｔｕｒａｌ ｍｏｒｔａｌｉｔｙ ０．０００ ０１９ ５６ ０．０００ ０１９ ５６ ｒｅｆ． ［２０］

３．２．１　 封城前模型（１）的数值模拟

根据国家卫生健康委员会和湖北省卫生健康委员会发布的疫情实际数据，选取初值为

　 　 Ｓ（０） ＝ １１０ ８１０， Ｅ（０） ＝ ５０， Ｒ（０） ＝ ３， Ｉ１（０） ＝ ２０， Ｉ２（０） ＝ ３０，
其中 Ｓ（０） 的取值与文献［１５］中的取值相同，百人； Ｅ（０），Ｒ（０），Ｉ１（０），Ｉ２（０） 的取值与国家卫生健康委员会

和湖北省卫生健康委员会初次发布的疫情实际数据相同．当模型（１）的参数取如表 １ 中的具体数值时，可以

得到 Ｒ０ ＝ １．８０３ ０．
因此，由 Ｒ０ ＞ １ 可知，ＣＯＶＩＤ⁃１９ 疫情正处于自然爆发阶段，疫情将进一步蔓延传播，将会有更多的人感

染上新冠肺炎．所以必须采取措施对疫情进行控制和防范．其中，封城前模型拟合数据和实际数据以及两类

数据对比如图 １ 所示．图 １（ａ）为封城前现有已收治确诊人群数值拟合结果与实际数据对比图；图 １（ｂ）为封

城前现有未收治确诊人群数值拟合结果与实际数据对比图．系统（１）的数值拟合结果和原始数据图像基本重

合，具有相同的变化趋势，均呈现出指数变化的上升趋势．可以看出在封城之前，由于未对疾病采取控制和预

防措施，疾病处于自然传播阶段，疫情扩散蔓延，导致确诊人数急剧上升．

图 １　 封城前确诊人群模型拟合数据与原始数据对比图

Ｆｉｇ． １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｆｉｔｔｅｄ ｄａｔａ ａｎｄ ｔｈｅ ｏｒｉｇｉｎａｌ ｄａｔａ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉａｇｎｏｓｅｄ ｃｒｏｗｄ ｍｏｄｅｌ ｂｅｆｏｒｅ ｔｈｅ ｃｉｔｙ ｃｌｏｓｕｒｅ
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３．２．２　 封城后模型（１）的数值模拟

根据国家卫生健康委员会和湖北省卫生健康委员会发布的疫情实际数据，选取初值为

　 　 Ｓ（０） ＝ １１０ ８１０， Ｅ（０） ＝ １ ９６５， Ｒ（０） ＝ ７９， Ｉ１（０） ＝ ６２９， Ｉ２（０） ＝ ９４４，
其中 Ｓ（０），Ｅ（０），Ｒ（０），Ｉ１（０），Ｉ２（０） 的取值方法与 ３．２．１ 小节相同．当模型（１）的参数取如表（１）中的数值

是，我们可以得到 Ｒ０ ＝ ０．３３３ ２．

图 ２　 封城后确诊人群模型拟合数据与原始数据对比图

Ｆｉｇ． ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｆｉｔｔｅｄ ｄａｔａ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉａｇｎｏｓｅｄ ｃｒｏｗｄ ｍｏｄｅｌ ａｎｄ ｔｈｅ ｏｒｉｇｉｎａｌ ｄａｔａ ａｆｔｅｒ ｔｈｅ ｃｉｔｙ ｃｌｏｓｕｒｅ

图 ３　 封城前参数 λ ｉ 对确诊人群 Ｉｉ 的灵敏度分析

Ｆｉｇ． ３　 Ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒ λ ｉ ｔｏ ｄｉａｇｎｏｓｅｄ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ Ｉｉ ｂｅｆｏｒｅ ｔｈｅ ｃｉｔｙ ｃｌｏｓｕｒｅ

因此，由 Ｒ０ ＜ １ 可知，ＣＯＶＩＤ⁃１９ 疫情得到了有效的控制，相对于封城前的数据而言，基本再生数 Ｒ０ 有

了较大的下降．其中，封城后确诊人群模型拟合数据和原始数据以及两类数据对比如图 ２ 所示．图 ２（ａ）为封

城后现有已收治确诊人群系统（１）数值拟合结果与实际数据对比图；图 ２（ｂ）为封城后现有未收治确诊人群

系统（１）数值拟合结果与实际数据对比图．由图可知，系统（１）的数值拟合结果和原始数据结果图像趋于重
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合．确诊人数在一段上升期后逐渐趋于平缓甚至下降，没有进一步上升的趋势．这说明武汉市的封城措施对

疫情的防控起到了至关重要的作用，并且政府调配大量的医务人员和医疗物资对疫情进一步蔓延起到了良

好的抑制作用，疫情得到了较好的控制．由于确诊患者不断地被治愈或者移除，从图像来看，确诊人群最后将

呈下降趋势，虽然疫情仍然将持续存在，但是在未来的一段时间内，疫情将会逐渐减缓直至消失．

图 ４　 封城前参数 ε ｉ 对确诊人群 Ｉｉ 的灵敏度分析

Ｆｉｇ． ４　 Ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ε ｉ ｔｏ ｄｉａｇｎｏｓｅｄ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ Ｉｉ ｂｅｆｏｒｅ ｔｈｅ ｃｉｔｙ ｃｌｏｓｕｒｅ

３．２．３　 参数 λ １，λ ２，ε １，ε ２，γ １，γ ２ 的灵敏度分析

为了研究与分析系统（１）的稳定性对系统参数条件变化的敏感程度．我们将分别利用参数 λ １，λ ２，ε １，
ε ２，γ １，γ ２ 对封城前和封城后系统（１）的稳定进行灵敏度分析．其中，对封城前模型中各类参数的灵敏度分析

见图 ３～５，对封城后模型中各类参数的灵敏度分析见图 ６～８．
封城前，参数 λ １ 对系统（１）已收治确诊人群 Ｉ１ 的影响如图 ３（ａ）所示；参数 λ １ 对系统（１）未收治确诊人

群 Ｉ２ 的影响如图 ３（ｂ）所示；参数 λ ２ 对系统（１）已收治确诊人群 Ｉ１ 的影响如图 ３（ｃ）所示；参数 λ ２ 对系统（１）
未收治确诊人群 Ｉ２ 的影响如图 ３（ｄ）所示．
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图 ５　 封城前参数 γ ｉ 对确诊人群 Ｉｉ 的灵敏度分析

Ｆｉｇ． ５　 Ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒ γ ｉ ｔｏ ｄｉａｇｎｏｓｅｄ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ Ｉｉ ｂｅｆｏｒｅ ｔｈｅ ｃｉｔｙ ｃｌｏｓｕｒｅ

封城后，参数 λ １ 对系统（１）已收治确诊人群 Ｉ１ 的影响如图 ６（ａ）所示；参数 λ １ 对系统（１）未收治确诊人

群 Ｉ２ 的影响如图 ６（ｂ）所示；参数 λ ２ 对系统（１）已收治确诊人群 Ｉ１ 的影响如图 ６（ｃ）所示；参数 λ ２ 对系统（１）
未收治确诊人群 Ｉ２ 的影响如图 ６（ｄ）所示．

图 ６　 封城后参数 λ ｉ 对确诊人群 Ｉｉ 的灵敏度分析

Ｆｉｇ． ６　 Ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒ λ ｉ ｔｏ ｄｉａｇｎｏｓｅｄ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ Ｉｉ ａｆｔｅｒ ｔｈｅ ｃｉｔｙ ｃｌｏｓｕｒｅ

从图中可以看出，参数 λ 对封城前与封城后系统（１）的影响一致．随着参数 λ 值的进一步增大，确诊人

群 Ｉ 将会进一步的增加；随着参数 λ 值的减小，确诊人群 Ｉ 将会减少．λ １ 的变化与 Ｉ１ 和 Ｉ２ 均成正比；λ ２ 的变化

与 Ｉ１ 和 Ｉ２ 也均成正比，所以参数 λ 对系统（１）的影响较大，说明如果不进一步减小 ＣＯＶＩＤ⁃１９ 疫情的传染率

和控制人与人之间的传染，疫情将会向着更坏的方向发展，确诊人群 Ｉ将会进一步激增．当 λ １ 的值越小，已收

治确诊人群 Ｉ１ 和未收治确诊人群 Ｉ２ 的疫情峰值的变化具有相同趋势，其到来时间将会更慢；但是当 λ １ 的值

越大，已收治确诊人群 Ｉ１ 和未收治确诊人群 Ｉ２ 的疫情峰值的到来时间将会加快．同样地，当 λ ２ 的值越小，已
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收治确诊人群 Ｉ１ 和未收治确诊人群 Ｉ２ 的疫情峰值的变化同样具有相同的趋势，其来时间也将会更慢；当 λ ２

的值越大，已收治确诊人群 Ｉ１ 和未收治确诊人群 Ｉ２ 的疫情峰值的到来时间将会加快．
封城前，参数 ε １ 对系统（１）已收治确诊人群 Ｉ１ 的影响如图 ４（ａ）所示；参数 ε １ 对系统（１）未收治确诊人

群 Ｉ２ 的影响如图 ４（ｂ）所示；参数 ε ２ 对系统（１）已收治确诊人群 Ｉ１ 的影响如图 ４（ｃ）所示；参数 ε ２ 对系统（１）
未收治确诊人群 Ｉ２ 的影响如图 ４（ｄ）所示．封城后，参数 ε １ 对系统（１）已收治确诊人群 Ｉ１ 的影响如图 ７（ａ）所
示； 参数 ε １ 对系统（１）未收治确诊人群 Ｉ２ 的影响如图 ７（ｂ）所示； 参数 ε ２ 对系统（１）已收治确诊人群 Ｉ１ 的

影响如图 ７（ｃ）所示； 参数 ε ２ 对系统（１）未收治确诊人群 Ｉ２ 的影响如图 ７（ｄ）所示．从图中可以看出， 参数 ε
对封城前与封城后系统（１）的影响一致．ε １ 的变化与 Ｉ１ 成正比， 与 Ｉ２ 成反比；ε ２ 的变化与 Ｉ１ 成反比， 与 Ｉ２ 成
正比， 所以参数 ε 对系统（１）有影响．说明如果不进一步减小 ＣＯＶＩＤ⁃１９ 疫情从疑似人群转化为确诊人群的

转化率， 确诊人群 Ｉ 将会进一步激增， 所以应该对疑似人群进行大范围的检验， 解除疑似， 减少疑似人群的

数量．

图 ７　 封城后参数 ε ｉ 对确诊人群 Ｉｉ 的灵敏度分析

Ｆｉｇ． ７　 Ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ε ｉ ｔｏ ｄｉａｇｎｏｓｅｄ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ Ｉｉ ａｆｔｅｒ ｔｈｅ ｃｉｔｙ ｃｌｏｓｕｒｅ

封城前，参数 γ １ 对系统（１）已收治确诊人群 Ｉ１ 的影响如图 ５（ａ）所示；参数 γ １ 对系统（１）未收治确诊人

群 Ｉ２ 的影响如图 ５（ｂ）所示；参数 γ ２ 对系统（１）已收治确诊人群 Ｉ１ 的影响如图 ５（ｃ）所示；参数 γ ２ 对系统（１）
未收治确诊人群 Ｉ２ 的影响如图 ５（ｄ）所示．

封城后，参数 γ １ 对系统（１）已收治确诊人群 Ｉ１ 的影响如图 ８（ａ）所示；参数 γ １ 对系统（１）未收治确诊人

群 Ｉ２ 的影响如图 ８（ｂ）所示；参数 γ ２ 对系统（１）已收治确诊人群 Ｉ１ 的影响如图 ８（ｃ）所示；参数 γ ２ 对系统（１）
未收治确诊人群 Ｉ２ 的影响如图 ８（ｄ）所示．从图中可以看出，参数 γ 对封城前与封城后系统（１）的影响一致．
随着参数 γ值的进一步增大，确诊人群 Ｉ将会减少；随着参数γ值的减小，确诊人群 Ｉ将会增加．γ １ 的变化与 Ｉ１
和 Ｉ２ 均成反比，γ ２ 的变化与 Ｉ１ 和 Ｉ２ 也均成反比，所以参数 γ 对系统（１）有影响．这说明进一步增加治愈退出

率 γ 对控制 ＣＯＶＩＤ⁃１９ 疫情的发展有很大的作用．因此，我们应该加大投入医疗救助和医疗物资，提高确诊人

群的治愈率．
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图 ８　 封城后参数 γ ｉ 对确诊人群 Ｉｉ 的灵敏度分析

Ｆｉｇ． ８　 Ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒ γ ｉ ｔｏ ｄｉａｇｎｏｓｅｄ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ Ｉｉ ａｆｔｅｒ ｔｈｅ ｃｉｔｙ ｃｌｏｓｕｒｅ

４　 结论与建议

根据前面的讨论知：在封城前，基本再生数 Ｒ０ ＞ １， ＣＯＶＩＤ⁃１９ 疫情流行病特征尚未明确，处于自然爆发

和蔓延传播阶段，如果疫情得不到有效的控制，将会有更多人感染 ＣＯＶＩＤ⁃１９ 病毒，情况不容乐观．在封城后，
基本再生数 Ｒ０ ＜ １， 说明武汉封城对 ＣＯＶＩＤ⁃１９ 疫情的防控至关重要，并且随着中国政府对疫情的控制和

干预以及大量医务人员和医疗物资的投入，ＣＯＶＩＤ⁃１９ 疫情在中国得到了较好的控制，确诊人数曲线逐渐趋

于平缓，并随着患者的不断治愈移除，图像呈下降的趋势．ＣＯＶＩＤ⁃１９ 疫情将在未来的一段时间内持续存在，
但随着时间的推移，在严格按照中国政府提出的防疫策略的控制之下，ＣＯＶＩＤ⁃１９ 疫情将有所减缓并且将会

消失．因此，本文所建立的一类基于 ＳＥＩＲ 模型的 ＣＯＶＩＤ⁃１９ 传染病模型及其理论结果和数值模拟结果具有

一定的应用价值，可为疫情的防治和控制提供一些理论依据和支持．在此，我们建议政府应该加强对 ＣＯＶＩＤ⁃
１９ 疫情的监控，预防境外输入性疫情的传播，进一步对现有确诊病例进行救治，对疫情严重的地区进行逐一

排查，避免存在确诊患者引起疫情的第二轮爆发，并且应对无症状感染者加强监控，逐步恢复人民的生产生

活，推进企业的复工复产．
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ｏｆ ｃｏｒｏｎａｖｉｒｕｓ ｄｉｓｅａｓｅ ２０１９ ｉｎ Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ ａｎｄ Ｇｕｉｚｈｏｕ ｐｒｏｖｉｎｃｅｓ［ Ｊ］ ． Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｂｉｏｓｃｉｅｎｃｅｓ ａｎｄ Ｅｎｇｉ⁃
ｎｅｅｒｉｎｇ， ２０２０， １７（４）： ２７８１⁃２７９１．

［５］　 杨雨琦， 孙琦， 王悦欣， 等． 重庆市新型冠状病毒肺炎（ＮＣＰ）疫情分析与趋势预测［Ｊ］ ． 重庆师范大学学报（自然

科学版）， ２０２０， ３７（１）： １３５⁃１４０．（ＹＡＮＧ Ｙｕｑｉ， ＳＵＮ Ｑｉ， ＷＡＮＧ Ｙｕｅｘｉｎ， ｅｔ ａｌ． Ｅｐｉｄｅｍｉｃ ｓｉｔｕａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ
ｔｒｅｎｄ ｆｏｒｅｃａｓｔ ｏｆ ｎｅｗ ｃｏｒｏｎａｖｉｒｕｓ ｐｎｅｕｍｏｎｉａ （ＮＣＰ） ｉｎ Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ Ｎｏｒｍａｌ Ｕｎｉ⁃
ｖｅｒｓｉｔｙ （Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ）， ２０２０， ３７（１）： １３５⁃１４０．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［６］　 耿辉， 徐安定， 王晓艳， 等． 基于 ＳＥＩＲ 模型分析相关干预措施在新型冠状病毒肺炎疫情中的作用［Ｊ］ ． 暨南大学

学报（自然科学与医学版）， ２０２０， ４１（２）： １７５⁃１８０．（ＧＥＮＧ Ｈｕｉ， ＸＵ Ａｎｄｉｎｇ， ＷＡＮＧ Ｘｉａｏｙａｎ， ｅｔ ａｌ． Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ
ｔｈｅ ｒｏｌｅ ｏｆ ｃｕｒｒｅｎｔ ｐｒｅｖｅｎｔｉｏｎ ａｎｄ ｃｏｎｔｒｏｌ ｍｅａｓｕｒｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ｅｐｉｄｅｍｉｃ ｏｆ ｃｏｒｏｎａ ｖｉｒｕｓ ｄｉｓｅａｓｅ ２０１９ ｂａｓｅｄ ｏｎ
ＳＥＩＲ ｍｏｄｅｌ ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｊｉｎａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ （Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ ＆Ｍｅｄｉｃｉｎｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ）， ２０２０， ４１（２）： １７５⁃１８０．
（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［７］　 ＷＵ Ｊ Ｔ， ＬＥＵＮＧ Ｋ， ＬＥＵＮＧ Ｇ Ｍ． Ｎｏｗｃａｓｔｉｎｇ ａｎｄ ｆｏｒｅｃａｓｔｉｎｇ ｔｈｅ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｄｏｍｅｓｔｉｃ ａｎｄ ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ ｓｐｒｅａｄ
ｏｆ ｔｈｅ ２０１９⁃ｎＣｏＶ ｏｕｔｂｒｅａｋ ｏｒｉｇｉｎａｔｉｎｇ ｉｎ Ｗｕｈａｎ， Ｃｈｉｎａ： ａ ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ ｓｔｕｄｙ ［ Ｊ］ ． Ｔｈｅ Ｌａｎｃｅｔ， ２０２０， ３９５
（１０２２５）： ６８９⁃６９７．

［８］　 张云俊， 张原， 尤翀， 等． 新型冠状病毒肺炎（ＣＯＶＩＤ⁃１９）传染病传播动力学模型的综述［Ｊ］ ． 中华医学科研管理

杂志， ２０２０， ３３： Ｅ０１４． ＤＯＩ： １０．３７６０ ／ ｃｍａ． ｊ． ｃｎ１１３５６５⁃２０２００２１４⁃００００７．（ＺＨＡＮＧ Ｙｕｎｊｕｎ， ＺＨＡＮＧ Ｙｕａｎ， ＹＯＵ
Ｃｈｏｎｇ， ｅｔ ａｌ． Ｒｅｖｉｅｗ ｏｎ ｔｈｅ ｓｔｕｄｙ ｏｆ ｓｐｒｅａｄｉｎｇ ｏｆ ｔｈｅ ＣＯＶＩＤ⁃１９ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｄｙｎａｍｉｃ ｍｏｄｅｌｓ ［Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒ⁃
ｎａｌ ｏｆ Ｍｅｄｉｃａｌ Ｒｅｓｅａｒｃｈ Ｍａｎａｇｅｍｅｎｔ， ２０２０， ３３： Ｅ０１４． ＤＯＩ： １０．３７６０ ／ ｃｍａ．ｊ．ｃｎ１１３５６５⁃２０２００２１４⁃００００７．（ ｉｎ Ｃｈｉ⁃
ｎｅｓｅ））

［９］　 曹盛力， 冯沛华， 时朋朋． 修正 ＳＥＩＲ 传染病动力学模型应用于湖北省 ２０１９ 冠状病毒病（ＣＯＶＩＤ⁃１９）疫情预测和

评估［Ｊ］ ． 浙江大学学报（医学版）， ２０２０， ４９（２）： １７８⁃１８４．（ＣＡＯ Ｓｈｅｎｇｌｉ， ＦＥＮＧ Ｐｅｉｈｕａ， ＳＨＩ Ｐｅｎｇｐｅｎｇ． Ｓｔｕｄｙ
ｏｎ ｔｈｅ ｅｐｉｄｅｍｉｃ ｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔ ｏｆ ＣＯＶＩＤ⁃１９ ｉｎ Ｈｕｂｅｉ ｐｒｏｖｉｎｃｅ ｂｙ ａ ｍｏｄｉｆｉｅｄ ＳＥＩＲ ｍｏｄｅｌ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｚｈｅ⁃
ｊｉａｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ （Ｍｅｄｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ）， ２０２０， ４９（２）： １７８⁃１８４．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１０］　 赵序茅， 李欣海， 聂常虹． 基于大数据回溯新冠肺炎的扩散趋势及中国对疫情的控制研究［Ｊ］ ． 中国科学院院刊，
２０２０， ３５（３）： ２４８⁃２５５．（ＺＨＡＯ Ｘｕｍａｏ， ＬＩ Ｘｉｎｈａｉ， ＮＩＥ Ｃｈａｎｇｈｏｎｇ． Ｂａｃｋｔｒａｃｋｉｎｇ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｏｆ ＣＯＶＩＤ⁃１９ ｉｎ
Ｃｈｉｎａ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｂｉｇ ｄａｔａ ｓｏｕｒｃｅ， ａｎｄ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｓｔｒｉｃｔ ｐａｎｄｅｍｉｃ ｃｏｎｔｒｏｌ ｐｏｌｉｃｙ［Ｊ］ ． Ｂｕｌｌｅｔｉｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｃｈｉｎｅｓｅ Ａｃａｄ⁃
ｅｍｙ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２０２０， ３５（３）： ２４８⁃２５５．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１１］　 梁桂珍． 一类潜伏期和染病期均传染的 ＳＥＩＱＲ 流行病模型的稳定性［ Ｊ］ ． 西南师范大学学报（自然科学版），
２０２０， ４５（３）： １⁃９．（ＬＩＡＮＧ Ｇｕｉｚｈｅｎ． Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ａ ＳＥＩＱＲ ｅｐｉｄｅｍｉｃ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｉｎｆｅｃｔｉｏｕｓ ｉｎｃｕｂａｔｉｏｎ ｐｅｒｉｏｄ ａｎｄ
ｉｎｆｅｃｔｉｏｕｓ ｐｅｒｉｏｄ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｕｔｈｗｅｓｔ Ｎｏｒｍａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ （Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ）， ２０２０， ４５（３）： １⁃９．
（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１２］　 ＢＲＡＵＥＲ Ｆ， ＮＯＨＥＬ Ｊ Ａ． Ｔｈｅ Ｑｕａｌｉｔａｔｉｖｅ Ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ Ｏｒｄｉｎａｒｙ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ： ａｎ Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ［Ｍ］ ．
Ｃｏｕｒｉｅｒ Ｃｏｒｐｏｒａｔｉｏｎ， １９８９．

［１３］　 谢英超， 程燕， 贺天宇． 一类具有非线性发生率的时滞传染病模型的全局稳定性［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０１５， ３６
（１０）： １１０７⁃１１１６．（ＸＩＥ Ｙｉｎｇｃｈａｏ， ＣＨＥＮＧ Ｙａｎ， ＨＥ Ｔｉａｎｙｕ． Ｇｌｏｂａｌ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｄｅｌａｙｅｄ ｅｐｉｄｅｍｉｃ
ｍｏｄｅｌｓ ｗｉｔｈ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｉｎｃｉｄｅｎｃｅ ｒａｔｅｓ［ Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１５， ３６（１０）： １１０７⁃１１１６．
（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１４］　 赵英英， 胡华． 带有标准发生率和信息干预的随机时滞 ＳＩＲＳ 传染病模型的动力学行为［ Ｊ］ ． 应用数学和力学，
２０１９， ４０（１２）： １３７３⁃１３８８．（ＺＨＡＯ Ｙｉｎｇｙｉｎｇ， ＨＵ Ｈｕａ． Ｄｙｎａｍｉｃ ｂｅｈａｖｉｏｒｓ ｏｆ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃａｌｌｙ ｄｅｌａｙｅｄ ＳＩＲＳ ｅｐｉ⁃
ｄｅｍｉｃ ｍｏｄｅｌｓ ｗｉｔｈ ｓｔａｎｄａｒｄ ｉｎｃｉｄｅｎｃｅ ｒａｔｅｓ ｕｎｄｅｒ ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｉｎｔｅｒｖｅｎｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅ⁃
ｃｈａｎｉｃｓ， ２０１９， ４０（１２）： １３７３⁃１３８８．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１５］　 湖北省卫生健康委员会． 湖北省新型冠状病毒肺炎疫情情况［ＥＢ ／ ＯＬ］ ． ［２０２０⁃０５⁃１４］ ． ｈｔｔｐ： ／ ／ ｗｊｗ．ｈｕｂｅｉ．ｇｏｖ．

０１２ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２１ 年　 第 ４２ 卷



ｃｎ ／ ｂｍｄｔ ／ ｚｔｚｌ ／ ｆｋｘｘｇｚｂｄｇｒｆｙｙｑ ／ ｘｘｆｂ ／ ２０２００３ ／ ｔ２０２００３２８＿２１９５４３６．ｓｈｔｍｌ．（Ｈｅａｌｔｈ Ｃｏｍｍｉｓｓｉｏｎ ｏｆ Ｈｕｂｅｉ Ｐｒｏｖｉｎｃｅ．
Ｅｐｉｄｅｍｉｃ ｓｉｔｕａｔｉｏｎ ｏｆ ｎｅｗ ｃｏｒｏｎａｖｉｒｕｓ ｐｎｅｕｍｏｎｉａ ｉｎ Ｈｕｂｅｉ ｐｒｏｖｉｎｃｅ［ＥＢ ／ ＯＬ］ ． ［２０２０⁃０５⁃１４］ ． ｈｔｔｐ： ／ ／ ｗｊｗ．ｈｕ⁃
ｂｅｉ．ｇｏｖ．ｃｎ ／ ｂｍｄｔ ／ ｚｔｚｌ ／ ｆｋｘｘｇｚｂｄｇｒｆｙｙｑ ／ ｘｘｆｂ ／ ２０２００３ ／ ｔ２０２００３２８＿２１９５４３６．ｓｈｔｍｌ．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１６］　 中华人民共和国国家卫生健康委员会． 截止 ２０２０ 年 ３ 月 ２７ 日 ２４ 时新型冠状病毒肺炎疫情情况 ［ＥＢ ／ ＯＬ］ ．
［２０２０⁃０５⁃１４］ ． ｈｔｔｐ： ／ ／ ｗｗｗ．ｎｈｃ．ｇｏｖ．ｃｎ ／ ｘｃｓ ／ ｙｑｔｂ ／ ２０２００３ ／ ｂｆ６６６９６０２９ｂａ４２００９８１６４６０７２４００７４ｆ８． ｓｈｔｍｌ．（Ｎａｔｉｏｎａｌ
Ｈｅａｌｔｈ Ｃｏｍｍｉｓｓｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｐｅｏｐｌｅ’ｓ Ｒｅｐｕｂｌｉｃ ｏｆ Ｃｈｉｎａ． Ｔｈｅ ｎｅｗ ｃｏｒｏｎａｖｉｒｕｓ ｐｎｅｕｍｏｎｉａ ｅｐｉｄｅｍｉｃ ｓｉｔｕａｔｉｏｎ ａｓ
ｏｆ ２４：００ ｏｎ Ｍａｒｃｈ ２７， ２０２０［Ｎ］ ． ［２０２０⁃０５⁃１４］ ． ｈｔｔｐ： ／ ／ ｗｗｗ．ｎｈｃ．ｇｏｖ．ｃｎ ／ ｘｃｓ ／ ｙｑｔｂ ／ ２０２００３ ／ ｂｆ６６６９６０２９ｂａ４２００９８１６
４６０７２４００７４ｆ８．ｓｈｔｍｌ．（ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１７］　 陈凯， 苏彬， 杨易， 等． 新型冠状病毒肺炎病原学及临床特点研究进展［Ｊ］ ． 武警医学， ２０２０， ３１（３）： ２６９⁃２７１．
（ＣＨＥＮ Ｋａｉ， ＳＵ Ｂｉｎ， ＹＡＮＧ Ｙｉ， ｅｔ ａｌ． Ｒｅｓｅａｒｃｈ ｐｒｏｇｒｅｓｓ ｏｎ ｅｔｉｏｌｏｇｙ ａｎｄ ｃｌｉｎｉｃａｌ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｎｅｗ ｃｏｒｏ⁃
ｎａｖｉｒｕｓ ｐｎｅｕｍｏｎｉａ［Ｊ］ ． Ｍｅｄｉｃａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ｔｈｅ Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｐｅｏｐｌｅ’ｓ Ａｒｍｅｄ Ｐｏｌｉｃｅ Ｆｏｒｃｅｓ， ２０２０， ３１（３）： ２６９⁃２７１．
（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１８］　 ＧＵＡＮ Ｗ， ＮＩ Ｚ， ＨＵ Ｙ， ｅｔ ａｌ． Ｃｌｉｎｉｃａｌ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｃｏｒｏｎａｖｉｒｕｓ ｄｉｓｅａｓｅ ２０１９ ｉｎ Ｃｈｉｎａ［Ｊ］ ． Ｎｅｗ Ｅｎｇｌａｎｄ
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｄｉｃｉｎｅ， ２０２０， ３８２（１８）： １７０８⁃１７２０．

［１９］　 ＢＡＣＫＥＲ Ｊ Ａ， ＫＬＩＮＫＥＮＢＥＲＧ Ｄ， ＷＡＬＬＩＮＧＡ Ｊ． Ｉｎｃｕｂａｔｉｏｎ ｐｅｒｉｏｄ ｏｆ ２０１９ ｎｏｖｅｌ ｃｏｒｏｎａｖｉｒｕｓ （２０１９⁃ｎＣｏＶ） ｉｎ⁃
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