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摘要：　 对一类具有非线性滑动边界条件的 Ｓｔｏｋｅｓ 问题，得到了求其数值解的自适应 Ｕｚａｗａ 块松弛算法（ＳＵＢＲＭ）．
通过该问题导出的变分问题，引入辅助变量将原问题转化为一个基于增广 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数表示的鞍点问题，并采用

Ｕｚａｗａ 块松弛算法（ＵＢＲＭ）求解．为了提高算法性能，提出利用迭代函数自动选取合适罚参数的自适应法则．该算法

的优点是每次迭代只需计算一个线性问题，同时显式计算辅助变量．对算法的收敛性进行了理论分析，最后用数值

结果验证了该算法的可行性和有效性．
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引　 　 言

众所周知，Ｓｔｏｋｅｓ 问题在流体力学中具有广泛的应用．考虑摩擦型非线性滑动边界条件下 Ｓｔｏｋｅｓ 方程控

制的不可压缩流模型，其二维情形如下：

　 　
－ νΔｕ（ｘ） ＋ Ñｐ（ｘ） ＝ ｆ（ｘ）， ｘ ∈ Ω，
ｄｉｖ ｕ（ｘ） ＝ ０， ｘ ∈ Ω，{ （１）

其中 Ω⊂ Ｒ２ 是有界的 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 区域， ｕ（ｘ） 是流速的待求向量函数，ｆ（ｘ） 是外力的已知向量函数，ｐ（ｘ） 是压

力的标量函数，ν 是黏滞系数且大于零［１⁃２］ ．本文考虑如下非线性滑动边界条件：

　 　
ｕ（ｘ） ＝ ０， ｘ ∈ Γ，
ｕｎ（ｘ） ＝ ０， － σ τ（ｕ） ∈ ｇ∂ ｜ ｕτ ｜ ， ｘ ∈ Ｓ，{ （２）

其中 Γ ∩ Ｓ ＝ ∅，Γ ∪ Ｓ ＝ ∂Ω； ｇ 是标量函数，表示摩擦性能；ｕｎ ＝ ｕ·ｎ是流速的法向分量，ｕτ ＝ ｕ·τ 是流速的

切向分量，ｎ 和 τ 分别表示在边界 Ｓ 上的单位外法向向量和单位切向向量； σ ｎ（ｕ） ＝ σ·ｎ 是 Ｃａｕｃｈｙ 压力张量

的法向分量，满足 σ ｉ ＝ σ ｉ（ｕ，ｐ） ＝ （νｅｉｊ（ｕ） － ｐδ ｉｊ）ｎ ｊ，其中 ｅｉｊ（ｕ） ＝ ∂ｕｉ ／ ∂ｘ ｊ ＋ ∂ｕ ｊ ／ ∂ｘｉ，ｉ， ｊ ＝ １，２，当 ｉ ＝ ｊ 时，δ ｉｊ

＝ １，当 ｉ ≠ ｊ 时，δ ｉｊ ＝ ０．
滑动边界条件是指在边界 Ｓ 上，若切向压力小于给定的临界值 ｇ，则流体在边界上不发生滑动； 若切向

压力超过临界值 ｇ， 则流体在边界上发生滑动．针对 Ｓｔｏｋｅｓ 问题，前人做了大量的研究工作，主要集中于其解

的一些性质，如存在性、唯一性、正则性和连续依赖性等［３⁃４］ ．而对于非线性边界条件问题的算法研究相对较

少［５⁃８］，且主要采用 Ｕｚａｗａ 方法处理非线性［９］ ．
本文对求解具有滑动边界条件 Ｓｔｏｋｅｓ 问题的 Ｕｚａｗａ 块松弛算法进行改进［１０⁃１３］，进一步对罚参数的选取

给出具体可行的办法： 首先把问题转换为等价的变分问题［５］，再引入一个辅助变量，导出原问题的增广 Ｌａ⁃
ｇｒａｎｇｅ 函数，得到用其表示的鞍点问题．利用增广 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子法，结合 Ｕｚａｗａ 块松弛算法求解该鞍点问题．
由于事先难以通过估计确定合适的罚参数，为了避免其对收敛速度的影响，给出了自动调整罚参数的自适应

法则［１４］，此算法已成功应用于单侧障碍问题和 Ｓｉｇｎｏｒｉｎｉ 问题［１５⁃１７］ ．最后对给出的算法进行收敛性分析，并用

数值算例验证算法的有效性．

１　 增广 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子法

为了方便后面叙述，先定义函数空间：
　 　 Ｖ ＝ { ｕ ∈ （Ｈ１（Ω）） ２， ｕ ｜ Γ ＝ ０， ｕ·ｎ ｜ Ｓ ＝ ０ } ，

　 　 Ｖ° ＝ { ｖ ∈ （Ｈ１（Ω）） ２， ｖ ｜ Γ ＝ ０ } ，

　 　 Ｍ ＝ Ｌ２
０（Ω） ＝ { ｑ ∈ Ｌ２（Ω），∫

Ω
ｑｄｘ ＝ ０ } ，

　 　 Λ ＝ { μ ∈ Ｌ２（Ｓ）， ｜ μ（ｘ） ｜ ≤ １，　 ａ．ｅ．　 ｏｎ　 Ｓ } ；
和双线性形式：

　 　 ａ（ｕ，ｖ） ν（Ñｕ，Ñｖ）， ｂ（ｕ，ｐ） ＝ （ｐ，ｄｉｖ ｕ），
其中（·，·）表示向量函数和纯量函数分别在空间 （Ｌ２（Ω）） ２ 和 Ｌ２（Ω） 中的内积．双线性形式 ａ（ｕ，ｖ） 满足正

定性： 存在 α ＞ ０，对 ∀ｕ ∈ Ｖ 有

　 　 ａ（ｕ，ｕ） ≥ α‖ｕ‖２
Ｖ；

双线性形式 ｂ（ｕ，ｐ） 满足上下确界条件： 存在 β ＞ ０，对 ∀ｐ ∈ Ｍ 有

　 　 β‖ｐ‖ ≤ ｓｕｐ
ｕ∈Ｖ

ｂ（ｕ，ｐ）
‖ Ñｕ‖

，

其中 ‖·‖Ｖ 和 ‖·‖ 分别表示在空间 Ｖ 和 Ｌ２（Ω） 中的范数．
根据文献［５］可知，问题（１）和（２）的弱形式等价于以下变分不等式［７，１１］：存在 （ｕ，ｐ） ∈ Ｖ × Ｍ， 使得
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ａ（ｕ，ｖ － ｕ） － ｂ（ｖ － ｕ，ｐ） ＋ ｊ（ｖτ） － ｊ（ｕτ） ≥ ∫

Ω
ｆ·（ｖ － ｕ）ｄｓ， ∀ｖ ∈ Ｖ，

ｂ（ｕ，ｑ） ＝ ０， ∀ｑ ∈ Ｍ，
{ （３）

其中 ｊ（η） ＝ ∫
Ｓ
ｇ ｜ η ｜ ｄｓ，∀η ∈ Ｈ（１ ／ ２）（Ｓ）； ｂ（ｕ，ｐ） ＝ （ｐ，ｄｉｖ ｕ）， 且变分不等式问题（３）等价于以下引理所述

的变分等式问题（４）．
引理 １　 假设 （ｕ，ｐ） ∈ Ｖ × Ｍ 是问题（３） 的解，则当且仅当存在 λ ∈ Λ 使得下式成立：

　 　
ａ（ｕ，ｖ） － ｂ（ｖ，ｐ） ＋ ∫

Ｓ
λｇｖτｄｓ ＝ ∫

Ω
ｖ·ｆｄｓ， ∀ｖ ∈ Ｖ，

ｂ（ｕ，ｑ） ＝ ０， ∀ｑ ∈ Ｍ，
λｕτ ＝｜ ｕτ ｜ ， ａ．ｅ．　 ｏｎ　 Ｓ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（４）

由文献［６］可知，上述变分问题的第三式等价于

　 　 λ ＝ ＰΛ（λ ＋ ρｕτ），　 　 ∀ρ ＞ ０． （５）
为了求解问题（４），在边界 Ｓ 上引入辅助变量 ϕ，使得 ｕτ ＝ ϕ， 定义问题（４）的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数 Ｌ：Ｖ × Ｍ ×

Ｌ２（Ｓ） × Λ → Ｒ，

　 　 Ｌ（ｖ，ｑ，ψ，μ） ＝ １
２

ａ（ｖ，ｖ） － ｂ（ｖ，ｑ） － ∫
Ω
ｖ·ｆｄｓ ＋ ∫

Ｓ
ｇμ（ｖτ － ψ）ｄｓ， （６）

及其增广 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数：

　 　 Ｌρ（ｖ，ｑ，ψ，μ） ＝ １
２

ａ（ｖ，ｖ） － ｂ（ｖ，ｑ） － ∫
Ω
ｖ·ｆｄｓ ＋ ∫

Ｓ
ｇμ（ｖτ － ψ）ｄｓ ＋ ρ

２
‖ｖτ － ψ‖Ｌ２（Ｓ）

２， （７）

其中 ρ 是罚参数，且 ρ ＞ ０；ｖ ∈ Ｖ，ｑ ∈ Ｍ，ψ ∈ Ｌ２（Ｓ），μ ∈ Λ 是 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子．考虑鞍点问题：寻找 （ｕ，ｐ，ϕ，
λ） ∈ Ｖ × Ｍ × Ｌ２（Ｓ） × Λ， 使得

　 　 Ｌρ（ｕ，ｐ，ϕ，μ） ≤ Ｌρ（ｕ，ｐ，ϕ，λ） ≤ Ｌρ（ｖ，ｑ，ψ，λ），　 　 ∀（ｖ，ｑ，ψ，μ） ∈ Ｖ × Ｍ × Ｌ２（Ｓ） × Λ ． （８）
由文献［３，５］，可得如下结果．
引理 ２　 若 { ｕ，ｐ，λ } 是问题（４）的解，则 { ｕ，ｐ，ϕ，λ } 是鞍点问题（８）在 Ｖ × Ｍ × Ｌ２（Ｓ） × Λ 上唯一的

解，且 ｕτ ＝ ϕ ．
根据引理 ２，要得到问题（４）的解，只需求解鞍点问题（８）．由文献［１０⁃１２］知，可利用 Ｕｚａｗａ 块松弛算法

求解该鞍点问题，算法过程如下．
算法 １　 Ｕｚａｗａ 块松弛算法（ＵＢＲＭ）
第 １ 步　 任给初始函数 { ｕ（０），λ （０） } ∈ Ｖ × Ｌ２（Ｓ），ρ ＞ ０，置 ｎ ＝ ０．
第 ２ 步　 计算 ϕ（ｎ＋１） ∈ Ｌ２（Ｓ）， 使得

　 　 Ｌρ（ｕ（ｎ），ｐ（ｎ），ϕ（ｎ＋１），λ （ｎ）） ≤ Ｌρ（ｕ（ｎ），ｐ（ｎ），ψ，λ （ｎ）），　 　 ∀ψ ∈ Ｌ２（Ｓ） ． （９）
第 ３ 步　 寻找 （ｕ（ｎ＋１），ｐ（ｎ＋１）） ∈ Ｖ × Ｍ， 使得

　 　 Ｌρ（ｕ（ｎ＋１），ｐ（ｎ＋１），ϕ（ｎ＋１），λ （ｎ）） ≤ Ｌρ（ｖ，ｑ，ϕ（ｎ＋１），λ （ｎ）），　 　 ∀（ｖ，ｑ） ∈ Ｖ × Ｍ ． （１０）
第 ４ 步　 更新 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子：
　 　 λ （ｎ＋１） ＝ λ （ｎ） － ρｇ（ｕ（ｎ＋１） － ϕ（ｎ＋１）） ． （１１）
第 ５ 步　 给定某种判定条件，如果满足该条件则停止迭代得到数值解 （ｕ（ｎ＋１），ｐ（ｎ＋１））； 否则，置 ｎ ＝ ｎ ＋

１， 返回第 ２ 步．

２　 自适应 Ｕｚａｗａ 块松弛算法及收敛性分析

由于 Ｕｚａｗａ 块松弛算法的收敛速度显著依赖罚参数，并且事先很难确定合适的参数［１０⁃１２］ ．为了解决这个

问题，本文将 Ｕｚａｗａ 块松弛算法与自适应法则相结合［１４⁃１７］，在算法 １ 的基础上得到自适应 Ｕｚａｗａ 块松弛算

法，其计算过程如下［１１⁃１２］ ．
算法 ２　 自适应 Ｕｚａｗａ 块松弛算法（ＳＵＢＲＭ）
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第 １ 步　 任给初始函数 { ｕ（０），λ （０） } ∈ Ｖ × Ｌ２（Ｓ），ρ ＞ ０，置 ρ ｎ ＝ ρ，ｎ ＝ ０．
第 ２ 步　 计算辅助变量 ϕ（ｎ＋１）：

　 　 ϕ（ｎ＋１） ＝ ｕ（ｎ）
τ ＋ １

ρ ｎｇ
（λ （ｎ） － ＰΛ（λ （ｎ） ＋ ρ ｎｇｕ（ｎ）

τ ））， （１２）

其中　 　 ＰΛ（μ） ＝ ｓｕｐ（ － １，ｉｎｆ（１，μ）），　 　 ∀μ ∈ Ｌ２（Ｓ） ．
第 ３ 步　 求解 （ｕ（ｎ＋１），ｐ（ｎ＋１）） ∈ Ｖ × Ｍ 满足变分问题：

　 　
ａ（ｕ（ｎ＋１），ｖ） － ｂ（ｖ，ｐ（ｎ＋１）） ＝ ∫

Ｓ
ｇ（ρ ｎ（ϕ（ｎ＋１） － ｕ（ｎ＋１）

τ ） － λ （ｎ）） ｖτｄｓ ＋ ∫
Ω
ｖ·ｆｄｓ，

ｂ（ｕ（ｎ＋１），ｑ） ＝ ０，
{ （１３）

其中　 　 ∀ｖ ∈ Ｖ，∀ｑ ∈ Ｍ ．
第 ４ 步　 更新 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子：
　 　 λ （ｎ＋１） ＝ λ （ｎ） ＋ ρ ｎｇ（ｕ（ｎ＋１）

τ － ϕ（ｎ＋１）） ． （１４）
第 ５ 步　 选择罚参数 ρ ｎ＋１， 使得

　 　 １
（１ ＋ ｓｎ）ρ ｎ

＜ ρ ｎ＋１ ≤ （１ ＋ ｓｎ）ρ ｎ， （１５）

其中序列 ｓｎ ≥ ０ 且∑ ＋∞

ｎ ＝ ０
ｓｎ ＜ ＋ ∞ ．

关于算法 ２ 中第 ５ 步罚参数的选取将在数值算例部分详细说明．根据算法 ２，可得如下收敛性结果．
定理 １　 算法 ２ 产生的序列 { ｕ（ｎ），ϕ（ｎ），ｐ（ｎ），λ （ｎ） } 收敛于 { ｕ，ϕ，ｐ，λ } ∈ Ｖ × Ｌ２（Ｓ） × Ｍ × Ｌ２（Ｓ），其中

{ ｕ，ｐ，λ } 是问题（４）的解，且 ｕτ ＝ ϕ ．
证明　 令 δｕ（ｎ） ＝ ｕ（ｎ） － ｕ，δｐ（ｎ） ＝ ｐ（ｎ） － ｐ，δλ （ｎ） ＝ λ （ｎ） － λ，由算法 ２ 的第 ３ 步，对 ∀ｖ ∈ Ｖ 有

　 　 ａ（ｕ（ｎ＋１），ｖ） － ｂ（ｖ，ｐ（ｎ＋１）） ＋ ρ ｎ∫
Ｓ
ｇｕ（ｎ＋１）

τ ｖτｄｓ ＝ ∫
Ω
ｖ·ｆｄｓ ＋ ∫

Ｓ
ｇ（ρ ｎϕ（ｎ＋１） － λ （ｎ））ｖτｄｓ ． （１６）

再由问题（４）有

　 　 ａ（ｕ，ｖ） － ｂ（ｖ，ｐ） ＋ ∫
Ｓ
ｇλｖτｄｓ ＝ ∫

Ω
ｖ·ｆｄｓ ． （１７）

将式（１６）和（１７）相减可得

　 　 ａ（ｕ（ｎ＋１） － ｕ，ｖ） － ｂ（ｖ，ｐ（ｎ＋１） － ｐ） ＝ ∫
Ｓ
ｇ（ρ ｎ（ϕ（ｎ＋１） － ｕ（ｎ＋１）

τ ） － λ （ｎ） ＋ λ）ｖτｄｓ， （１８）

因为 λ （ｎ＋１） － λ （ｎ） ＝ ρ ｎｇ（ｕ（ｎ＋１）
τ － ϕ（ｎ＋１））， 所以

　 　 ａ（ｕ（ｎ＋１） － ｕ，ｖ） － ｂ（ｖ，ｐ（ｎ＋１） － ｐ） ＝ － ∫
Ｓ
ｇ（λ （ｎ＋１） － λ）ｖτｄｓ ． （１９）

在上式中令 ｖ ＝ ｕ（ｎ＋１） － ｕ， 则有

　 　 ａ（ｕ（ｎ＋１） － ｕ，ｕ（ｎ＋１） － ｕ） － ｂ（ｕ（ｎ＋１） － ｕ，ｐ（ｎ＋１） － ｐ） ＝ － ∫
Ｓ
ｇ（λ （ｎ＋１） － λ）（ｕ（ｎ＋１）

τ － ｕτ）ｄｓ ． （２０）

分别由式（４）的第二式和式（１３）的第二式有 ｂ（ｕ（ｎ＋１） － ｕ，ｐ（ｎ＋１） － ｐ） ＝ ０， 于是可得

　 　 ａ（ｕ（ｎ＋１） － ｕ，ｕ（ｎ＋１） － ｕ） ＝ － ∫
Ｓ
ｇ（λ （ｎ＋１） － λ）（ｕ（ｎ＋１）

τ － ｕτ）ｄｓ，

即

　 　 ａ（δｕ（ｎ＋１），δｕ（ｎ＋１）） ＝ － ∫
Ｓ
ｇδλ （ｎ＋１）δｕ（ｎ＋１）

τ ｄｓ ．

再根据双线性形式性质可知

　 　 ａ（δｕ（ｎ＋１），δｕ（ｎ＋１）） ＝ － ∫
Ｓ
ｇδλ （ｎ＋１）δｕ（ｎ＋１）

τ ｄｓ ≥ α‖δｕ（ｎ＋１）‖２
Ｈ０１（Ω） ≥ ０． （２１）

对 ∀μ ∈ Λ，如果 ｕτ ≠ ０， 因为

　 　 ∫
Ｓ
ｕτ（λ － μ）ｄｓ ＝ ∫

Ｓ
ｕτ

｜ ｕτ ｜
ｕτ

－ μ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｓ － ∫

Ｓ
ｕτ

｜ ｕτ ｜
ｕτ

－ λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｓ，
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根据式（４）的第三式有 ∫
Ｓ
ｕτ

｜ ｕτ ｜
ｕτ

－ μ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｓ ≥ ０ 和∫

Ｓ
ｕτ

｜ ｕτ ｜
ｕτ

－ λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｓ ＝ ０， 所以

　 　 ∫
Ｓ
ｕτ（λ － μ）ｄｓ ≥ ０，　 　 ∀μ ∈ Λ ．

在上式中令 μ ＝ ＰΛ（λ （ｎ） ＋ ρ ｎｇｕ（ｎ）
τ ） 得

　 　 － ρ ｎ∫
Ｓ
ｇｕτ（ＰΛ（λ （ｎ） ＋ ρ ｎｇｕ（ｎ）

τ ） － λ）ｄｓ ≥ ０． （２２）

由 λ ∈ Λ 和投影 ＰΛ 的性质可得

　 　 ∫
Ｓ
（λ （ｎ） ＋ ρ ｎｇｕ（ｎ）

τ － ＰΛ（λ （ｎ） ＋ ρ ｎｇｕ（ｎ）
τ ））（ＰΛ（λ （ｎ） ＋ ρ ｎｇｕ（ｎ）

τ ） － λ）ｄｓ ≥ ０． （２３）

将式（２２）、（２３）相加得到

　 　 ∫
Ｓ
（ρ ｎｇ（ｕ（ｎ）

τ － ｕ τ） ＋ λ （ｎ） － ＰΛ（λ （ｎ） ＋ ρ ｎｇｕ（ｎ）
τ ））（ＰΛ（λ （ｎ） ＋ ρ ｎｇｕ（ｎ）

τ ） － λ）ｄｓ ≥ ０． （２４）

再由式（１２）有
　 　 ＰΛ（λ （ｎ） ＋ ρ ｎｇｕ（ｎ）

τ ） ＝ ρ ｎｇ（ｕ（ｎ）
τ － ϕ（ｎ＋１）） ＋ λ （ｎ） ．

将上式代入式（２４）得

　 　 ∫
Ｓ
（ρ ｎｇ（ｕ（ｎ）

τ － ｕτ） ＋ ρ ｎｇ（ϕ（ｎ＋１） － ｕ（ｎ）
τ ））（ρ ｎｇ（ｕ（ｎ）

τ － ϕ（ｎ＋１）） ＋ λ （ｎ） － λ）ｄｓ ≥ ０．

整理得

　 　 ２ρ ｎ∫
Ｓ
ｇ（λ （ｎ） － λ － ρ ｎｇ（ｕ（ｎ）

τ － ｕτ））（ｕ（ｎ）
τ － ϕ（ｎ＋１））ｄｓ ≤

　 　 　 　 ２ρ ｎ∫
Ｓ
ｇ（ｕ（ｎ）

τ － ｕτ）（λ （ｎ） － λ）ｄｓ － ２（ρ ｎｇ） ２‖ｕ（ｎ）
τ － ϕ（ｎ＋１）‖２

Ｌ２（Ｓ） ． （２５）

按照算法 ２ 中的式（１４）有
　 　 λ （ｎ＋１） － λ － ρ ｎｇ（ｕ（ｎ＋１）

τ － ｕτ） ＝ λ （ｎ） － λ － ρ ｎｇ（ｕ（ｎ）
τ － ｕτ） ＋ ρ ｎｇ（ｕ（ｎ）

τ － ϕ（ｎ＋１）） ．
从而有

　 　 ‖λ （ｎ＋１） － λ － ρ ｎｇ（ｕ（ｎ＋１）
τ － ｕτ）‖２

Ｌ２（Ｓ） ＝
　 　 　 　 ‖λ （ｎ） － λ － ρ ｎｇ（ｕ（ｎ）

τ － ｕτ） ＋ ρ ｎｇ（ｕ（ｎ）
τ － ϕ（ｎ＋１））‖２

Ｌ２（Ｓ） ＝
　 　 　 　 ‖λ （ｎ） － λ － ρ ｎｇ（ｕ（ｎ）

τ － ｕτ）‖２
Ｌ２（Ｓ） ＋ ‖ρ ｎｇ（ｕ（ｎ）

τ － ϕ（ｎ＋１））‖２
Ｌ２（Ｓ） ＋

　 　 　 　 ２ρ ｎ∫
Ｓ
ｇ（λ （ｎ） － λ － ρ ｎｇ（ｕ（ｎ）

τ － ｕτ））（ｕ（ｎ）
τ － ϕ（ｎ＋１））ｄｓ，

由上式及式（２５）可得

　 　 ‖λ （ｎ＋１） － λ － ρ ｎｇ（ｕ（ｎ＋１）
τ － ｕτ）‖２

Ｌ２（Ｓ） － ２ρ ｎ∫
Ｓ
ｇ（ｕ（ｎ）

τ － ｕτ）（λ （ｎ） － λ）ｄｓ ≤

　 　 　 　 ‖λ （ｎ） － λ － ρ ｎｇ（ｕ（ｎ）
τ － ｕτ）‖２

Ｌ２（Ｓ） － ‖ρ ｎｇ（ｕ（ｎ）
τ － ϕ（ｎ＋１））‖２

Ｌ２（Ｓ） ． （２６）
由算法 ２ 知 ｓｎ ≥ ０，０ ＜ ρ ｎ＋１ ＜ （１ ＋ ｓｎ）ρ ｎ， 并由式（２１）可得

　 　 ‖λ （ｎ＋１） － λ － ρ ｎ＋１ｇ（ｕ（ｎ＋１）
τ － ｕτ）‖２

Ｌ２（Ｓ） ＝
　 　 　 　 ‖λ （ｎ＋１） － λ‖２

Ｌ２（Ｓ） ＋ ‖ρ ｎ＋１ｇ（ｕ（ｎ＋１）
τ － ｕτ）‖２

Ｌ２（Ｓ） －

　 　 　 　 ２ρ ｎ＋１∫
Ｓ
ｇ（λ （ｎ＋１） － λ）（ｕ（ｎ＋１）

τ － ｕτ）ｄｓ ≤

　 　 　 　 （１ ＋ ｓｎ） ２‖λ （ｎ＋１） － λ‖２
Ｌ２（Ｓ） ＋ （１ ＋ ｓｎ） ２‖ρ ｎｇ（ｕ（ｎ＋１）

τ － ｕτ）‖２
Ｌ２（Ｓ） －

　 　 　 　 ２（１ ＋ ｓｎ） ２ρ ｎ∫
Ｓ
ｇ（λ （ｎ＋１） － λ）（ｕ（ｎ＋１）

τ － ｕτ）ｄｓ ＝

　 　 　 　 （１ ＋ ｓｎ） ２‖λ （ｎ＋１） － λ － ρ ｎｇ（ｕ（ｎ＋１）
τ － ｕτ）‖２

Ｌ２（Ｓ） ． （２７）
将式（２６）代入式（２７）得

　 　 ‖λ （ｎ＋１） － λ － ρ ｎ＋１ｇ（ｕ（ｎ＋１）
τ － ｕτ）‖２

Ｌ２（Ｓ） ≤
　 　 　 　 （１ ＋ ｓｎ） ２‖λ （ｎ） － λ － ρ ｎｇ（ｕ（ｎ）

τ － ｕτ）‖２
Ｌ２（Ｓ） ＋
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　 　 　 　 ２ρ ｎ∫
Ｓ
ｇδｕ（ｎ）

τ δλ （ｎ）ｄｓ － ‖ρ ｎｇ（ｕ（ｎ）
τ － ϕ（ｎ＋１））‖２

Ｌ２（Ｓ）， （２８）

从而由式（２１）有
　 　 ‖λ （ｎ＋１） － λ － ρ ｎ＋１ｇ（ｕ（ｎ＋１）

τ － ｕτ）‖２
Ｌ２（Ｓ） ≤ （１ ＋ ｓｎ） ２‖λ （ｎ） － λ － ρ ｎｇ（ｕ（ｎ）

τ － ｕτ）‖２
Ｌ２（Ｓ） ． （２９）

令 ε ｎ ＝ ２ｓｎ ＋ ｓ２ｎ，由∑ ＋∞

ｎ ＝ ０
ｓｎ ＜ ＋ ∞， 可得

　 　 ∑
＋∞

ｎ ＝ ０
ε ｎ ≤＋ ∞， ∏

＋∞

ｎ ＝ ０
（１ ＋ ε ｎ） ＜ ＋ ∞ ．

令

　 　 Ｃ０ ＝ ∑
＋∞

ｎ ＝ ０
ε ｎ， Ｃｐ ＝ ∏

＋∞

ｎ ＝ ０
（１ ＋ ε ｎ），

根据式（２９）可得

　 　 ‖δλ （ｎ＋１） － ρ ｎ＋１ｇδｕ（ｎ＋１）
τ ‖２

Ｌ２（Ｓ） ≤ ∏
ｎ

ｉ ＝ ０
（１ ＋ ε ｉ）‖δλ （０） － ρ ０ｇδｕτ

（０）‖２
Ｌ２（Ｓ） ≤

　 　 　 　 Ｃｐ‖δλ （０） － ρ ０ｇδｕτ
（０）‖２

Ｌ２（Ｓ） ． （３０）
上式表明：存在一个常数 Ｃ， 使得

　 　 ‖δλ （ｎ＋１） － ρ ｎ＋１ｇδｕ（ｎ＋１）
τ ‖２

Ｌ２（Ｓ） ≤ Ｃ，　 　 ∀ｎ ≥ ０， （３１）
再由式（２１）可知 { ｕ（ｎ） } 和 { λ （ｎ） } 有界．根据式（２８）有

　 　 （ρ ｎｇ） ２‖ｕ（ｎ）
τ － ϕ（ｎ＋１）‖２

Ｌ２（Ｓ） － ２ρ ｎ∫
Ｓ
ｇδｕ（ｎ）

τ δλ （ｎ）ｄｓ ≤

　 　 　 　 ‖δλ ｎ － ρ ｎｇδｕ（ｎ）
τ ‖２

Ｌ２（Ｓ） － ‖δλ （ｎ＋１） － ρ ｎ＋１ｇδｕ（ｎ＋１）
τ ‖２

Ｌ２（Ｓ） ＋
　 　 　 　 ε ｎ‖δλ （ｎ） － ρ ｎｇδｕ（ｎ）

τ ‖２
Ｌ２（Ｓ） ． （３２）

对上式两边求和可得

　 　 ∑
＋∞

ｎ ＝ ０
（ρ ｎｇ） ２‖ｕ（ｎ）

τ － ϕ（ｎ＋１）‖２
Ｌ２（Ｓ） － ∑

＋∞

ｎ ＝ ０
２ρ ｎ∫

Ｓ
ｇδｕ（ｎ）

τ δλ （ｎ）ｄｓ ≤

　 　 　 　 ‖δλ （０） － ρ ０ｇδｕτ
（０）‖２

Ｌ２（Ｓ） ＋ ∑
＋∞

ｎ ＝ ０
ε ｎ‖δλ （ｎ） － ρ ｎｇδｕ（ｎ）

τ ‖２
Ｌ２（Ｓ） ． （３３）

根据双线性性质（２１）和式（３１）、（３３）有

　 　 ∑
＋∞

ｎ ＝ ０
（ρ Ｌｇ） ２‖ｕ（ｎ）

τ － ϕ（ｎ＋１）‖２
Ｌ２（Ｓ） ＋ ∑

＋∞

ｎ ＝ ０
２αρ Ｌ‖δｕ（ｎ）‖Ｈ０１（Ω）

２ ≤

　 　 　 　 ‖δλ （０） － ρ ０ｇδｕτ
（０）‖２

Ｌ２（Ｓ） ＋ ∑
＋∞

ｎ ＝ ０
ε ｎ‖δλ （ｎ） － ρ ｎｇδｕ（ｎ）

τ ‖２
Ｌ２（Ｓ） ≤

　 　 　 　 Ｃ ＋ Ｃ∑
＋∞

ｎ ＝ ０
ε ｎ ≤ （１ ＋ Ｃ０）Ｃ， （３４）

其中 ρ Ｌ ｉｎｆ （ρ ｎ）
＋∞
ｎ ＝ ０ ＞ ０， 所以

　 　 ｌｉｍ
ｎ→∞

δｕ（ｎ） ＝ ０， ｌｉｍ
ｎ→∞

（ｕ（ｎ）
τ － ϕ（ｎ＋１）） ＝ ０，

即 ｕ（ｎ） 在 Ｈ０
１（Ω） 中收敛于 ｕ，进而有 ϕ（ｎ） 在 Ｌ２（Ω） 中收敛于 ϕ（ϕ ＝ ｕτ） ．

下证序列 { ｐ（ｎ） } 收敛于 ｐ ．在式（１９）中取 ｖ ∈ Ｖ° ， 所以有

　 　 ｂ（ｖ，ｐ － ｐ（ｎ＋１）） ＝ ａ（ｕ － ｕ（ｎ＋１），ｖ） ． （３５）
根据上下确界条件有

　 　 β‖ｐ（ｎ＋１） － ｐ‖Ｌ２（Ω） ≤ ｓｕｐ
ｖ∈Ｖ°

ｂ（ｖ，ｐ（ｎ＋１） － ｐ）
‖ｖ‖Ｈ１（Ω） ２

＝ ａ（ｕ（ｎ＋１） － ｕ，ｖ）
‖ｖ‖Ｈ１（Ω） ２

． （３６）

因为 ｕ（ｎ） 收敛于 ｕ， 因此有

　 　 ｌｉｍ
ｋ→∞

ｐ（ｎ） ＝ ｐ ．

最后，证明 { λ （ｎ） } 是收敛的．由于序列 { λ （ｎ） } 有界，则必有收敛子列．设 { λ （ｎｉ） } 为其收敛子列，令
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　 　 ｌｉｍ
ｎｉ→∞

λ （ｎｉ） ＝ λ∗ ．

根据式（１２）可得

　 　 ϕ （ｎｉ＋１） － ｕ（ｎｉ）
τ ＝ １

ρ ｎ
（λ （ｎｉ） － ＰΛ（λ （ｎｉ） ＋ ρ ｎｇｕ（ｎｉ）

τ ）） ． （３７）

因为 ϕ（ｎ） 收敛于 ϕ（ϕ ＝ ｕτ）， 所以对式（３７）两边同时取极限可得

　 　 λ∗ ＝ ＰΛ（λ∗ ＋ ρ ｎｇｕτ） ． （３８）
由引理 １ 可知式（３８）等价于问题（４）中的第三式，由解的存在唯一性可得 λ∗ ＝ λ，所以 { λ （ｎｉ） } 收敛于λ ．假

设存在一个 λ
－
≠ λ，使得 ｌｉｍｎｉ→∞ λ

（ｎｉ） ＝ λ
－
，可得‖λ

－ － λ‖ ＞ ０，由于 λ 和 ｕ分别是 { λ （ｎ） } ， { ｕ（ｎ） } 的一个收

敛点，则存在 ｎ０ ≥ ０ 使得

　 　 ‖λ （ｎ０） － λ ＋ ρ ｎｇ（ｕ（ｎ０）
τ － ｕτ）‖Ｌ２（Ｓ） ≤ １

２ Ｃｐ

‖λ
－ － λ‖Ｌ２（Ｓ）， （３９）

由式（２１）、（３０）和（３９）可知，对 ∀ｎｉ ≥ ｎ０， 有

　 　 ‖λ （ｎｉ） － λ‖Ｌ２（Ｓ） ≤ ‖λ （ｎｉ） － λ ＋ ρ ｎｉｇ（ｕ
（ｎｉ）
τ － ｕτ）‖Ｌ２（Ｓ） ≤

　 　 　 　 Ｃｐ ‖λ （ｎ０） － λ ＋ ρ ｎ０ｇ（ｕ
（ｎ０）
τ － ｕτ）‖Ｌ２（Ｓ） ≤ １

２
‖λ

－ － λ‖Ｌ２（Ｓ） ． （４０）

即对 ∀ｎｉ ≥ ｎ０ 有

　 　 ‖λ （ｎｉ） － λ
－
‖Ｌ２（Ｓ） ≥ ‖λ

－ － λ‖Ｌ２（Ｓ） － ‖λ （ｎｉ） － λ‖Ｌ２（Ｓ） ≥ １
２
‖λ

－ － λ‖Ｌ２（Ｓ），

与假设矛盾，所以 λ
－ ＝ λ，即 { λ （ｎ） } 收敛于 λ ．

３　 数 值 算 例

本文利用自适应 Ｕｚａｗａ 块松弛迭代算法求解具有滑动边界条件的 Ｓｔｏｋｅｓ 问题，迭代过程中通过迭代函

数自动调整罚参数，用变参数 ρ ｎ 代替固定参数 ρ ［１４⁃１７］，从而达到提高算法效率的目的．下面具体考虑算法 ２
中选取罚参数 ρ ｎ 的自适应法则．根据算法的收敛性证明，由式（２７）知下式成立：

　 　 ‖λ （ｎ＋１） － λ － ρ ｎｇ（ｕ（ｎ＋１）
τ － ｕτ）‖２

Ｌ２（Ｓ） ≤ ‖λ （ｎ） － λ － ρ ｎｇ（ｕｎ
τ － ｕτ）‖２

Ｌ２（Ｓ） ．
为了利用平衡加快收敛，我们希望

　 　 ‖λ （ｎ） － λ‖２
Ｌ２（Ｓ） ≈ ‖ρ ｎｇ（ｕ（ｎ）

τ － ｕτ）‖２
Ｌ２（Ｓ） ．

在上式中分别用 λ （ｎ＋１），ｕ（ｎ＋１）
τ 替代 λ，ｕτ 可得

　 　 ‖λ （ｎ） － λ （ｎ＋１）‖２
Ｌ２（Ｓ） ≈ ‖ρ ｎｇ（ｕ（ｎ）

τ － ｕ（ｎ＋１）
τ ）‖２

Ｌ２（Ｓ） ．
从而可采用如下法则选择变参数 ρ ｎ： 给定一个正常数 τ ＞ ０， 若

　 　 ‖ρ ｎｇ（ｕ（ｎ＋１）
τ － ｕ（ｎ）

τ ）‖Ｌ２（Ｓ） ＞ （１ ＋ τ）‖λ （ｎ＋１） － λ （ｎ）‖Ｌ２（Ｓ），
则在下次迭代时 ρ ｎ 变小；若

　 　 ‖ρ ｎｇ（ｕ（ｎ＋１）
τ － ｕ（ｎ）

τ ）‖Ｌ２（Ｓ） ＜ １
１ ＋ τ

‖λ （ｎ＋１） － λ （ｎ）‖Ｌ２（Ｓ），

则在下次迭代时 ρ ｎ 变大． 综上，令

　 　 ｗｎ ＝
‖ρ ｎｇ（ｕ（ｎ＋１）

τ － ｕ（ｎ）
τ ）‖Ｌ２（Ｓ）

‖λ （ｎ＋１） － λ （ｎ）‖Ｌ２（Ｓ）

，

可得如下选取罚参数的自适应法则：

　 　 ρ ｎ＋１ ＝

１
１ ＋ ｓｎ

ρ ｎ， ｗｎ ＞ １ ＋ τ，

（１ ＋ ｓｎ）ρ ｎ， ｗｎ ＜ １
１ ＋ τ

，

ρ ｎ， ｏｔｈｅｒｓ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï
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序列 { ｓｎ } 按照如下方式得到：

　 　 ｓｎ ＝

τ， ｃｎ ＜ ｃｎ＋１， ｃｎ＋１ ≤ ｃｍａｘ，
１

（ｃｎ＋１ － ｃｍａｘ） ２ ρ ｎ， ｃｎ ＜ ｃｎ＋１， ｃｎ＋１ ＞ ｃｍａｘ，

０， ｏｔｈｅｒｓ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

其中 ｃｍａｘ 是一个正常数，ｃｎ 表示 ρ ｎ 改变的次数，即

　 　 ｃ０ ＝ ０， ｃｎ＋１ ＝
ｃｎ，

１
１ ＋ τ

≤ ｗｎ ≤ １ ＋ τ，

ｃｎ ＋ １， ｏｔｈｅｒｓ ．

ì

î

í

ïï

ïï

显然序列 { ｓｎ } 满足∑ ＋∞

ｎ ＝ ０
ｓｎ ＜ ＋ ∞ ．在数值算例中，我们取 τ ＝ ２ 和 ｃｍａｘ ＝ １００．

为了验证算法的有效性，我们给出一个数值算例［６］ ．设 Ω是单位正方形区域，边界 ∂Ω由Γ和 Ｓ两部分组

成，其中 Γ ＝ { （０，ｘ２） ｜ ０ ＜ ｘ２ ＜ １ }∪{ （ｘ１，０） ｜ ０ ≤ ｘ１ ≤ １ }∪{ （１，ｘ２） ｜ ０ ＜ ｘ２ ＜ １ } ，Ｓ ＝ { （ｘ１，１） ｜ ０
≤ ｘ１ ≤ １ } ．给出在黏性边界条件 ｕ ｜ ∂Ω ＝ ０ 下 Ｓｔｏｋｅｓ 问题的解：

　 　

ｕ１（ｘ１，ｘ２） ＝ １０ｘ２
１（１ － ｘ１） ２ｘ２（１ － ｘ２）（１ － ２ｘ２），

ｕ２（ｘ１，ｘ２） ＝ － １０ｘ１（１ － ｘ１）（１ － ２ｘ１）ｘ２
２（１ － ２ｘ２） ２，

ｐ（ｘ１，ｘ２） ＝ ２０ｘ１（１ － ｘ１）（１ － ２ｘ１）ｘ２（１ － ｘ２）（１ － ２ｘ２） ＋

　 　 ２（６ｘ５
１ － １５ｘ４

１ ＋ １０ｘ３
１）（２ｘ２ － １） － １ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（４１）

设黏性系数 ν ＝ １，其中外力 ｆ 为

　 　

ｆ１（ｘ１，ｘ２） ＝ ０，

ｆ２（ｘ１，ｘ２） ＝ １２０（２ｘ１ － １）ｘ２
２（１ － ｘ２） ２ ＋ ８０ｘ１（１ － ｘ１）（１ － ２ｘ１）（６ｘ２

２ － ６ｘ２ ＋ １） ＋

　 　 ８（６ｘ５
１ － １５ｘ４

１ ＋ １０ｘ３
１） ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

通过直接计算，可得

　 　 ｍａｘ
Γ
－
１

｜ σ τ ｜ ＝ ｍａｘ
０≤ｘ１≤１

｜ ２０ｘ２
１（１ － ｘ１） ２ ｜ ＝ １．２５．

显然当摩擦因数 ｇ ＞ １．２５ 时，不发生滑动现象，根据式（４１） 可得精确解； ｇ ≤ １．２５ 时，则发生滑动现象，式
（４１）得到的解就不再是一个精确解，因此我们就需要更精细的网格的近似解作为参考［６］ ．取罚参数 ρ ＝ １ 和

步长 ｈ ＝ １ ／ ２０，并用算法 ２ 求解，ｇ ＝ ０．８ 和 ｇ ＝ ２ 流速 ｕ 的数值解分别如图 １、图 ２ 所示．

图 １ ｇ ＝ ０．８ 时的速度数值解 图 ２ ｇ ＝ ２ 时的速度数值解

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｆｏｒ ｇ ＝ ０．８ Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｆｏｒ ｇ ＝ ２

从图中可以清晰地观察到，当 ｇ ＝ ０．８ 时发生滑动现象； 当 ｇ ＝ ２ 时不会发生滑动现象．这与理论分析和
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精确解结果是一致的．
在此考查罚参数的自适应法则效果，取不同的初始罚参数 ρ 和步长 ｈ， 分别采用 Ｕｚａｗａ 块松弛算法和自

适应 Ｕｚａｗａ 块松弛算法对 ｇ ＝ ０．８和 ｇ ＝ ２ 的问题进行数值计算，所对应的迭代次数和 ＣＰＵ 运行时间见表 １～
４，其中“５００＋”表示迭代次数超过 ５００．表中数值结果表明，自适应 Ｕｚａｗａ 块松弛算法收敛速度及运行速度明

显优于 Ｕｚａｗａ 块松弛算法，并且对所有的罚参数具有较好的稳定性．
表 １　 ｇ ＝ ０．８ 时两种算法的迭代次数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｅａｃｈ ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ ｇ ＝ ０．８

ρ

ｎＵＢＲＭ

ｈ ＝ １
１０

ｈ ＝ １
２０

ｈ ＝ １
３０

ｈ ＝ １
４０

ｎＳＵＢＲＭ

ｈ ＝ １
１０

ｈ ＝ １
２０

ｈ ＝ １
３０

ｈ ＝ １
４０

１０－２ ５００＋ ５００＋ ５００＋ ５００＋ ３４ ４３ ４５ ４７

１０－１ ５００＋ ５００＋ ５００＋ ５００＋ ３１ ４０ ４２ ４３

１ １１１ １７４ １６３ １６７ ２６ ３５ ３８ ４０

１０ ６１ ６９ ６１ ５９ ３１ ３８ ４１ ４３

１０２ ８９ ９５ ９６ ９７ ３４ ４５ ４５ ４７

１０３ ５００＋ ５００＋ ５００＋ ５００＋ ４０ ４６ ４９ ５１

１０４ ５００＋ ５００＋ ５００＋ ５００＋ ４４ ５０ ５２ ５４

１０５ ５００＋ ５００＋ ５００＋ ５００＋ ４７ ５３ ５６ ５８

表 ２　 ｇ ＝ ０．８ 时两种算法的 ＣＰＵ 运行时间

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ＣＰＵ ｔｉｍｅ ｆｏｒ ｅａｃｈ ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ ｇ ＝ ０．８

ρ

ｔＵＢＲＭ ／ ｓ

ｈ ＝ １
１０

ｈ ＝ １
２０

ｈ ＝ １
３０

ｈ ＝ １
４０

ｔＳＵＢＲＭ ／ ｓ

ｈ ＝ １
１０

ｈ ＝ １
２０

ｈ ＝ １
３０

ｈ ＝ １
４０

１０－２ ＞３１．０９７ ＞１１８．５１５ ＞１１９．３８ ＞５８４．３７８ ２．０１ １１．０２６ ２８．５１９ ５５．２０９

１０－１ ＞２７．４５２ ＞１１７．６８３ ＞１２３．４６２ ＞５９５．７９２ ２．００２ ９．９０１ ２５．８６１ ５０．６６８

１ ６．２２ ４１．６０３ ９８．５５３ １９３．０９８ １．６３４ ８．６６２ ２４．４３４ ４６．６３１

１０ ３．５０７ １６．７６３ ３６．７１５ ６９．２５ ２．１７１ ９．３０９ ２５．６７１ ４９．４２

１０２ ５．５４２ ２３．９９６ ６１．３０５ １１２．１６ ２．４１６ １１．６２４ ２７．６１１ ５５．７０４

１０３ ＞２７．８４５ ＞１１８．３５８ ＞１２１．２３５ ＞５７３．４８２ ２．３７８ １１．２１ ３０．４９１ ５８．６４

１０４ ＞３０．９０２ ＞１３５．３０７ ＞１２０．３４１ ＞６０７．５３ ２．８７１ １２．４５ ３０．０５２ ６２．７９２

１０５ ＞３１．３８８ ＞１２３．４９４ ＞１１９．８９９ ＞５７９．１３４ ３．０１１ １３．１４３ ３３．３６６ ６８．７８３

表 ３　 ｇ ＝ ２ 时两种算法的迭代次数

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｅａｃｈ ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ ｇ ＝ ２

ρ

ｎＵＢＲＭ

ｈ ＝ １
１０

ｈ ＝ １
２０

ｈ ＝ １
３０

ｈ ＝ １
４０

ｎＳＵＢＲＭ

ｈ ＝ １
１０

ｈ ＝ １
２０

ｈ ＝ １
３０

ｈ ＝ １
４０

１０－２ ５００＋ ５００＋ ５００＋ ５００＋ ５２ ５５ ５６ ５７

１０－１ ５００＋ ５００＋ ５００＋ ５００＋ ４９ ５１ ５３ ５３

１ ５００＋ ５００＋ ５００＋ ５００＋ ４５ ４８ ４９ ５０

１０ ５００＋ ５００＋ ５００＋ ５００＋ ４３ ４５ ４６ ４６

１０２ １４１ ５００＋ ５００＋ ５００＋ ４８ ５０ ５１ ５２

１０３ １８１ ２９２ ２８６ ３６９ ５１ ５３ ５４ ５５

１０４ ５００＋ ５００＋ ５００＋ ５００＋ ５５ ５７ ５８ ５８

１０５ ５００＋ ５００＋ ５００＋ ５００＋ ５９ ６１ ６１ ６２
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表 ４　 ｇ ＝ ２ 时两种算法的 ＣＰＵ 运行时间

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｔｈｅ ＣＰＵ ｔｉｍｅ ｆｏｒ ｅａｃｈ ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ ｇ ＝ ２

ρ

ｔＵＢＲＭ ／ ｓ

ｈ ＝ １
１０

ｈ ＝ １
２０

ｈ ＝ １
３０

ｈ ＝ １
４０

ｔＳＵＢＲＭ ／ ｓ

ｈ ＝ １
１０

ｈ ＝ １
２０

ｈ ＝ １
３０

ｈ ＝ １
４０

１０－２ ＞２４．９３７ ＞１０５．３３２ ＞２７５．１６１ ＞５０３．１８４ ２．７１１ １２．０６７ ３０．３２ ５８．８４１

１０－１ ＞２４．７４７ ＞１０５．７１９ ＞２７５．９３９ ＞５０２．３７２ ２．６１２ １１．３６８ ２８．５４９ ５７．２３８

１ ＞２５．３０４ ＞１０５．０５ ＞２７５．４０３ ＞５０４．５７１ ２．３７７ １０．５９７ ２６．７０９ ５２．１３４

１０ ＞２５．２２３ ＞１０５．２６９ ＞２６７．１９４ ＞５０６．１９８ ２．２５６ １０．２８８ ２４．８９３ ４８．１８４

１０２ ７．２０３ ＞１０６．５１ ＞２７０．９５ ＞５０６．６０９ ２．５２５ １０．８８７ ２７．８３９ ６１．５５２

１０３ ９．０６３ ６３．４４９ １５２．３４３ ３６９．７８３ ２．６４６ １１．６０４ ２９．１５ ６４．９８１

１０４ ＞２４．９０６ ＞１１０．５５２ ＞２６７．７８７ ＞５３４．０９１ ２．８５９ １２．４２ ３１．２３６ ６９．１４３

１０５ ＞２５．０２５ ＞１０７．２９９ ＞２６５．８７ ＞５４０．６８８ ３．１０４ １３．２０９ ３３．３１５ ７３．０６３

４　 结　 　 论

本文提出了求解滑动边界条件下 Ｓｔｏｋｅｓ 问题的自适应 Ｕｚａｗａ 块松弛算法．该算法不仅计算简单，并且给

出的自适应法则可以利用迭代函数自动选择合适的罚参数，有效解决了 Ｕｚａｗａ 块松弛算法的迭代次数高度

依赖于罚参数 ρ 的不足的问题，从而显著提高了算法性能．数值结果表明了该算法的优越性．
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