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摘要：　 该文给出了一种求解二维定常不可压缩 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程的基于 Ｐｉｃａｒｄ 线性化迭代的 ＰＮ × ＰＮ－２ 谱元法．
通过 Ｐｉｃａｒｄ 线性化将不可压缩 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程的求解转化为一系列线性的 Ｓｔｏｋｅｓ⁃ｔｙｐｅ 方程，再利用非交错网格

的 ＰＮ × ＰＮ－２ 谱元法计算每个迭代步的 Ｓｔｏｋｅｓ⁃ｔｙｐｅ 方程．为了消除伪压力模，压力离散比速度离散低两阶，非交错网

格的应用使得方程的离散方便且不会带来相应的插值误差，从而保证了谱精度．通过此方法数值计算了有精确解的

Ｓｔｏｋｅｓ 流动、Ｋｏｖａｓｚｎａｙ 流动和方腔顶盖驱动流，结果表明，迭代收敛非常快，误差收敛达到了谱精度收敛，并且避免

了压力震荡的出现，表明了该文方法准确可靠．
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引　 　 言

谱方法求解 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ（ＮＳ）方程的一个难点在于速度和压力的离散必须满足 ｉｎｆ⁃ｓｕｐ 条件（或称 ＬＢＢ
条件），否则在求解过程中，伪压力模将导致压力震荡，采用交错网格或者压力离散比速度低两阶均可以避

免伪压力模的出现［１⁃２］，而交错网格中涉及的插值容易降低谱方法的精度．求解定常不可压缩 ＮＳ 方程的策略

主要分为两种：一是借助方程中的时间导数项，利用时间积分将方程分裂为多步计算，解耦速度和压力，分别

得到速度和压力方程，从而简化计算，通过时间推进最终得到定常解．对于谱方法，这种计算策略由于需要时

间步的迭代，时间步长会受到空间网格的制约（即 ＣＦＬ 条件），导致非定常时间步积分收敛很慢而使得计算

量较大，同时引入了与时间步长相关的分裂误差，与谱方法的空间精度不匹配．二是舍去方程中的时间项，直
接对方程组进行空间离散，然后采用 Ｐｉｃａｒｄ 迭代［３⁃４］或 Ｎｅｗｔｏｎ 迭代直接求解耦合速度压力方程组的方法，最
终得到定常解．此法相比前者最大的优势在于极大地减少了计算量，一般只需迭代几十或几百步便能得到收

敛的定常解；不过直接求解耦合方程会给计算的稳定性带来一些影响．
在过去的几十年中，定常不可压缩 ＮＳ 方程的求解方法研究有了很大发展．苏铭德和陈霜立［５］ 将推进迭

代法应用到不可压缩流的方程中求解，并给出了曲线坐标下的一般表达式．他们将推进迭代法应用于方腔流

及圆柱绕流，得到的结果表明该方法具有较快的收敛速度．Ｃａｓａｒｉｎ［６］利用谱元法求解了定常 Ｓｔｏｋｅｓ 和 ＮＳ 方

程，在每步 Ｎｅｗｔｏｎ 迭代步中使用一个 Ｓｃｈｗａｒｚ 预条件来控制计算矩阵的条件数．Ｐｏｎｔａｚａ 和 Ｒｅｄｄｙ［７］结合谱元

法和最小二乘有限元法模拟黏性流体流动，采用 Ｎｅｗｔｏｎ 迭代法得到定常解．Ｋｎｏｌｌ 和 Ｋｅｙｅｓ［８］、马东军等［９］利

用 Ｊａｃｏｂｉａｎ⁃ｆｒｅｅ Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｋｒｙｌｏｖ 方法求解定常不可压缩 ＮＳ 方程，将基于高阶谱元法的区域分解 Ｓｔｏｋｅｓ 算法的

非定常时间推进步作为 Ｎｅｗｔｏｎ 迭代的预处理，回避了传统 Ｎｅｗｔｏｎ 方法 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵的显式装配，降低了 Ｎｅｗ⁃
ｔｏｎ 迭代线性系统的条件数，加快了收敛速度．Ｒｅｈｍａｎ 等［４］利用 Ｐｉｃａｒｄ 迭代法求解定常的 ＮＳ 方程，在 Ｐｉｃａｒｄ
迭代中，前一步的速度被嵌入到对流项中进行速度更新，然后再求解一系列线性问题．Ｚｈａｎｇ 等［１０］ 给出了一

个求解不可压缩 ＮＳ 方程的 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 伪谱多网格法，该方法增加了一个伪时间导数项，用显式 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ
格式对伪时间项离散，空间离散采用伪谱多网格法，通过伪时间的推进来得到定常解．章争荣和张湘伟［１１］ 建

立基于 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 加权余量法的 ＮＳ 方程数值流形格式来求解二维定常不可压黏性流动方程，其方程组采用直

接线性化交替迭代方法和 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｒａｐｈｓｏｎ 迭代方法进行求解．覃燕梅等［１２］提出了一种局部投影稳定化的有

限元方法求解定常不可压缩 ＮＳ 方程，该方法既克服了对流占优，又避免了 ｉｎｆ⁃ｓｕｐ 条件的限制．Ｈｅ 等［１３］结合

Ｎｅｗｔｏｎ 迭代法和两水平有限元求解了定常 ＮＳ 方程．对于定常不可压 ＮＳ 方程的求解，还有 Ｍｅｌｃｈｉｏｒ 等［１４］ 提

出的预条件 Ｋｒｙｌｏｖ 求解法以及 Ｏｚｃｅｌｉｋｋａｌｅ 和 Ｓｅｒｔ［１５］提出的最小二乘谱元法等．最近，戴海和潘文峰［１６］ 提出

了一种 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 谱元法，并成功地应用于 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程透射特征值问题．
本文结合 Ｐｉｃａｒｄ 线性化迭代，给出一种求解二维定常不可压缩 ＮＳ 方程的 ＰＮ × ＰＮ－２ 谱元法．Ｐｉｃａｒｄ 线性

化将不可压缩 ＮＳ 方程转化为一系列的 Ｓｔｏｋｅｓ⁃ｔｙｐｅ 方程，空间离散采用 ＰＮ × ＰＮ－２ 谱元法计算每个迭代步的

Ｓｔｏｋｅｓ⁃ｔｙｐｅ 方程，与时间分裂法和投影类算法相比，本文给出的方法舍弃了时间项，避免了与时间步长相关

的分裂误差．在同位网格下，速度在物理空间采用基函数为 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值多项式的节点展开，而压力在谱空

间采用基函数为 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式的直接展开，且压力展开阶数比速度低两阶．压力计算方式为先求解压力在
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谱空间的离散系数，再在谱空间内计算每个网格节点上的压力值．通过压力离散比速度离散低两阶的方式满

足了 ｉｎｆ⁃ｓｕｐ 条件，避免了同位网格中容易出现的压力振荡现象，从而保证了计算得到的速度和压力都具有

高精度．相比使用交错网格的数值方法，该方法更易于实施，且避免了交错网格里的插值计算带来的误差，更
能体现出谱元法的高精度优势．另一方面，本文方法与传统的谱方法相比，可以自由划分单元，在计算一些局

部梯度较大的问题时（如表面张力流、剪切流等），在单元局部加密、优化节点分布等方面具有优势．
为了验证本文方法的准确有效性，数值求解了具有精确解的 Ｓｔｏｋｅｓ 方程和 Ｋｏｖａｓｚｎａｙ 流动，并模拟了方

腔顶盖驱动流，结果表明了本文方法的可靠性及较快的收敛性，且达到了谱精度．本文方法在高精度数值计

算方面具有一定的应用前景，可应用于诸如线性稳定性分析的基态解求解（线性稳定性分析中基态解的精

度越高，得到的流动失稳临界参数越准确）等方面，在高精度数值计算、线性稳定性分析、流动失稳机理等研

究上具有积极的意义．

１　 数 值 方 法

１．１　 ＰＮ × ＰＮ－２ 谱元法

考虑到谱元法求解 ＮＳ 方程时出现的伪压力模现象，本文采用 ＰＮ × ＰＮ－２ 谱元法，即速度采用Ｎ阶多项式

展开，而压力则采用 Ｎ － ２ 阶多项式展开．考察二维直角坐标系下的定常 Ｓｔｏｋｅｓ 方程：

　 　
－ Ñ２ｕ ＋ Ñｐ ＝ ｆ，
Ñ·ｕ ＝ ０，{ 　 　 Ω ＝ ［ｘａ，ｘｂ］ × ［ｙａ，ｙｂ］， （１）

其中 ｕ ＝ （ｕ，ｖ） 为速度矢量， ｐ 为压力， ｆ ＝ （ ｆｘ，ｆｙ） 为外力．划分计算区域 Ω 为若干单元，将第 ｉ 个单元 Ωｉ 映

射到标准计算区域［－１，１］×［－１，１］．取测试函数 ｗ，ｑ，得到单元 Ωｉ 内方程（１）的积分弱形式，将速度 ｕ 和压

力 ｐ 分别离散为

　 　 ｕ ＝ ∑
Ｎｘ

ｊ ＝ ０
∑
Ｎｙ

ｋ ＝ ０
ｕ ｊｋｈ ｊ（ξ）ｈｋ（η）， （２）

　 　 ｐ ＝ ∑
Ｎｘ－２

ｊ ＝ ０
∑
Ｎｙ－２

ｋ ＝ ０
ｐ ｊｋＬ ｊ（ξ）Ｌｋ（η）， （３）

其中 ｕ ｊｋ 为网格节点上的速度值，而 ｐ ｊｋ 为谱系数．
测试函数 ｗ ＝ （ｗｘ，ｗｙ），ｑ 分别取为

　 　 ｗｘ ＝ ｗｙ ＝ ｈｍ（ξ）ｈｎ（η），　 　 ０ ≤ ｍ ≤ Ｎｘ， ０ ≤ ｎ ≤ Ｎｙ， （４）
　 　 ｑ ＝ Ｌｍ（ξ）Ｌｎ（η），　 　 ０ ≤ ｍ ≤ Ｎｘ － ２， ０ ≤ ｎ ≤ Ｎｙ － ２． （５）
将式（２） ～ （５）代入式（１）的积分弱形式，整理后得到离散方程矩阵形式：
　 　 Ａｕｉ － Ｃｉｐｉ ＝ Ｂｆｉ， ＣＴ

ｉ ｕｉ ＝ ０， （６）
其中各系数为

　 　 Ａ ｊｋｍｎ ＝ Ａ ｊｍ·Ｂｋｎ ＋ Ｂ ｊｍ·Ａｋｎ， （７ａ）
　 　 Ｂ ｊｋｍｎ ＝ Ｂ ｊｍ·Ｂｋｎ， （７ｂ）
　 　 （Ｃ１） ｊｋｍｎ ＝ Ｃ ｊｍ·Ｆｋｎ， （７ｃ）
　 　 （Ｃ２） ｊｋｍｎ ＝ Ｆ ｊｍ·Ｃｋｎ， （７ｄ）
　 　 （ＣＴ

１） ｊｋｍｎ ＝ Ｃｍｊ·Ｆｎｋ， （７ｅ）
　 　 （ＣＴ

２） ｊｋｍｎ ＝ Ｆｍｊ·Ｃｎｋ， （７ｆ）

　 　 Ａ ｊｍ ＝ ∫ｘｂ
ｘａ

∂ｈ ｊ（ξ）
∂ｘ

∂ｈｍ（ξ）
∂ｘ

ｄｘ， （７ｇ）

　 　 Ａｋｎ ＝ ∫ｙｂ
ｙａ

∂ｈｋ（η）
∂ｙ

∂ｈｎ（η）
∂ｙ

ｄｙ， （７ｈ）

　 　 Ｂ ｊｍ ＝ ∫ｘｂ
ｘａ
ｈ ｊ（ξ）ｈｍ（ξ）ｄｘ， （７ｉ）

４４１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２１ 年　 第 ４２ 卷



　 　 Ｂｋｎ ＝ ∫ｙｂ
ｙａ
ｈｋ（η）ｈｎ（η）ｄｙ， （７ｊ）

　 　 Ｃ ｊｍ ＝ ∫ｘｂ
ｘａ
Ｌ ｊ（ξ）·

∂ｈｍ（ξ）
∂ｘ

ｄｘ， （７ｋ）

　 　 Ｃｋｎ ＝ ∫ｙｂ
ｙａ
Ｌｋ（η）·

∂ｈｎ（η）
∂ｙ

ｄｙ， （７ｌ）

　 　 Ｆ ｊｍ ＝ ∫ｘｂ
ｘａ
Ｌ ｊ（ξ）ｈｍ（ξ）ｄｘ， （７ｍ）

　 　 Ｆｋｎ ＝ ∫ｙｂ
ｙａ
Ｌｋ（η）ｈｎ（η）ｄｙ ． （７ｎ）

通过 Ｇａｕｓｓ 数值积分计算式（７），得到每个单元内的线性方程组，再根据单元叠加原理将所有单元方程

叠加为总体区域的线性方程组．需要注意的是，得到方程组中的求解变量 ｕｉ 为节点上的速度值，而 ｐｉ 为谱系

数．在进行方程组叠加的过程中只需对单元交界处的速度进行叠加，而谱系数是不需要叠加的．最后加入边

界条件到总体区域的线性方程组进而得到计算结果．
１．２　 Ｐｉｃａｒｄ迭代法

考虑二维直角坐标系下的定常 ＮＳ 方程：

　 　
－ １
Ｒｅ

Ñ２ｕ ＋ Ñｐ ＋ （ｕ·Ñ）ｕ ＝ ｆ，

Ñ·ｕ ＝ ０，

ì

î

í
ïï

ïï
　 　 Ω ＝ ［ｘａ，ｘｂ］ × ［ｙａ，ｙｂ］， （８）

其中 Ｒｅ 为 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 数．由于动量方程中对流项的存在，ＮＳ 方程离散后将得到一个非线性方程组．通过 Ｐｉｃａｒｄ
迭代法可以将 ＮＳ 方程线性化［４，９］ ．Ｐｉｃａｒｄ 迭代法的实施过程是将对流项中的速度用前一步的值代替，通过迭

代过程得到定常 ＮＳ 方程的收敛解．给定问题的初始速度 ｕ０， 由 Ｐｉｃａｒｄ 迭代法的思想，可得到一系列方程：
　 　 － νÑ２ｕｋ＋１ ＋ Ñｐｋ＋１ ＋ （ｕｋ·Ñ）ｕｋ＋１ ＝ ｆ， （９）
　 　 Ñ·ｕｋ＋１ ＝ ０， （１０）

矩阵形式为

　 　

Ａ ＋ Ｎ ０ － Ｃ１

０ Ａ ＋ Ｎ － Ｃ２

Ｃ１ Ｃ２ ０

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

ｕｘ

ｕｙ

ｐ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
＝

Ｂｆｘ
Ｂｆｙ
０

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
． （１１）

利用上文的 ＰＮ × ＰＮ－２ 谱元法求解，经迭代得到定常 ＮＳ 方程的解．式（１１）中的 Ｎ 是由式（９）中的对流项

（ｕｋ·Ñ）ｕｋ＋１ 离散得到，通过 ｕｋ 的迭代，设定 ε ＝ ｍａｘｉ { ｕｋ＋１
ｉ － ｕｋ

ｉ } 小于某个收敛标准时即达到稳定解．

２　 数值算例与结果

首先，定义数值解 ｕｉ 的绝对误差 ２ 范数为

　 　 Ｅ２ ＝ １
ＮＤ
∑
ＮＤ

ｉ ＝ １
（ｕｉ ｎｕｍｅｒ － ｕｉ ｅｘａｃｔ） ２ ， （１２）

其中 ＮＤ 表示计算节点总数，ｕｉ ｎｕｍｅｒ，ｕｉ ｅｘａｃｔ 分别表示数值算例的数值解和精确解．
算例 １　 考虑 Ｓｔｏｋｅｓ 问题（１），精确解为

　 　
ｕ ＝ ｓｉｎ ｘｃｏｓ ｙ·ｅ －ｘ，
ｖ ＝ （ｓｉｎ ｘ － ｃｏｓ ｘ）ｓｉｎ ｙ·ｅ －ｘ，
ｐ ＝ ｃｏｓ ｘｃｏｓ ｙ·ｅ －ｘ，

ì

î

í

ïï

ïï

　 　 Ω ＝ ［０，１］ × ［０，１］ ． （１３）

首先将 ｘ，ｙ 方向区间［０，１］划分为 ２ 个单元［０，０．５］和［０．５，１］，每个单元 ｘ，ｙ 方向的速度离散阶数取为

Ｎｘ 和 Ｎｙ， 且 Ｎｘ ＝ Ｎｙ ＝ Ｎ， 压力离散阶数则为 Ｎ － ２， 边界条件为 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 条件．图 １ 为计算得到的速度和压

力的误差 ２ 范数取对数后与离散阶数的关系，显示误差呈指数收敛．可以看到，压力的精度要比速度低两阶
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左右，这是由于离散时压力的阶数要低两阶造成的．当离散阶数达到 １２ 以上时，误差已经达到计算机精度，
不再减小．图 ２ 为速度阶数均为 １２ 时， ＰＮ × ＰＮ 谱元法和本文方法（ＰＮ × ＰＮ－２ 谱元法）得到的压力等值线图

以及精确压力等值线图，可以看出本文方法不存在压力震荡现象．

图 １　 算例 １ 的误差 ２ 范数与离散阶数 Ｎ 的关系图

Ｆｉｇ． １　 Ｄｅｐｅｎｄｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ２⁃ｎｏｒｍ ｅｒｒｏｒ ｏｎ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｏｒｄｅｒ Ｎ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ １

（ａ） ＰＮ × ＰＮ 谱元法 （ｂ） 本文方法 （ｃ） 精确压力场

（ａ） Ｔｈｅ ＰＮ × ＰＮ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ （ｂ） Ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｍｅｔｈｏｄ （ｃ） Ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｆｉｅｌｄ

图 ２　 ＰＮ × ＰＮ 谱元法和本文方法计算算例 １ 得到的压力场和精确压力场

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｆｉｅｌｄｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＰＮ × ＰＮ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｔｈｅ ＰＮ × ＰＮ－２

ｓｐｅｃｔｒａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ， ａｌｏｎｇ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｆｉｅｌｄ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ １

算例 ２　 Ｋｏｖａｓｚｎａｙ 流动

Ｋｏｖａｓｚｎａｙ 流动是由 Ｋｏｖａｓｚｎａｙ 给出的一组 ＮＳ 方程分析解：

　 　

ｕ ＝ １ － ｅλｘｃｏｓ（２πｙ），

ｖ ＝ λｅλｘ

２π
ｓｉｎ（２πｙ），

ｐ ＝ １ － ２ｅλｘ

２
，

λ ＝ Ｒｅ
２

－ Ｒｅ
４

２

＋ ４π ２ ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

（１４）

计算区域为 Ω ＝ ［ － ０．５，１］ × ［ － ０．５，１．５］ ．计算中 Ｒｅ ＝ ４０， 误差收敛标准定为 １０－１２ ．根据区域大小关系，选
取 Ｎ ＝ Ｎｘ ＝ ３Ｎｙ ／ ４．图 ３ 为误差 ２ 范数与 Ｎ 的关系图，可以看出数值精度随阶数呈指数收敛，当 Ｎ 增大到 ２７
时，误差降低到 １０－１４而不再下降，这跟所取收敛标准有关．表 １ 呈现的是计算时不同离散阶数所要的迭代步

数，可以看到本文方法所需迭代步数很少，计算效率非常高．图 ４ 给出了 ＰＮ × ＰＮ 谱元法计算的压力场和用本
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文方法得到的压力场以及精确压力场，同样避免了压力震荡．

图 ３　 Ｋｏｖａｓｚｎａｙ 流的误差 ２ 范数与离散阶数 Ｎ 的关系图

Ｆｉｇ． ３　 Ｄｅｐｅｎｄｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ２⁃ｎｏｒｍ ｅｒｒｏｒ ｏｎ ｔｈｅ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｏｒｄｅｒｓ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｋｏｖａｓｚｎａｙ ｆｌｏｗ

表 １　 计算 Ｋｏｖａｓｚｎａｙ 流时不同阶数下的迭代步数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｓｔｅｐｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｏｒｄｅｒｓ ｆｏｒ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｋｏｖａｓｚｎａｙ ｆｌｏｗ

Ｎ １５ １８ ２１ ２４ ２７ ３０ ３３
ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｓｔｅｐｓ Ｉ１ ４１ ３８ ３３ ３０ ２８ ２８ ２８

（ａ） ＰＮ × ＰＮ 谱元法 （ｂ） 本文方法 （ｃ） 精确压力场

（ａ） Ｔｈｅ ＰＮ × ＰＮ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ （ｂ） Ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｍｅｔｈｏｄ （ｃ） Ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｆｉｅｌｄ

图 ４　 ＰＮ × ＰＮ 谱元法和本文方法计算算例 ２ 得到的压力场和精确压力场

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｆｉｅｌｄｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＰＮ × ＰＮ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｔｈｅ ＰＮ × ＰＮ－２

ｓｐｅｃｔｒａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ， ａｌｏｎｇ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｆｉｅｌｄ ｅｘａｍｐｌｅ ２

　 　 算例 ３　 方腔顶盖驱动流

方腔顶盖驱动流是流体力学的经典问题之一，对该问题已有大量研究工作［１７⁃２２］ ．Ｇｈｉａ 等［１７］ 给出了二维

方腔顶盖驱动流的基准解以及详细的数据．目前，数值模拟二维或三维方腔顶盖驱动流已经成为验证计算方

法的正确性和有效性的重要手段．
图 ５ 为二维平面上的方腔顶盖驱动流的简化物理模型．在一个边长为 Ｈ 的正方形方腔顶部有一向右的

固定速度 Ｖ０， 利用流体的黏性带动方腔内流体的流动．假设方腔内的流体是不可压缩、等温的 Ｎｅｗｔｏｎ 流体，
方腔边界为固壁，选择 Ｈ，Ｈ ／ Ｖ０，Ｖ０ 和 ρＶ２

０（ρ 为流体密度）分别为特征长度、时间、速度和压力．经无量纲化后

得到方腔顶盖驱动流的控制方程为
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Ñ·ｕ ＝ ０，
∂ｕ
∂ｔ

＋ （ｕ·Ñ）ｕ ＝ － Ñｐ ＋ １
Ｒｅ

Ñ２ｕ，

ì

î

í
ïï

ïï
　 　 Ω ＝ ［０，１］ ２， （１５）

其中 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 数为 Ｒｅ ＝ ＨＶ０ ／ υ（υ 为流体运动学黏性系数）．边界条件为

　 　

ｘ ＝ ０： ｕ ＝ ｖ ＝ ０，
ｙ ＝ ０： ｕ ＝ ｖ ＝ ０，
ｘ ＝ １： ｕ ＝ ｖ ＝ ０，
ｙ ＝ １： ｕ ＝ １， ｖ ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１６）

图 ５　 方腔顶盖驱动流物理模型

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｄ⁃ｄｒｉｖｅｎ ｃａｖｉｔｙ ｆｌｏｗ

（ａ） Ｒｅ ＝ １００

（ｂ） Ｒｅ ＝ ４００
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（ｃ） Ｒｅ ＝ １ ０００
图 ６　 不同 Ｒｅ 数的方腔流中心线上的速度分量大小图： ｙ ＝ ０．５ （左图）和 ｘ ＝ ０．５ （右图）

Ｆｉｇ． ６　 Ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｃｅｎｔｅｒ ｌｉｎｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｌｉｄ⁃ｄｒｉｖｅｎ ｃａｖｉｔｙ ｆｌｏｗ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ
Ｒｅ ｖａｌｕｅｓ： ｙ ＝ ０．５（ｌｅｆｔ） ａｎｄ ｘ ＝ ０．５（ｒｉｇｈｔ）

使用基于 Ｐｉｃａｒｄ 迭代的定常 ＰＮ × ＰＮ－２ 谱元法求解 Ｒｅ为 １００，４００ 和 １ ０００ 的方腔顶盖驱动流，其中计算

区域的单元划分为 ６×６，每个单元离散阶数为 ８，计算网格为 ４９×４９．将中心线上的结果同公认的文献基准

解［１７］进行对比，如图 ６ 所示，可以看到，本文得到的结果能较好地吻合公认的基准解，验证了本文方法的正

确性．

３　 结　 　 论

本文结合 Ｐｉｃａｒｄ 迭代给出了一种求解二维定常不可压缩 ＮＳ 方程的 ＰＮ × ＰＮ－２ 谱元法．与时间分裂法和

投影类算法相比，本文方法舍弃了时间项，通过 Ｐｉｃａｒｄ 线性化将不可压缩 ＮＳ 方程转化为一系列线性的

Ｓｔｏｋｅｓ⁃ｔｙｐｅ 方程，使用非交错网格的 ＰＮ × ＰＮ－２ 谱元法计算每个迭代步的 Ｓｔｏｋｅｓ⁃ｔｙｐｅ 方程，避免了与时间步

长相关的分裂误差．速度在物理空间离散，压力在谱空间离散，通过压力离散比速度离散低两阶的方式消除

了伪压力模，避免了同位网格中容易出现的压力振荡，所得到的压力解没有震荡现象，非交错网格的应用使

方程的离散方便且不会带来相应的插值误差，从而计算得到的速度和压力都具有高精度．数值计算 Ｓｔｏｋｅｓ 流

动、Ｋｏｖａｓｚｎａｙ 流动和方腔顶盖驱动流并与解析解或者文献基准解进行对比，结果表明，迭代收敛非常快，同
时达到谱精度收敛，体现了本文方法的可靠性和较快的收敛性．本文方法在高精度数值计算方面具有一定的

应用前景，在高精度数值计算、线性稳定性分析、流动失稳机理等研究上具有积极的意义．

参考文献（Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ）：

［１］　 ＡＵＴＥＲＩ Ｆ， ＧＵＥＲＭＯＮＤ Ｊ Ｌ， ＰＡＲＯＬＩＮＩ Ｎ． Ｒｏｌｅ ｏｆ ｔｈｅ ＬＢＢ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｉｎ ｗｅａｋ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ
［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２００１， １７４（１）： ４０５⁃４２０．

［２］　 ＳＣＨＵＭＡＣＫ Ｍ Ｒ， ＳＣＨＵＬＴＺ Ｗ Ｗ， ＢＯＹＤ Ｊ Ｐ． Ｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｅｔｈｏｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｓｔｏｋｅｓ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｏｎ ｎｏｎｓｔａｇ⁃
ｇｅｒｅｄ ｇｒｉｄｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， １９９０， ８９（２）： ３０⁃５８．

［３］　 ＤＥＢＬＯＩＳ Ｂ Ｍ． Ｌｉｎｅａｒｉｚｉｎｇ ｃｏｎｖｅｃｔｉｏｎ ｔｅｒｍｓ ｉｎ ｔｈｅ Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ
Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， １９９７， １４３（３ ／ ４）： ２８９⁃２９７．

［４］　 ＲＥＨＭＡＮ Ｍ Ｕ， ＶＵＩＫ Ｃ， ＳＥＧＡＬ Ｇ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｔｅａｄｙ ｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ Ｎａｖｉｅｒ⁃
Ｓｔｏｋｅｓ ｐｒｏｂｌｅｍ［Ｃ］ ／ ／ Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｗｏｒｌｄ Ｃｏｎｇｒｅｓｓ ｏｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ． Ｌｏｎｄｏｎ， ２００８： ８４４⁃８４９．

［５］　 苏铭德， 陈霜立． 定常不可压缩粘性流体流动 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程的推进迭代法［ Ｊ］ ． 计算物理， １９８９， ６： ３２１⁃
３３４．（ＳＵ Ｍｉｎｇｄｅ， ＣＨＥＮ Ｓｈｕａｎｇｌｉ． Ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｎ⁃Ｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｅａｄｙ ｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ ｖｉｓｃｏｕｓ ｆｌｏｗ ｗｉｔｈ
ｍａｒｃｈｉｎｇ⁃ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， １９８９， ６： ３２１⁃３３４．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［６］　 ＣＡＳＡＲＩＮ Ｍ Ａ． Ｓｃｈｗａｒｚ ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｒｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｅａｄｙ Ｓｔｏｋｅｓ ａｎｄ Ｎａｖｉ⁃
ｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｎｕｍｅｒｉｓｃｈｅ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｋ， ２００１， ８９： ３０７⁃３３９．

９４１第 ２ 期　 　 　 　 　 　 　 邱周华，等： 基于 Ｐｉｃａｒｄ 迭代的 ＰＮ × ＰＮ－２ 谱元法求解定常不可压缩 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程



［７］　 ＰＯＮＴＡＺＡ Ｊ Ｐ， ＲＥＤＤＹ Ｊ Ｎ． Ｓｐｅｃｔｒａｌ ／ ｈｐ ｌｅａｓｔ⁃ｓｑｕａｒｅｓ fiｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ ｅｑｕａ⁃
ｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２００３， １９０： ５２３⁃５４９．

［８］　 ＫＮＯＬＬ Ｄ Ａ， ＫＥＹＥＳ Ｄ． Ｊａｃｏｂｉａｎ⁃ｆｒｅｅ Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｋｒｙｌｏｖ ｍｅｔｈｏｄｓ： ａ ｓｕｒｖｅｙ ｏｆ ａｐｐｒｏａｃｈｅｓ ａｎｄ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ．
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２００４， １９３： ３５７⁃３９７．

［９］　 马东军， 柳阳， 孙德军， 等． 高阶谱元区域分解算法求解定常方腔驱动流［Ｊ］ ． 计算力学学报， ２００６， ２３（６）： ６６８⁃
６７３．（ＭＡ Ｄｏｎｇｊｕｎ， ＬＩＵ Ｙａｎｇ， ＳＵＮ Ｄｅｊｕｎ， ｅｔ ａｌ． Ｓｐｅｃｔｒａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ ａ ｄｏｍａｉｎ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ
Ｓｔｏｋｅｓ ｓｏｌｖｅｒ ｆｏｒ ｓｔｅａｄｙ ｃａｖｉｔｙ ｄｒｉｖｅｎ ｆｌｏｗ［Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２００６， ２３（６）：
６６８⁃６７３．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１０］　 ＺＨＡＮＧ Ｗ， ＺＨＡＮＧ Ｃ Ｈ， ＸＩ Ｇ． Ａｎ ｅｘｐｌｉｃｉｔ Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ ｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｕｌｔｉｇｒｉｄ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ
Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ ＆ Ｆｌｕｉｄｓ， ２０１０， ３９（１）： １７８⁃１８８．

［１１］　 章争荣， 张湘伟． 二维定常不可压缩粘性流动 Ｎ⁃Ｓ 方程的数值流形方法［Ｊ］ ． 计算力学学报， ２０１０， ２７（３）： ４１５⁃
４２１．（ＺＨＡＮＧ Ｚｈｅｎｇｒｏｎｇ， ＺＨＡＮＧ Ｘｉａｎｇｗｅｉ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍａｎｉｆｏｌｄ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｓｔｅａｄｙ ｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ ｖｉｓｃｏｕｓ ２Ｄ
ｆｌｏｗ Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ ｅｑｕｔｉｏｎｓ［ Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１０， ２７（３）： ４１５⁃４２１． （ ｉｎ
Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１２］　 覃燕梅， 冯民富， 罗鲲， 等． Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程的局部投影稳定化方法［ Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０１０， ３１（５）：
６１８⁃６３０．（ＱＩＮ Ｙａｎｍｅｉ， ＦＥＮＧ Ｍｉｎｆｕ， ＬＵＯ Ｋｕｎ， ｅｔ ａｌ． Ｌｏｃａｌ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｓｔａｂｉｌｉｚｅｄ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｈｅ
Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１０， ３１（５）： ６１８⁃６３０．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１３］　 ＨＥ Ｙ， ＺＨＡＮＧ Ｙ， ＳＨＡＮＧ Ｙ， ｅｔ ａｌ． Ｔｗｏ⁃ｌｅｖｅｌ Ｎｅｗｔｏｎ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ２Ｄ ／ ３Ｄ ｓｔｅａｄｙ Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ ｅ⁃
ｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ Ｐａｒｔｉａｌ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ， ２０１２， ２８： １６２０⁃１６４２．

［１４］　 ＭＥＬＣＨＩＯＲ Ｓ Ａ， ＬＥＧＡＴ Ｖ， ＤＯＯＲＥＮ Ｐ Ｖ， ｅｔ ａｌ． Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｄ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｓｏｌｖｅｒｓ ｆｏｒ ｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉ⁃
ｂｌｅ ｆｌｏｗ ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｆｏｒ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ｆｌｕｉｄｓ， ２０１２， ６８： ２６９⁃２８６．

［１５］　 ＯＺＣＥＬＩＫＫＡＬＥ Ａ， ＳＥＲＴ Ｃ． Ｌｅａｓｔ⁃ｓｑｕａｒｅｓ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ
ｗｉｔｈ ａｄａｐｔｉｖｅ ｒｅｆｉｎｅｍｅｎｔ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０１２， ２３１： ３７５５⁃３７６９．

［１６］　 戴海， 潘文峰． 谱元法求解 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程透射特征值问题［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０１８， ３９（７）： ８３３⁃８４０．（ＤＡＩ
Ｈａｉ， ＰＡＮ Ｗｅｎｆｅｎｇ． Ａ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ ｅｑｕａ⁃
ｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１８， ３９（７）： ８３３⁃８４０．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１７］　 ＧＨＩＡ Ｕ， ＧＨＩＡ Ｋ Ｎ， ＳＨＩＮ Ｃ Ｔ． Ｈｉｇｈ⁃Ｒｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ ｆｌｏｗ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ
ａｎｄ ａ ｍｕｌｔｉｇｒｉｄ ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， １９８２， ４８（３）： ３８７⁃４１１．

［１８］　 ＡＩＤＵＮ Ｃ Ｋ， ＴＲＩＡＮＴＡＦＩＬＬＯＰＯＵＬＯＳ Ｎ Ｇ， ＢＥＮＳＯＮ Ｊ． Ｇｌｏｂａｌ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ａ ｌｉｄ⁃ｄｒｉｖｅｎ ｃａｖｉｔｙ ｗｉｔｈ ｔｈｒｏｕｇｈ⁃
ｆｌｏｗ： ｆｌｏｗ ｖｉｓｕａｌｉｚａｔｉｏｎ ｓｔｕｄｉｅｓ［Ｊ］ ． Ｐｈｙｓｉｃｓ ｏｆ Ｆｌｕｉｄｓ Ａ： Ｆｌｕｉｄ Ｄｙｎａｍｉｃｓ， １９９１， ３（９）： ２０８１⁃２０９１．

［１９］　 ＡＬＢＥＮＳＯＥＤＥＲ Ｓ， ＫＵＨＬＭＡＮＮ Ｈ Ｃ， ＲＡＴＨ Ｈ Ｊ． Ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｃｅｎｔｒｉｆｕｇａｌ⁃ｆｌｏｗ ｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｉｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ｌｉｄ⁃
ｄｒｉｖｅｎ⁃ｃａｖｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍ［Ｊ］ ． Ｐｈｙｓｉｃｓ ｏｆ Ｆｌｕｉｄｓ， ２００１， １３： １２１⁃１３５．

［２０］　 ＴＨＥＯＦＩＬＩＳ Ｖ． Ｇｌｏｂａｌ ｌｉｎｅａｒ ｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｙ［Ｊ］ ． Ａｎｎｕａｌ Ｒｅｖｉｅｗ ｏｆ Ｆｌｕｉｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１１， ４３： ３１９⁃３５２．
［２１］　 ＫＯＳＥＦＦ Ｊ Ｒ， ＳＴＲＥＥＴ Ｒ Ｌ． Ｔｈｅ ｌｉｄ⁃ｄｒｉｖｅｎ ｃａｖｉｔｙ ｆｌｏｗ： ａ ｓｙｎｔｈｅｓｉｓ ｏｆ ｑｕａｌｉｔａｔｉｖｅ ａｎｄ ｑｕａｎｔｉｔａｔｉｖｅ ｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｓ

［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｆｌｕｉｄｓ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， １９８４， １０６（４）： ３９０⁃３９８．
［２２］　 ＫＯＳＥＦＦ Ｊ Ｒ， ＳＴＲＥＥＴ Ｒ Ｌ， ＧＲＥＳＨＯ Ｐ Ｍ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｌｉｄ⁃ｄｒｉｖｅｎ ｃａｖｉｔｙ ｆｌｏｗ： ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ ａｎｄ

ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ［Ｃ］ ／ ／ Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ ｏｎ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ｌａｍｉｎａｒ ａｎｄ Ｔｕｒｂｕｌｅｎｔ Ｆｌｏｗ． Ｓｅａｔｔｌｅ，
ＷＡ， １９８３．

０５１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２１ 年　 第 ４２ 卷


