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摘要：  以等效连续化方法为基础，在 Hamilton 力学体系下进行框筒结构剪滞翘曲位移函数精度研究.选用不同类型

的函数描述翼缘板的剪滞翘曲位移，考虑等效板的剪切变形以及纵向翘曲，得到不同位移函数下结构的总势能及对

应的 Lagrange 函数.区别于传统变分法，该文在 Hamilton 力学体系下进行问题研究，导出框筒结构弯曲问题的

Hamilton 正则方程并利用精细积分法求解，进而计算出柱轴力并进行精度分析.算例验证结果表明：使用该方法分

析框筒结构的剪力滞后效应是简单可行的；不同翘曲位移函数的选择对侧移计算结果影响不大，对轴力求解结果影

响较大，二次抛物线最能反映等效翼缘板的实际翘曲位移；对比不同形式荷载作用下等效翼缘板中应力分布可知，

随着外荷载合力作用点位置的升高，结构顶部负剪力滞后效应逐渐减弱至消失.
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Abstract：Based  on  the  equivalent  continuity  method,  the  accuracy  of  the  shear  lag  warping  displacement  functions  for
frame-tube structures was studied under the Hamiltonian mechanics. Different types of functions were selected to describe
the shear lag warping displacement of the flange plate, and the shear deformation and longitudinal warping of the equivalent
plate were considered. The total potential energy of the structure and the corresponding Lagrangian function under different
displacement  modes  were  obtained.  Not  with  the  traditional  variational  methods,  the  problem  was  studied  under  the
Hamiltonian mechanics  system.  The Hamiltonian canonical  equation for  the  frame-tube structure  was derived and solved
with  the  precise  integration  method,  then  the  column  axial  force  was  calculated  and  the  accuracy  was  analyzed.  The
verification results of the calculation examples show that, this method is simple and feasible to analyze the shear lag effects
of  the  frame-tube  structures.  The  choice  of  different  warping  displacement  functions  has  little  effect  on  the  lateral
displacement  calculation  results,  but  has  great  influence  on  the  axial  force  solution,  and  the  quadratic  parabola  can  best
reflect the actual warping displacement distribution of the flange. Comparison of the stress distributions in the equivalent
flange under different types of loads indicate that, with the increase of the position of the external load resultant force, the
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negative shear-lag effect on the top gradually weakens to disappear.

Key words：frame-tube  structure； shear-lag  effect；warping  displacement  function；Hamiltonian  duality  solution  system；

precise integration method

 

引　　言

框筒结构是现代高层建筑结构体系最重大的发展之一，主要由沿建筑物周边布置的密柱深梁框架形成的

筒体提供抗侧力.水平荷载作用下，结构中柱的轴力主要依靠深梁进行传递，由于深梁剪切变形的影响，导致

同一榀框架柱中，轴力不均匀分布[1]，此即剪力滞后效应.此时，翼缘和腹板内的正应力呈曲线分布，若计算仍

采用平截面假定则误差较大.采用等效连续体法分析剪力滞后效应影响下框筒结构内力时，翼缘和腹板不同

翘曲位移函数的选择将直接影响求解精度，因此选择一种精度较高的位移函数显得尤为重要.学者们常选用

抛物线来模拟框筒结构翼缘和腹板的翘曲位移.曾新等[2-3] 分别用线性函数和抛物线模拟腹板和翼缘的翘曲位

移；龚胡广等[4-6] 对翼缘和腹板分别采用二次和三次曲线；金仁和等[7] 介绍了三次和五次曲线；相比于框筒结

构，箱梁的假设翘曲位移模式就比较丰富，如抛物线[8-9]、悬链线[10]、余弦函数[10]、指数函数和椭圆曲线[11] 等.

目前，学者们对箱梁结构剪滞翘曲位移模式的对比研究较多，很少有学者进行框筒结构剪滞翘曲位移模

式的对比研究.因此，将其他形式的位移模式引入框筒结构并进行精度分析是很有意义的.两者虽然有许多相

似之处，但又有较大差别：横向荷载作用下框筒的腹板框架同翼缘框架一样，同样承受较大轴力，剪力滞后现

象严重，箱梁则不然.

本文基于连续化方法[12]，假设翼缘翘曲位移分别按四种函数形式分布，同时对应的腹板翘曲位移用三次

曲线描述，区别于常规方法，在 Hamilton力学体系中进行考虑剪力滞后效应影响的框筒结构内力求解.相比于

能量变分法，本文在不同形式荷载和边界条件下，无需进行复杂的代数运算推导.借助软件编程采用精细积分

法[13-16] 进行求解，解出所设广义位移的高精度数值解，得到了不同位移模式下的结构侧移及柱轴力值.以此为

基础，对比分析各个位移函数的精度，得出了一些有益结论，为框筒结构剪滞翘曲位移模式的选择提供参考. 

1    计算模型及位移函数选择
 

1.1   计算模型

x y

2a 2b tf tw Ef Ew Gf Gw

如图 1所示，采用轴向刚度和剪切刚度等效的原则[1]，将四榀框架等效为正交异性平板，通过和等效角柱

相连，围成四角处加强的悬臂薄壁筒.以形心为原点，建立图示空间直角坐标系，筒体截面关于 轴和 轴对

称.腹板和翼缘的宽度分别为 和 ，H 为结构高度. 和 ， 和 ， 和 分别为翼缘和腹板的等效厚度、等

效弹性模量和等效剪切模量，其具体计算方法可参阅文献 [6-7].
  

图 1    等效筒模型

Fig. 1    The equivalent tube model
 

为了忽略次要因素的影响，可对计算模型做出如下基本假定：1）各层楼板的平面内刚度无穷大，不考虑楼

板的平面外刚度；2）地基为刚性地基；3）不考虑等效板纵向纤维之间的横向及纵向挤压变形且不考虑其平面

外的剪应变. 
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1.2   翼缘翘曲位移函数及Lagrange 函数的推导

假设等效筒体翼缘、腹板和角柱的纵向翘曲位移沿板宽方向分布形式分别为[5]

wf = ±a
[
θ (z)−ω (y)W (z)

]
, −b≤ y≤ b, （1）

ww = −x
[
θ (z)−

(
1− x2

a2

)
a

2b
W (z)

]
, −a≤ x≤ a, （2）

wc = ±aθ (z) , （3）

θ (z) ω (y) W (z)

u (z) θ (z) W (z)

式中， 为筒体截面的转角， 为翘曲函数， 为最大纵向位移差函数，翼缘和腹板相同.选取结构侧移

、截面转角 和最大纵向位移差函数 作为广义位移，表述结构应变.

当翘曲函数为二次抛物线时，

ω (y) = 1−
( y
b

)2
; （4）

当翘曲函数为余弦函数时，

ω (y) = cos
(πy
2b

)
; （5）

当翘曲函数为悬链线函数时，{
ω (y) = 2− cosh(ηy) ,

η = ln(2+
√

3)/b ;
（6）

当翘曲函数为指数函数时，

ω (y) =
e− ey/b

e−1
. （7）

根据弹性理论以及基本假定写出结构体系各部分的应变能为

Πf = 2tf
w H

0

w b

−b

1
2

Ef

(
∂wf

∂z

)2

+
1
2

Gf

(
∂wf

∂y

)2dydz, flanges,

Πw = 2tw
w H

0

w a

−a

1
2

Ew

(
∂ww

∂z

)2

+
1
2

Gw

(
∂ww

∂x
+
∂u
∂z

)2dxdz, webs,

Πc = 4Ac

w H

0

1
2

E
(
∂wc

∂z

)2

dz, corner columns,

（8）

Ac式中，E 为等效连续化前材料的弹性模量； 为角柱的截面面积，由于等效时角柱中一部分已经计入与之相邻

的翼缘和腹板内，所以计算时应当扣除相邻两中柱截面面积之和的一半.

当受到沿结构高度变化的分布荷载和顶部集中力时，结构体系的外力势能可分别表示为Πp = −
w H

0
q (z)u (z)dz,

Πp = −Pu (H).
（9）

故框筒结构体系在横向荷载下的总势能为
Π = Πf +Πw+Πc+Πp. （10）

将式 (4)~(7)代入式 (1)即可得到翼缘板不同形式的翘曲位移函数，分别将其与式 (2)、(3)共同代入式

(8)、(9)进行积分并求和，即可得到结构体系用选定各广义位移表示的总势能的积分表达式.框筒结构弯曲问

题的 Lagrange函数即为结构的总势能密度，也就是总势能积分表达式中的被积函数，如下式所示：

L =
w b

−b
tf

Ef

(
∂wf

∂z

)2

+Gf

(
∂wf

∂y

)2dy+
w a

−a
tw

Ew

(
∂ww

∂z

)2

+Gw

(
∂ww

∂x
+
∂u
∂z

)2dx+

2EAc

(
∂wc

∂z

)2

−qu. （11）

限于篇幅，下面以翼缘板的翘曲函数为悬链线函数为例，推导出结构的 Lagrange函数：
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L =
1
2

Ef (2Jf)
(
θ̇2+Aθ̇Ẇ +BẆ2+

Gfη

4bEf
CW2

)
+

1
2

Ew (2Jw)
(
θ̇2− 2a

5b
θ̇Ẇ +

2a2

35b2 Ẇ2
)
+

1
2

Gw (2Aw)
[
(u̇− θ)2+

a2

5b2 W2
]
+

1
2

E (4Jc) θ̇2−qu, （12）

A =
2sinh(bη)

bη
−4 B =

9
2
+

sinh(2bη)−16sinh(bη)
4bη

C = sinh(2bη)−2bη
.

( ) z t

y Jf = 2bta2 y Jw =
2
3

a3t y

Jc = Aca2 Aw = 2at

其中， ， ， ； 表示对 的导数， 为正交异性板的

等效厚度；等效翼缘板对 轴的惯性矩 ，等效腹板对 轴的惯性矩 ，角柱对 轴的惯性矩

， .将上述 Lagrange函数写成矩阵形式：

L (q, q̇) =
1
2

q̇TK22 q̇+ q̇TK21q+
1
2

qTK11q− gTq, （13）

式中

q = [u, θ,W]T, q̇ = [u̇, θ̇,Ẇ]T, g = [q,0,0]T,

K22 =


2GwAw 0 0

0 2Ef Jf +2EwJw+4EJc AEf Jf −
2a
5b

EwJw

0 AEf Jf −
2a
5b

EwJw 2BEf Jf +
4a2

35b2 EwJw

 ,

K11 =


0 0 0

0 2GwAw 0

0 0
η

2b
CGf Jf +

2a2

5b2 GwAw

 , K21 =


0 −2GwAw 0

0 0 0

0 0 0

.
 

2    框筒结构弯曲问题的 Hamilton 对偶体系
 

2.1   Hamilton 正则方程的导出

q p p通过 Legendre变换，引入广义位移 的对偶变量 ， 的物理意义即各选定广义位移所对应的广义力.其表

达式为

p=
∂L
∂q̇
= K22 q̇+K21q, （14）

由式 (14)可解出

q̇ = −K−1
22 K21q+K−1

22 p. （15）

H = H (q, p) = pT q̇− L (q, q̇) q̇现在导入 Hamilton函数 ，将式 (15)代入 Hamilton函数消去 ，得到矩阵形式的

Hamilton函数表达式：

H = H (q, p) = pT q̇− L (q, q̇) = pT Aq− 1
2

qTBq+
1
2

pT Dp+ hT
q p− hT

p q, （16）

hq = 0 hp = −g A = −K−1
22 K21 B = K11−K12K−1

22 K21 D = K−1
22

Ki j Ki j

式中 ， ，且 ， ， ；当翼缘选择不同分布形式的翘曲函数时，

由 1.2小节的分析可得相应的各 矩阵.其中悬链线分布形式下的各 矩阵，如 1.2小节所述.

由矩阵形式的 Hamilton函数导出框筒结构弯曲问题的 Hamilton正则方程：
q̇ =
∂H
∂p
= Aq+ Dp+ hq,

ṗ= −∂H
∂q
= Bq− AT p+ hp.

（17）

记

v =
[ q

p
]
, H =

[ A D
B −AT

]
, h =

[
hq

hp

]
,
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上述方程可进一步简化为如下形式：
v̇ = Hv+ h. （18） 

2.2   边界条件以及Hamilton 正则方程求解

u θ W

q0=0 pL=0 η n = H/η 2N

N = 20

N η

v

式 (18)即为框筒结构弯曲问题分析的 Hamilton正则方程，该方程是关于 ， ， 这 3个广义位移以及各自

对应的广义力这 6个基本变量的一阶常微分方程组.本文计算模型相当于一根承受横向荷载的箱型悬臂梁，

边界条件可取为 ， .取区段长度为 ，将结构沿高度离散为 段，再将每一区段细分为 微段，一

般取 .利用幂函数展开法计算微段的区段混合能矩阵[13-14]，由于微段足够小，取前四项即可将误差排除

在计算机字长外.微段两两合并 次，整合出 长区段的混合能矩阵，计算时只考虑增量，可免除舍入误差的干

扰.考虑外荷载作用，合并区段计算整个结构的混合能矩阵.以此为基础，考虑边界条件，根据两端状态向量，

进一步得到各分段节点处的状态向量 [15-16]
.将其代入式 (17)中第一式，可求得广义位移的一阶导数.

z将沿层高分布的结点处的广义位移导数代入下式，即可得到高度 处翼缘和腹板的应力分布：
σf(y,z) = Efa[θ̇(z)−ω(y)Ẇ(z)],

σw(x,z) = −Ewx
[
θ̇(z)−

(
1− x2

a2

)
a
2b

Ẇ(z)
]
.

（19）

yi Nf xi

Nw Nc

为得到所求柱轴力值，将应力在柱对应面域内积分.假设柱距为 d，则 处的翼缘框架柱轴力 、 处的腹

板框架柱轴力 和角柱轴力 分别为

Nf =
w yi+

d
2

yi− d
2

tfσf (y,z)dy, Nw =
w xi+

d
2

xi− d
2

twσw (x,z)dx , （20）

Nc =
w b

b− d
2

tfσf (y,z)dy +
w a

a− d
2

twσw (x,z)dx+AcEaθ′ (z). （21）
 

3    算 例 分 析
 

3.1   计算实例

3 m 0.35 m×0.8 m
0.5 m×0.9 m 0.9 m×0.9 m 3 m

E = 3×104 MPa G = 1.2×104 MPa Gf =Gw = 2.395×103 MPa
P = 2 000 kN qmax = 66.67 kN/m q = 33.33 kN/m

采用文献 [1]中算例，1/4平面图如图 2所示.结构层高 ，共 20层.梁截面尺寸为 ，中柱截

面尺寸为 ，角柱截面尺寸为 ，柱间距均为 .钢筋混凝土材料，弹性模量

，剪切模量 ，等效剪切模量 .结构工况：① 顶部

水平集中力；② 水平倒三角形分布荷载 ；③ 水平均布荷载 .本文

方法的计算结果见表 1和表 2.
  

表 1    工况①下结构底层柱轴力计算值及相对误差

Table 1    The axial force values and relative errors of the bottom floor column under working condition ①
 

column
number

ref. [1]
N/kN

function type N/kN relative error δ1/%
quadratic
function

cosine
function

catenary
function

exponential
function

quadratic
function

cosine
function

catenary
function

exponential
function

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 48.90 51.32 50.08 52.01 47.97 4.95 2.42 6.36 −1.90

3 105.80 108.53 106.07 109.85 102.20 2.58 0.26 3.83 −3.40

4 178.80 177.51 173.87 179.36 168.94 −0.72 −2.76 0.31 −5.52

5 275.90 264.15 259.38 266.35 254.44 −4.26 −6.00 −3.46 −7.78

6 698.00 644.80 636.71 647.67 629.60 −7.62 −8.78 −7.21 −9.80

7 304.50 283.86 291.09 278.81 288.19 −6.78 −4.41 −8.44 −5.36

8 223.00 210.29 220.09 204.51 223.82 −5.70 −1.30 −8.30 0.37

9 159.60 153.06 159.13 150.16 169.32 −4.10 −0.29 −5.92 6.09

10 114.40 112.19 112.36 113.11 123.20 −1.94 −1.79 −1.13 7.69

11 87.20 87.66 82.95 91.57 84.15 0.53 −4.87 5.01 −3.50

12 78.10 79.49 72.92 84.50 58.69 1.77 −6.63 8.20 −24.85
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表 2    工况①下结构最大侧移值及相对误差

Table 2    Maximum side shift values and relative errors of the structure under working condition ①
 

ref. [1]
u/cm

function type u/cm relative error δ2/%
quadratic
function

cosine
function

catenary
function

exponential
function

quadratic
function

cosine
function

catenary
function

exponential
function

0.75 0.768 5 0.766 3 0.769 1 0.763 8 2.47 2.17 2.55 1.84
  

图 2    算例平面图

Fig. 2    The plan of the example 

3.2   计算精度对比

文献 [1]采用假设应力函数分布的方法求解，该算例被广泛对比引用.为便于比较，将文献 [1]中结果于

表 1中一并列出，此外图 3还给出了等效筒在集中荷载下翼缘底部应力与有限元结果的对比.可以看出本文

结果与有限元结果分布趋势一致，吻合良好，从平均误差来看，二次抛物线吻合最好.表 1和图 4分别给出了

工况 1下结构底层柱轴力计算值和结构的侧移曲线.从表 1可以看出，本文方法的计算结果与文献结果吻合

良好，大部分误差在 5%以内.采用指数函数时最大误差出现在翼缘中柱位置处，这是由于指数函数为非对称

函数，仅选取了其函数值在 0~1之间的部分模拟翼缘的翘曲位移，故选取的对称轴处误差较大，其余函数形式

的最大误差出现在角柱位置.由图 4的侧移曲线可见，选取不同函数时的侧移计算结果差别非常小，侧移值的

计算对函数类型的选取并不敏感，顶部侧移的具体数值及相对误差见表 2，其中指数函数的误差最小.

综合对比柱轴力和结构侧移的计算结果，可以看出翘曲函数为二次抛物线时的吻合度最高，其次为余弦

函数.因此，在此类问题分析时建议优先选用二次抛物线模拟结构的纵向翘曲位移. 

3.3   荷载形式对剪力滞后效应的影响分析

采用精度较高的二次抛物线模拟结构的纵向翘曲位移，分析工况①~③下结构翼缘板的应力分布.图 5~
7给出了工况①~③下结构底部、18 m处、36 m处以及 54 m处等效翼缘板的应力分布情况.

可以看出，从结构底部到结构顶部，三种工况下截面的应力分布均更趋均匀，剪力滞后程度明显减小.对

比三种工况下结构 54 m处的应力分布情况，能看出在均布荷载和倒三角形分布荷载作用下结构上部均出现

 

 
图 3    等效筒底部应力对比

Fig. 3    Stress comparison at the bottom of the equivalent tube
 

 

 
图 4    不同翘曲函数下结构侧移曲线

Fig. 4    Curves  of  structural  lateral  displacements  with  different  warping

functions
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了负剪力滞后现象，而顶部集中力作用时则无此现象. 

4    结　　论

1)使用本文 Hamilton力学的方法进行框筒结构的弯曲分析，避免了传统方法繁杂的力学推导，且相应的

精细积分算法有较高精确度.除了能得到柱轴力以外，还可以直观地得出截面应力、广义位移和对应广义力沿

结构高度的分布情况.借助于软件编程，可在初步设计阶段对结构方案进行快速分析.

2)不同翘曲位移函数的选择对结构侧移的计算结果影响不大，但对轴力的求解精度影响较大.相比于其

他形式的函数，二次抛物线对剪滞翘曲位移的描述更准确，相应的柱轴力求解精度亦最高.建议框筒结构内力

分析时，优先选用二次抛物线来模拟结构的纵向翘曲位移.

3)荷载形式对框筒剪力滞后效应的影响，本质上是荷载合力作用点位置的影响.荷载合力作用点的位置

距离结构的自由端越近，结构顶部的负剪力滞后程度就越小，从均布荷载到顶部集中力，合力作用点的位置越

来越高，以至于在顶部集中力作用下，结构顶部无负剪力滞后现象产生.
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