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摘要：  基于 Lagrange 原理和假设模态法建立了旋转输液管的动力学模型.通过降阶升维的方法求解系统的特征值

问题，并分析了旋转输液管自由振动特性.得到了不同端部集中质量和转速下，系统特征值随流速升高的演变轨

迹.揭示了临界流速随系统参数的变化规律.研究发现，内部流体的流动对旋转输液管动力学特性存在显著影响.在某

些参数组合下，系统低阶模态能够形成不同形式的内共振关系.预示了旋转输液管模型蕴含丰富的动力学现象.
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Abstract：The dynamic model was built for rotating pipes conveying fluid based on the Lagrange principle and the assumed
mode method. The eigenvalue problem of the system was solved via the method of “reducing the order and increasing the
dimension ”.  The  free  vibration  characteristics  of  the  rotating  pipe  conveying  fluid  were  analyzed.  The  variations  of  the
eigenvalue trajectories with the fluid velocity were illustrated under different tip masses and rotating speeds. The effects of
system parameters on the critical fluid velocity were revealed. It is found that, the flowing fluid has significant effects on
the dynamic characteristics of the rotating pipe. Different internal resonances between the 1st several modes of the system
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could exist under certain parameter conditions. The work reveals rich dynamic phenomena of the rotating pipe conveying
fluid.
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引　　言

重型燃气轮机是迄今为止效率最高、能量密度最大的热-功转换类发电设备[1]，被誉为工业皇冠上的明珠，

是多学科交叉的典范.而旋转叶片是重型燃气轮机的关键组成部分.随着科学技术的迭代更新，对燃气轮机热

效率的要求越来越高，涡轮叶片的工作温度不断升高，涡轮进口温度达到了 1 977 K，未来可能更高[2]，为了避

免叶片不被过早烧毁，工程师在涡轮叶片内部布置了复杂的冷却通道系统[3]
.为了合理设计含有冷却通道的涡

轮叶片，针对这类结构建立精确的动力学模型，准确掌握其振动特性显得尤为必要.

现有文献中通常将涡轮叶片简化为形式各异的旋转梁[4-5]、旋转板[6] 或者旋转壳[7-8]，用来分析其线性或非

线性动力学行为.郑彤和章定国等[9] 将叶片简化为柔性薄板，建立了一次近似耦合动力学方程.Zhang等[10] 考

虑叶片预变形效应，研究了旋转预扭梁在 2∶1[11] 或 3∶1[12] 内共振情况下的非线性动力学响应.Oh和

Yoo[13] 建立了旋转叶片热弹耦合动力学模型，揭示了叶片服役热环境以及内部冷却液温度对叶片振动特性的

影响，但并未涉及到内部流体对叶片振动的影响.

以上有关旋转叶片的研究，都没有考虑内部流体对叶片动力学特性的影响.但是，涡轮叶片的振动问题严

重影响着工程系统的安全运行，亟需揭示其内部冷却液对其振动特性的影响.而早在 20世纪 60年代，

Benjamin[14] 基于开放系统的 Hamilton原理建立了输液管道的动力学模型，报道了管内流体对管道振动稳定

性影响.Gregory与 Paidoussis[15] 在 Benjamin的基础上研究发现，当流速超过某临界值时，管道将从流体源源

不断获得能量并发生颤振失稳.王乙坤等[16] 研究了脉动内流作用下管道的参数共振行为，揭示了输液管丰富

的动力学现象.近期，易浩然等[17] 考虑集中质量的影响，建立了悬臂输液管动力学模型，从理论和实验两方面

探讨了输液管振动特性的演变规律.文献 [18-19]报道了管道内部流动的流体将诱发结构发生内共振，不同模

态之间存在能量交换关系.此外，国内学者如黄玉盈等[20]、金基铎等[21]、徐鉴等[22-23] 和王琳等[24] 在输液管动力

学行为领域也做了大量有益的工作.

在旋转输液管领域，国际上已有一些相关的研究报道.根据管道旋转轴线方向与管道轴线的相对位置关

系，大致分为两类：一类是管道旋转轴线方向与管道轴线重合；另一类是二者方向相垂直.前者相当于自旋的

输液管，相关研究比较充分，经常用于油气开采中的深井钻头[25-28]
.第二类类似于旋转叶片模型，相关研究较

少.Panussis和 Dimarogonas[29] 采用 Galerkin和 Hamilton原理，率先研究了水平旋转输液管面内与面外耦合振

动.Yoon和 Son[30] 研究了变转速过程中，具有端部质量的旋转输液管在轴向和横向上的动力学响应.

Wang和 Zhong[31] 建立了旋转输液管的动力学模型，研究了蜻蜓翅膀血液循环对其飞行能力影响，发现在特定

血流条件下，蜻蜓翅膀会失去稳定性.

通过文献调研不难发现，结构内部流体流动会显著影响结构的动力学行为，但考虑内部流体流动的旋转

叶片模型相关研究还较少.为了准确掌握具有内部冷却通道的涡轮叶片的动力学特性，揭示内部流体对旋转

叶片动力学特性的影响，本文利用 Lagrange原理，研究了基于 Euler-Bernoulli梁理论的悬臂式旋转输液管的

自由振动特性，讨论了流体流速、端部质量、转速等系统参数对旋转输液管自由振动特性的影响规律. 

1    模型描述与假设

本文建立的动力学模型如图 1所示，长为 L 且具有端部质量 Tm 的旋转空心叶片，绕轮毂中心以恒定角速

度 Ω 转动，轮毂半径为 r，这里假定叶片为内外径分别为 Rin 和 Rout 的空心圆截面管道，管道单位长度质量为

m，管道内部流体相对于管道的流速为 U，其单位长度质量为 M.建立两套坐标系来描述结构的运动与变形：

① 固结于轮毂中心的全局直角坐标系 OXYZ；② 固结于旋转管道根部截面中心，x 轴与管道中轴线重合并连

同管道一起旋转的随转坐标系 oxyz，管道在 x，y 方向上的变形分别用 w1 和 w2 表示.为了简化分析，引入如下

假设：1）忽略管道剪切变形和转动惯量的影响，采用 Bernoulli-Euler 梁理论描述其位移场；2）忽略管道在 z 方
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向的变形，即振动发生在一个平面 xoy 内；3）管道内流体为定常不可压缩的无黏流体；4）管道是均匀、各向同

性的线弹性材料. 

2    运动学方程

假设全局坐标系下，X，Y，Z 方向上的单位向量分别为 i, j, k, 则管道上任意点 P 的速度矢量为
vP = (ẇ1−Ωw2)i+ (rΩ+ ẇ2+Ωx+Ωw1) j. （1）

根据速度合成定理，管道内流体流速矢量为

v f =

ẇ1−Ωw2+U

1− w2
2,x

2

 i+ (rΩ+ ẇ2+Ωx+Ωw1+Uw2,x
)

j. （2）

则管道和内部流体的动能分别为

TP =
1
2

m
w L

0
vP · vPdx+

1
2

Tm(v2
P |x=L ), （3）

T f =
1
2

M
w L

0
v f · v f dx. （4）

管道的变形能可写为

VP =
1
2

w L

0
(EAPw2

1,x +EIw2
2,xx)dx， （5）

其中 E 代表管道的弹性模量，AP 和 I 分别代表截面的面积和惯性矩.管道因旋转运动而产生的轴向收缩势

能[32] 为

Vas =
Ω2

4

w L

0
w2

2,x[m(L2− x2)+2mr(L− x)+2Tm(r+L)]dx. （6）

此外，管内流体切向跟随力所做的功为

W =
1
2

MU2
w L

0
w2

2,xdx−MU
(
Uw2,x + ẇ2

)
w2 |x=L . （7）

采用假设模态法离散管道两个变形分量：

w1 (x, t) =
N1∑
i=1

ϕ1i (x)q1i (t), w2 (x, t) =
N2∑
i=1

ϕ2i (x)q2i (t), （8）

其中 q1i, q2i 为管道广义位移，N1, N2 为选取的模态函数个数，φ1i, φ2i 分别为轴向和横向两个方向上选取的试函

数.需要说明的是，端部质量的存在会影响悬臂管的力边界条件，本文采用假设模态法，只需满足位移边界条

件即可，故选取悬臂梁轴向和横向振动的模态函数作为试函数，其具体表达形式如下：φ1i (x)=sin
(2i−1)πx

2L
, i = 1,2, · · · ,N1,

φ2i (x) = cos(βix)− ch(βix)+ ξi
(
sin(βix)− sh(βix)

)
, i = 1,2, · · · ,N2,

（9）

ξi = −
cos(βiL)+ ch(βiL)
sin(βiL)+ sh(βiL)

cos(βiL)ch(βiL) = −1其中 ，参数 βi 为频率方程 的根.

 

 

 
图 1    旋转输液管动力学模型

Fig. 1    The sketch for a rotating pipe conveying fluid
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系统的 Lagrange函数为
La = TP+T f −VP−Vas+W. （10）

将式 (3)~(7)代入式 (10)，采用式 (8)将连续体离散，结合 Lagrange原理即可得到矩阵形式的动力学方程：[
M11 0

0 M22

]
q̈+
[

C11 0
0 C22

]
q̇+
[

0 G12

G21 0

]
q̇+
[

K11 K12

K21 K22

]
q =
[

P1

P2

]
, （11）

写成紧凑形式为
Mq̈+Cq̇+Gq̇+Kq = P, （12）

其中 M，C，G，K 和 P 分别为质量矩阵、阻尼矩阵、陀螺矩阵、刚度矩阵和载荷列阵.非零元素表达如下：

M11
i j = (M+m)

w L

0
ϕ1i(x)ϕ1 j(x)dx+Tmϕ1i(L)ϕ1 j(L), （13）

M22
i j = (M+m)

w L

0
ϕ2i(x)ϕ2 j(x)dx+Tmϕ2i(L)ϕ2 j(L), （14）

C22
i j = MU

w L

0
ϕ′2i(x)ϕ2 j(x)dx, （15）

G12
i j = −2Ω (M+m)

w L

0
ϕ1i(x)ϕ2 j(x)dx−2ΩTmϕ1i (L)ϕ2 j (L) , （16）

G21
i j = −G12

ji , （17）

K11
i j = EAP

w L

0
ϕ′1i(x)ϕ′1 j(x)dx−Ω2Tmϕ1i(L)ϕ1 j(L)−Ω2 (M+m)

w L

0
ϕ1i(x)ϕ1 j(x)dx, （18）

K12
i j = −MUΩ

w L

0
ϕ1i(x)ϕ′2 j(x)dx, （19）

K21
i j = K12

ji , （20）

K22
i j = EI

w L

0
ϕ′′2i(x)ϕ′′2 j(x)dx+

1
2
Ω2

w L

0
ϕ′2i(x)ϕ′2 j(x) [(L− x) (L+2r+ x)m+2Tm (r+L)]dx−

MU2
w L

0
ϕ′2i(x)ϕ′2 j(x)dx− (m+M)Ω2

w L

0
ϕ2i(x)ϕ2 j(x)dx−Ω2Tmϕ2i(L)ϕ2 j(L)+2MU2ϕ2i(L)ϕ′2 j(L), （21）

P1
i = (m+M)Ω2

w L

0
(r+ x)ϕ1i(x)dx+TmΩ

2(r+L)ϕ1i(L), （22）

P2
i = MUΩ

w L

0
[(r+ x)ϕ′2i(x)−ϕ2i(x)]dx. （23）

由式 (15)和 (16)可见，流体流速对非对称矩阵 C 有影响，这里反对称的陀螺矩阵 G 是由旋转运动产生

的.为了求解式 (11)的特征值，引入如下向量和矩阵：

y =
{ q̇

q

}
, A =

[ 0 M
M C+G

]
, B =

[ −M 0
0 K

]
. （24）

则式 (11)与下式等效：
Aẏ+By = 0. （25）

为了求解式 (25)对应的特征值问题，令

y =Φieλit =Φieiωit, （26）

ωi = −iλi其中 ，则复数 ωi 的实部代表固有频率，虚部代表阻尼.当出现负阻尼时系统将发生颤振失稳. 

3    结果与讨论

m = πρp(R2
out−R2

in)，M = πρfR2
in

本文的数值算例为一个空心圆截面（内外半径分别为 Rout, Rin）的旋转叶片，叶片和内部流体的体积密度

分别为 ρp 和 ρf，则单位长度管道和流体的质量分别为 .后面的数值算例中，若无

特殊说明，取具体的参数设置见表 1.
为了使结果具有普遍性，按照文献引入无量纲参数：

U∗ = UL

√
M
EI
, Ω∗ = Ω

√
mL4

EI
, ωi

∗ = ωi

√
mL4

EI
,Tm

∗ =
Tm

(M+m) L
. （27）
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首先，研究本文模型假设模态法的收敛性.图 2对比了选取不同试探函数数目下系统的 Argand图，其中

各阶模态所对应的曲线上标记了无量纲流速数值.发现对于 N1=N2=5，当流速较小时，流体给系统各阶模态引

起了阻尼效应，当流速增加到 2.40时，第一阶模态轨迹穿越横轴，预示着管道将发生颤振失稳.当流速增加到

9.90时，第三阶模态轨迹穿越横轴.在该算例中，第二阶模态始终未发生失稳，与文献 [24]中报道的两端固支

输液管第二阶模态先失稳不同.对比发现，不同试探函数个数下，得到的系统 Argand图大致类似，只有临界流

速存在数值差别.当试探函数个数取 10时，临界流速收敛.因此后面的数值算例中取 N1=N2=10.

为了验证模型的正确性，特将本文计算结果与文献 [33]报道的结果做一对比，具体如表 2所示.由表格数

据可见本文模型具有较高的计算精度.

 
表 1    系统参数设置

Table 1    System parameter values

L/m E/Pa r/m Rout /m Rin /m ρp /(kg·m
−3) ρf /(kg·m

−3)

1 4.957×107 0.5 0.025 0.02 2 766 1 000

 

 
图 2    不同试探函数个数下前三阶特征根轨迹曲线 (Tm

* = 0，Ω* = 0)：(a) N1 = N2 = 5；(b) N1 = N2 = 8；(c) N1 = N2 = 10；(d) N1 = N2 = 12

Fig. 2    The trajectories of the 1st 3 eigenvalues for different trail function numbers (Tm
* = 0, Ω* = 0): (a) N1 = N2 = 5; (b) N1 = N2 = 8;

(c) N1 = N2 = 10; (d) N1 = N2 = 12

 
表 2    系统第一阶无量纲固有频率本文计算值与文献对比 (ρf = 0)

Table 2    Comparison of the 1st natural frequencies obtained from the present study and the reference (ρf = 0)

Ω* = 2 Ω* = 10

r/L = 0 r/L = 1 r/L = 5 r/L = 0 r/L = 1 r/L = 5

this paper ω* 3.619 4.397 6.642 4.951 12.996 27.152

ref. [33] ω* 3.62 4.40 6.64 4.97 13.1 27.3
error δ/% 0.028 0.068 0.030 0.382 0.794 0.542
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图 3给出了三组不同转速下系统前三阶特征根轨迹曲线.发现随着转速增大，旋转输液管系统特征根轨

迹向横轴正方向移动.实际上，旋转离心效应对结构存在刚化效应.当转速足够大 (Ω*=8)，流速存在一个区间

(7.90<U*<8.25)，系统第二阶模态依次经历先稳定、再失稳、再次稳定的过程，特征值轨迹跟横轴极为靠近.当

转速提高，这一区域被放大.

图 4和图 5分析了端部集中质量对系统动力学特性的影响.当端部集中质量足够大，系统第三阶模态在

很高流速下也是稳定的，但第二阶模态开始出现颤振失稳 (图 4(b)、4(c)).临界流速随集中质量增大而增大.由

图 5可见，旋转输液管的第一阶临界流速随转速增大而提高，且其变化率随端部质量增大而增大.实际上，由

于旋转运动在输液管内部产生拉应力对结构存在“应力刚化”效应，使得结构的刚度变大，稳定性提高，内部

流体流动使得结构颤振失稳更困难.而端部质量的出现进一步强化了“应力刚化”效应，因此曲线斜率随端

部质量增大而增大.

 

 
图 3    转速对特征根轨迹的影响 (Tm

* = 0)：(a) Ω* = 4；(b) Ω* = 8；(c) Ω* = 12

Fig. 3    Effects of the rotating speed on the eigenvalue trajectories (Tm
* = 0): (a) Ω* = 4; (b) Ω* = 8; (c) Ω* = 12
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为了揭示运动方程 (11)中矩阵 C 和 G 对系统动力特性的影响规律，在图 6中绘制了四种情形下（包括同

时考虑 C，G 矩阵，仅考虑 C 矩阵，仅考虑 G 矩阵和忽略 C，G 矩阵），系统第 1阶固有频率随流速的变化情

况.通过对比不难发现，陀螺矩阵 G 对系统固有频率影响很小.事实上，对于该算例旋转输液管，其轴向尺寸是

横向尺寸的 40倍，属于细长梁，因此旋转运动引起的轴向及横向运动间的耦合效应很微弱.此外对于该算例，

当无量纲流速 U* < 4时，对称矩阵 C 对系统动力学特性影响不大.当无量纲流速 U * 超过 4时，考虑矩阵 C 影

响的曲线跟忽略矩阵 C 影响的曲线发生明显分离.前者持续下降，且当流速约为 7.12时降为 0，特征值变为纯

虚数.而忽略矩阵 C 影响，当流速 U* > 7时，系统第 1阶固有频率迅速升高.由此证明了流体运动对旋转管道

的动力学特性有显著影响.

图 7绘制了系统前三阶无量纲固有频率随流速的变化曲线，同时为了探析旋转输液管模型发生内共振的

可能性，图中画出了 2ω1
*，3ω1

*，2ω2
*随流速的变化曲线.图中出现了一些曲线间的交点，例如，当流速 U* =

3.72时，3ω1
*和 ω2

*相交，即 3ω1
* = ω2

*，预示系统存在 3∶1内共振；当流速 U* = 11.17时，2ω1
*和 ω2

*相交，即

2ω1
* = ω2

*，预示系统存在 2∶1内共振.在该算例流速范围内（0~20）ω1
*和 ω2

*未相交.此外系统第三阶固有频

率轨迹同前两阶模态也存在多个交点.特别地，当流速 U* = 10.22时，曲线 3ω1
*，ω2

*和 ω3
*交汇于同一点.预示

该条件下系统前三阶模态存在复杂的能量交换机制.

  

 

 
图 4    端部集中质量对特征根轨迹的影响 (Ω* = 4)：(a) Tm

* = 0.2；(b) Tm
* = 0.4；(c) Tm

* = 0.6

Fig. 4    Effects of the tip mass on the eigenvalue trajectories (Ω* = 4): (a) Tm
* = 0.2; (b) Tm

* = 0.4; (c) Tm
* = 0.6

 

 
图 5    不同端部集中质量下临界流速随转速的变化规律 (Ω* = 4)

Fig. 5    Variations  of  the  critical  fluid  velocity  with  the  rotating  speed  for

different tip masses (Ω* = 4)
 

 

 
图 6    矩阵 C 和 G 对系统第一阶固有频率的影响 (Ω* = 4，Tm

* = 0.2)

Fig. 6    The effects of matrices C and G on the system 1st natural frequency

(Ω* = 4, Tm
* = 0.2)
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4    结　　论

本文采用 Lagrange原理建立了内部包含流体通道的旋转梁的动力学模型，应用假设模态法得到了经过离

散的矩阵形式表达的系统运动方程，并确定了研究方法具有收敛性.研究发现，当流体速度超过一定数值时，

旋转输液管将发生颤振失稳.本文还揭示了转速、端部质量对旋转管道系统临界流速的影响.此外，还发现在

一些特定的参数组合下，可能会诱发系统低阶模态之间不同形式的内共振.
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