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分数阶 Cable 方程的有限点法分析*

陈虹伶，  李小林

（重庆师范大学 数学科学学院，重庆 401331）

 
摘要：  通过采用中心差分格式离散 Riemann-Liouville 时间分数阶导数和用有限点法建立离散代数系统，提出了数

值求解分数阶 Cable 方程的无网格有限点法，详细推导了该方法的理论误差估计.数值算例证实了该方法的有效性和

收敛性，并验证了理论分析结果.
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Analysis of the Finite Point Method for Fractional Cable Equations

CHEN Hongling，  LI Xiaolin
（School of Mathematical Sciences, Chongqing Normal University, Chongqing 401331, P.R.China）

 
Abstract：With the central difference scheme to discretize the Riemann-Liouville time fractional derivatives and by means

of the finite point method to establish discrete algebraic equation systems, a meshless finite point method was proposed for

the numerical  analysis  of  the fractional  Cable equation.  The error estimation of the method was derived and discussed in

detail. Numerical examples verify the efficiency and convergence of the method and confirm the theoretical results.

Key words：fractional Cable equation；finite point method；meshless method；error estimation

 

引　　言

Cable方程是神经元动力学模型中最基本的方程之一[1]，分数阶 Cable方程从分数阶 Nernst-Planck方程导

出[2]，是经典 Cable方程的推广，可用于模拟离子在棘状神经元树突中的异常电扩散过程.有限差分法[1,3-5]、有

限元法[6]、谱方法[7]、径向基函数法[8] 和无单元 Galerkin法[9] 等数值技术已被广泛应用于求解分数阶 Cable
方程.

无网格法[10-12] 在过去三十多年中得到了迅速发展，可有效克服有限差分法和有限元法等经典数值方法中

网格单元带来的困难，同时具有较高的计算精度.有限点法[13-15] 是基于移动最小二乘近似构造数值解和配点

技术形成离散代数方程组的最流行和最简单的一种无网格方法，已成功求解了大量科学工程问题.目前，我们

还没有发现用无网格有限点法研究分数阶 Cable方程的报道.

本文建立数值分析含有 Riemann-Liouville时间分数阶导数的 Cable方程的有限点法.首先，借鉴文献 [5]
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用中心差分格式离散该方程中的时间导数；其次，用有限点法建立线性离散代数系统；然后，受文献 [16]的启

发推导求解了分数阶 Cable方程的有限点法的理论误差估计；最后，给出数值算例验证了该方法的有效性和理

论误差结果. 

1    数 值 算 法

考虑以下分数阶 Cable方程的初边值问题[9]：
∂u(x, t)
∂t

= κ1[0D1−α
t ∆u(x, t)]− κ2[0D1−β

t u(x, t)]+ f (x, t), x ∈ (a,b), 0 < t≤T, （1）

u (x, t) = ū (x, t) , x = a,b, 0 < t≤T, （2）

u (x,0) = ϕ (x) , x ∈ (a,b) , （3）

u (x, t) f (x, t) ū (x, t) ϕ (x) κ1 κ2 0≤α,β < 1 0D1−α
t

0D1−β
t 1−α 1−β

其中 表示未知的细胞膜电位； ， 和 为已知函数； 和 是正常数； ， 和

分别是 和 阶的 Riemann-Liouville分数阶导数，其定义为

0D1−α
t ∆u (x, t) =

1
Γ (α)

∂

∂t

w t

0

∆u (x,η)
(t−η)1−α dη, 0D1−β

t u (x, t) =
1
Γ (β)

∂

∂t

w t

0

u (x,η)
(t−η)1−β dη.

α = β κ1 = 1 κ2 = 0当 时，Cable方程 (1)退化成时间分数阶反应子扩散方程[8]；当 和 时，方程 (1)简化成分数阶

子扩散方程[17]
.

∂u/∂t 0D1−α
t ∆u (x, t) tk = kτ uk (x) = u (x,kτ) τ > 0 k = 0,1,2, · · · ,T /τ

u0 (x) = ϕ (x)

为了近似 和 ，令 ， ，其中 是时间步长， .显然，

是已知的.

Iγ0+y (t) =
1
Γ (γ)

w t

0

y (η)
(t−η)1−γ dη 0 < γ < 1 y (t) ∈C2 [0,T ]引理 1[5] 　设 ，则当 和 时，

Iγ0+y (tk+1)− Iγ0+y (tk) =
τγ

Γ (1+γ)

y (tk+1)+
k−1∑
j=0

ω
γ
j y(tk− j)

+Rk,γ,

ω
γ
j = ( j+2)γ −2( j+1)γ + jγ

∣∣∣Rk,γ

∣∣∣ <Cτ1+γ Γ (·)其中 ， ， 为 Gamma函数.

0D1−α
t ∆u (x, t) =

∂

∂t
Iα0+∆u (x, t) 0D1−β

t u(x, t) =
∂

∂t
Iβ0+u(x, t)由于 ， ，所以应用中心差分格式，式 (1)可写成

uk+1−uk

τ
=
κ1
τ

(Iα0+∆uk+1− Iα0+∆uk)− κ2
τ

(Iβ0+uk+1− Iβ0+uk)+ f k+0.5+Cτ2
.

应用引理 1有

−µ1κ1∆uk+1 (x)+ (1+µ2κ2)uk+1 (x) = gk (x)+Rk, k = 0,1,2, · · · ,T/τ, （4）

|Rk | <Cτ1+min{α,β} µ1 = τ
α/Γ (1+α) µ2 = τ

β/Γ (1+β)这里 ， ， ，且

gk (x) = uk (x)+µ1κ1

k−1∑
j=0

ωαj∆uk− j (x)−µ2κ2

k−1∑
j=0

ω
β
ju

k− j (x)+τ f k+0.5 (x). （5）

{xi}Ni=1 [a,b] N a = x1 < x2 < · · · < xN = b

h =max1≤i≤N (xi+1− xi)

为 了 计 算 式 (4)的 近 似 解 ， 设 为 上 的 个 节 点 ， ， 节 点 间 距 为

.由移动最小二乘近似[18]，有

uk (x) ≈ uk
h (x) =

N∑
i=1

Φi (x)uk
i , k = 0,1,2, · · · ,T/τ, （6）

uk
i u (xi,kτ) Φi (x)其中 是 在点 的近似值； 是移动最小二乘近似构造的无网格形函数[18]，

Φi(x) =


r∑

j=1

p j(x)[A−1(x)B(x)]rk, i = Ik ∈ Λ(x),

0, i < Λ(x),

1≤i≤N,

p(x) =
[
p1 (x) , p2 (x) , · · · , pr (x)

]T Λ (x) =
{
I1, I2, · · · , Iτ(x)

}
x

τ (x) Λ (x)

式中 是基函数向量， 是影响域覆盖点 的节点序号的集合，

是集合 中元素的个数，
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A (x) =
∑

i∈Λ(x)

wi (x)p(xi) pT (xi) ,

B(x) = [wI1 (x)p(xI1 ),wI2 (x)p(xI2 ), · · · ,wIτ(x) (x)p(xIτ(x) )],

wi (x) p(x) = [1, x, x2, x3]T其中 是权函数.本文在数值计算时选取的基函数为 .

x2 x3, · · · ,xN−1将式 (6)代入式 (4)，并在节点 ， 处进行配置，

(1+µ2κ2)
N∑

i=1

Φi (xm)uk+1
i −µ1κ1

N∑
i=1

∆Φi (xm)uk+1
i = gk (xm) , m = 2,3, · · · ,N −1. （7）

x1 xN类似地，在节点 和 处配置式 (2)中的边界条件可得
N∑

i=1

Φi (xm)uk+1
i = ūk+1 (xm) , m = 1,N. （8）

最终，由式 (7)和 (8)，Cable问题 (1)~(3)的有限点法离散代数系统为

KUk+1
h = bk, k = 0,1,2, · · · ,T/τ, （9）

Uk+1
h = (uk+1

1 ,u
k+1
2 , · · · ,uk+1

N )T bk其中 ，矩阵 K和向量 的元素如下：

Kim =

{(1+µ2κ2)Φi(xm)−µ1κ1∆Φi(xm), m = 2,3, · · · ,N −1,
Φi(xm), m = 1,N,

i = 1,2, · · · ,N, （10）

bk
m =

{
gk (xm) , m = 2,3, · · · ,N −1,
ūk+1 (xm) , m = 1,N.

（11）
 

2    误 差 分 析

uk+1 ∈ Hn+1 (Ω)定理 1　如果 是 Cable问题 (1)~(3)的解析解，则

∥Uk+1−Uk+1
h ∥2/∥U

k+1∥2≤C1τ
1+min{α,β}+C2hmin{n,s}+1, （12）

Uk+1 = (uk+1(x1),uk+1(x2), · · · ,uk+1(xN))T Uk+1
h s

C1 C2 τ h

其中 ， 是由式 (9)获得的有限点法近似解， 是移动最小二乘近似中基

函数的最大次数， 和 是独立于 和 的常数.

vk+1证明　设 满足

−µ1κ1∆vk+1(x)+ (1+µ2κ2)vk+1(x) = gk(x), （13）

∥uk+1− vk+1∥L2([a,b])≤C̄τ1+min{α,β}则由文献 [9]可得 ，所以

∥Uk+1−Vk+1∥2/∥Uk+1∥2≤C̃∥uk+1− vk+1∥L2([a,b])/∥uk+1∥L2([a,b])≤Cτ1+min{α,β}, （14）

Vk+1 = (vk+1(x1),vk+1(x2), · · · ,vk+1(xN))T其中         .

ℜm xm hm ℜ̃m ⊂ Ωm = {x : |x− xm| < hm+max1≤i≤N hi}

Ω̄m
∩

([a,b]) ℜ̃m vk+1
e Vk+1

e =

{
vk+1

e : vk+1
e ∈ Hs+1([a,b]),vk+1(x) =∑N

i=1
Φi(x)vk+1

e (xi)
}

Qsvk+1
e vk+1

e ℜ̃m s+1 ℜsvk+1
e = vk+1

e −Qsvk+1
e

设 是节点 处半径为 的影响域， 是一个圆形区域且满足

关 于 是 星 形 的 (star-shaped)[19]， 属 于 空 间 [10]

， 是 在 上的 次平均 Taylor多项式[19]，则余项 满足

∥ℜsvk+1
e ∥L2([a,b])≤Chs+1∥vk+1

e ∥Hs+1([a,b]), ∥ℜsvk+1
e ∥L∞([a,b])≤Chs+1/2∥vk+1

e ∥Hs+1([a,b]). （15）

Vk+1
e = (vk+1

e (x1),vk+1
e (x2), · · · ,vk+1

e (xN))T令 ，则由式 (15)得到

∥ℜsVk+1
e ∥2/∥Uk+1∥2≤C̃∥ℜsvk+1

e ∥L2([a,b])/∥uk+1∥L2([a,b])≤Chs+1
. （16）

Qsvk+1
e s vk+1 (x) =

∑N

l=1
Φl (x)vk+1

e (xl) =

Qsvk+1
e (x)+

∑N

l=1
Φl (x)ℜsvk+1

e (xl)

因为 是 次多项式，所以由移动最小二乘近似的重构性质 [18] 可得

，从而

vk+1
e (x) = Qsvk+1

e (x)+ℜsvk+1
e (x) = vk+1(x)+ℜsvk+1

e (x)−
N∑

l=1

Φl(x)ℜsvk+1
e (xl). （17）

∑
i∈Λm
∥Φi∥L2(ℜm∩[a,b])≤Ch1/2 Λm = {l : dist(xl,ℜm) < hl}由 文 献 [18]有 ， 其 中 ， 利 用 式 (15)和 (17)可 得
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∥vk+1− vk+1
e ∥L2([a,b])≤Chs+1∥vk+1

e ∥Hs+1([a,b])，从而

∥Vk+1−Vk+1
e ∥2/∥Uk+1∥2≤C̃∥vk+1− vk+1

e ∥L2([a,b])/∥uk+1∥L2([a,b])≤Chs+1
. （18）

ñ =min {n, s} Qñvk+1 Qñuk+1
h vk+1 uk+1

h ñ+1 ℜñvk+1 = vk+1−
Qñvk+1 ℜñuk+1

h = uk+1
h −Qñuk+1

h

设 ， 和 分别是 和 的 次平均 Taylor多项式，余项为

， ，则类似式 (16)可证

∥ℜñVk+1∥2/∥Uk+1∥2≤Chñ+1, ∥ℜñUk+1
h ∥2/∥U

k+1∥2≤Chñ+1, （19）

并且由式 (17)可以得出

vk+1
e (xm) = Qñvk+1 (xm)+ℜñvk+1 (xm)+ℜsvk+1

e (xm)−
N∑

l=1

Φl (xm)ℜsvk+1
e (xl). （20）

根据移动最小二乘近似的重构性质[18] 和式 (13)，我们得到
N∑

i=1

[(1+µ2κ2)Φi(xm)−µ1κ1∆Φi(xm)]Qñvk+1(xi) = (1+µ2κ2)Qñvk+1(xm)−µ1κ1Qñ∆vk+1(xm) =

Qñgk(xm) = gk(xm)−ℜñgk(xm).

vk+1
e uk+1所以在式 (7)的左侧用 代替 并使用式 (20)，可得

N∑
i=1

[(1+µ2κ2)Φi(xm)−µ1κ1∆Φi(xm)]vk+1
e (xi) = gk(xm)−ℜñgk(xm)+ rk(xm), m = 2,3, · · · ,N −1, （21）

其中

rk (xm) =
N∑

i=1

[
(1+µ2κ2)Φi (xm)−µ1κ1∆Φi (xm)

] ℜñvk+1 (xi)+ℜsvk+1
e (xi)−

N∑
l=1

Φl (xi)ℜsvk+1
e (xl)

. （22）

根据式 (8)，我们得到
N∑

i=1

Φi (xm) Qñvk+1 (xi) = Qñvk+1 (xm) = Qñūk+1 (xm) = ūk+1 (xm)−ℜñūk+1 (xm) , m = 1,N. （23）

将式 (20)代入式 (23)中，有
N∑

i=1

Φi (xm)vk+1
e (xi) = ūk+1 (xm)−ℜñūk+1 (xm)+ rk (xm) , m = 1,N, （24）

其中

rk (xm) =
N∑

i=1

Φi (xm)

ℜñvk+1 (xi)+ℜsvk+1
e (xi)−

N∑
l=1

Φl (xi)ℜsvk+1
e (xl)

, m = 1,N. （25）

式 (21)和 (24)可组装为如下矩阵形式：

KVk+1
e = bk −ℜñbk + rk, （26）

K bk rk = (rk(x1),rk(x2), · · · ,rk(xN))T rk = K(ℜñVk+1+

ℜsVk+1
e −ΦℜsVk+1

e ) Φ = (Φi(x j))N
i, j=1 Uk+1

h = K−1bk

K(Vk+1
e −Uk+1

h ) = rk −ℜñbk

其中 和 分别由式 (10)和 (11)给出， .从式 (22)和 (25)我们有

，其中 .此外，求解式 (9)会获得 .从式 (26)中减去式 (9)得到

，所以

Vk+1
e −Uk+1

h = K−1rk −ℜñK−1bk =ℜñVk+1+ℜsVk+1
e −ΦℜsVk+1

e −ℜñUk+1
h . （27）

然后，使用式 (16)和 (19)得到

∥Vk+1
e −Uk+1

h ∥2≤∥ℜñVk+1∥2+ ∥ℜsVk+1
e ∥2+C∥ℜsVk+1

e ∥2+ ∥ℜñUk+1
h ∥2≤Chmin{n,s}+1∥Uk+1∥2. （28）

∥Uk+1−Uk+1
h ∥2≤∥Uk+1−Vk+1∥2+ ∥Vk+1−Vk+1

e ∥2+ ∥Vk+1
e −Uk+1

h ∥2最后，使用 和式 (14)、(18)及 (28)得出式 (12).
 

3    数 值 算 例

考虑以下分数阶 Cable方程：
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∂u (x, t)
∂t

= 0D1−α
t

[
1
π8

∂2u (x, t)
∂x2

]
− 0D1−β

t

[
β2

4
u (x, t)

]
+ f (x, t) , 0 < x < 1, 0 < t≤T, （29）

边界条件为
u (0, t) = u (1, t) = 0, 0≤t≤T, （30）

初始条件为
u (x,0) = 0, 0≤x≤1, （31）

f (x, t) = 2tx2(1− x)2
[
x2(1− x)2

(
1+

β2tβ

4Γ (2+β)

)
− 4tα

π8Γ (2+α)

(
14x2−14x+3

)]
u(x, t) =

t2x4(1− x)4

其 中 ， 该 问 题 的 解 析 解 是

.

τ = 1/20 h = 1/20

3×10−4

图 1给出了时间步长 和节点间距 时，有限点法的数值解和误差.数据显示绝对误差小于

，说明解析解和数值解吻合得非常好，从而证明本文方法具有较高的计算精度.
  

α = 0.2 β = 0.8 T = 5 h = 1/20 τ = 1/20图 1    算例在 ， ， ， 和 时的数值解和误差：(a) 数值解；(b) 误差

α = 0.2 β = 0.8 T = 5 h = 1/20 τ = 1/20Fig. 1    Numerical solution results and errors gained with  ,  ,  ，  and  : (a) numerical solution results; (b) errors
 

h = 0.01 ∥U−Uh∥2/∥U∥2 L∞ τ

τ = 0.000 1 h τ h

τ1+min{α,β} h2

图 2给出了 时，相对误差 和 误差与时间步长 之间的关系，图 3给出了当

时，误差与节点间距 之间的关系.可以看出，误差随着 和 的减小而减小，且数值解大约以

和 的速度收敛于解析解，这与理论结果一致.
  

τ L∞图 2    当 h=0.01，T=1时误差与时间步长 的关系：(a) 相对误差；(b)  误差

L∞ τ L∞Fig. 2    The relationship between relative errors and   errors obtained for h=0.01 and T=1 with respect to time-step size  : (a) relative errors ; (b)   errors

α , β α = β = γ τ = 1/20 h = 1/20

h = 0.01,T = 1 τ τ = 0.000 1 h

以上讨论的是 的情况，接下来讨论 [8] 的情况.图 4给出了 和 时，有限点法的

数值解和误差.图 5(a)给出了 时，误差与 之间的关系，图 5(b)给出了当 时，误差与 之

间的关系.从图中可以看出有限点法获得了很好的数值结果.

h = 0.1 γ = 0.25 γ = 0.3 L∞表 1比较了有限点法和径向基函数法[8] 在 ， 和 时的 误差，我们发现有限点法具有更

高的计算精度，明显优于径向基函数法.
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τ = 0.000 1, T = 1 h L∞图 3    当 时误差与节点间距 的关系：(a) 相对误差；(b)  误差

L∞ τ = 0.000 1 and T = 1 h

L∞
Fig. 3    The relationship between relative errors and   errors obtained for   with respect to nodal spacing  :

(a) relative errors ; (b)   errors
  

γ = 0.4 T = 5 h = 1/20 τ = 1/20图 4    算例在 ， ， 和 时的数值解和误差：(a) 数值解；(b) 误差

γ = 0.4 T = 5 h = 1/20 τ = 1/20Fig. 4    Numerical solution results and errors gained with  ,  ,   and  : (a) numerical solution results; (b) errors
 

  

τ h τ h图 5    误差与时间步长 和节点间距 的关系：(a) 时间步长 ；(b) 节点间距

τ h τ hFig. 5    The relationship between the errors and time-step size   as well as nodal spacing  : (a) for time-step size  ; (b) for nodal spacing 
  

h = 0.1, T = 1 L∞表 1    有限点法和径向基函数法在 时的 误差

L∞ h = 0.1, T = 1Table 1    The  -errors of the finite point method and the radial basis function method gained with 
 

τ
γ = 0.25 γ = 0.3

the finite point method the radial basis function method[8] the finite point method the radial basis function method[8]

1/10 1.670 9E−5 4.515 2E−4 2.256 6E−5 3.831 0E−4

1/20 1.110 9E−5 2.542 5E−4 1.409 1E−5 1.926 8E−4

1/40 7.983 2E−6 1.557 3E−4 9.429 7E−6 9.759 9E−4

1/80 6.275 8E−6 1.065 3E−4 6.903 4E−6 5.011 6E−5
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4    结　　论

τ h

τ1+min{α,β} h2

针对分数阶 Cable方程，本文用中心差分格式离散时间导数，用有限点法进行空间离散，推导了详细的数

值计算公式，详细分析了该方法的误差估计.理论误差分析表明，数值解的误差与时间步长 和节点间距 成正

比，并且时间和空间收敛率分别约为 和 .数值算例证实了求解分数阶 Cable方程的有限点法的有效

性和收敛性，并验证了理论分析结果.
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