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摘要：  对于双材料平面接头问题提出了一个分析应力奇性指数的新方法：微分求积法 (DQM).首先，将平面接头连

接点处位移场的径向渐近展开格式代入平面弹性力学控制方程，获得了关于应力奇性指数的常微分方程组

(ODEs) 特征值问题.然后，基于 DQM 理论，将 ODEs 的特征值问题转化为标准型广义代数方程组特征值问题，求解

之可一次性地计算出双材料平面接头连接点处应力奇性指数，同时，一并求出了接头连接点处相应的位移和应力特

征函数.数值计算结果说明该文 DQM 计算平面接头连接点处应力奇性指数的结果是正确的.
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Analysis on Stress Singularity of Plane Joints With the
Differential Quadrature Method

GE Renyu1，  ZHANG Jiachen1，  MA Guoqiang1，  LIU Xiaoshuang1，  NIU Zhongrong2

（1. Key Laboratory for Mechanics, Anhui Polytechnic University, Wuhu, Anhui 241000, P.R.China；
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Abstract：A novel differential quadrature method (DQM) for analysis of the stress singularity index was proposed. Firstly,

the radial asymptotic expansion scheme of the displacement field at the connection point of the plane joint was substituted

into the governing equation of plane elasticity, and the eigenvalue problem of ordinary differential equations (ODEs) about

the stress singularity index was obtained. Then, based on the DQM theory, the eigenvalue problem of ordinary differential

equations was transformed into the eigenvalue problem of standard generalized algebraic equations. The stress singularity

index at the connection point of the bi-material plane joint was calculated at one time, and the corresponding displacement

and stress characteristic functions at the connection point were obtained at the same time. The numerical results show that,

the DQM is correct in calculation of the stress singularity index at the connection point of the plane joint.

Key words：stress singularity index；differential quadrature method；plane joint；displacement characteristic function
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引　　言

不同材料的连接是机械工程和材料科学中经常遇到的一种情况.由于组成材料的弹性性质不同，连接点

是产生结构破坏失效的薄弱部位和损伤源.结构在这些薄弱部位产生强应力集中，以至于在弹性力学意义上

应力趋于无穷大，这种弹性力学范围内应力趋于无穷大的特性称为应力奇异性.当外载荷作用时，在结构的这

些薄弱部位会产生很高的应力集中，会导致结构在 V形切口或接头连接点处出现龟裂等多种破坏形式.由于

接头应力场的奇性指数对结构强度有决定性的影响，因此，获取奇性指数对确保结构服役的可靠性和安全性

具有重要意义[1-2]
.

接头连接点处应力奇点研究方法有若干种，每种方法都有各自的特点，例如，Mellin变换法是一种计算应

力奇性指数简便而十分有效的方法 [3-5]
.Williams[6]（1952年）用直接的 Airy应力函数法研究了幂应力奇异

性.England[7]（1971年），Stern和 Soni[8]（1976年），以及 Carpenter和 Byers[9]（1987年）使用了简单的复势方法

来研究幂应力奇异性.Paggi和 Carpinteri[10] 对含切口结构和多材料接头应力奇异性进行了广泛的研究，从数

学上证明了特征函数展开法、复变函数法和Mellin变换法在求解应力奇性指数方面的等价性.

为了确定和降低材料微观结构中的应力奇性指数，人们开始关注不同材料组成的接头结构的应力奇异性

问题 [11-13]
.例如，张金轮和葛仁余等 [14] 运用插值矩阵法分析了平面接头与界面裂纹的应力奇性指数；Sator

等[15] 从特征方程出发，获得了平面接头应力奇性指数实数解的精确值，用 Newton法获得了应力奇性指数复

数解的数值解；在假设特征值为复数的前提下，Carpinteri等[16] 运用特征函数展开的方法研究了多材料连接点

处的应力奇异性问题；Cho等[17] 利用复势方法以及复根的概念，研究了双材料 V形切口裂纹的幂对数应力奇

异性问题.

1971年，Bellman和 Casti[18] 提出了微分求积法（DQM）基本理论，在求解微分方程特征值和边值问题时，

由于该理论不依赖于变分原理，具有公式简单、编程方便、高效、精度高等特点，是一种有吸引力的直接求解

微分方程的数值计算方法，并且能以较少的网格点求得微分方程的高精度数值解，所以其在振动工程领域得

到了广泛应用，主要用来求解工程结构的自由振动和强迫振动问题.本文创新性地将该方法运用到工程断裂

力学的研究领域.根据弹性力学基本理论，将异质双材料平面接头连接点处应力奇性指数的计算转化为一组

常微分方程组（ODEs）的特征值问题，再由 DQM基本理论将其转化为标准型广义代数方程组特征值问题，最

后，一次性地计算出异质材料平面接头连接点处应力奇性指数及其相应的位移和应力特征函数. 

1    平面接头应力奇性指数及其 DQM 计算

Γ1 Γ3 Γ2

xOy rOθ Γ2 x θ

图 1为各向同性双材料平面接头模型， 和 为两自由楔边， 为两种不同材料的交界边.在接头连接点

O 处同时定义一个直角坐标系 和一个极坐标系 ，交界 与 轴重合， 逆时针方向为正，顺时针方向为

负.对于一个平面接头构件，基于 Williams渐近展开理论[6]，将接头连接点处的位移场表达成关于径向 r 的级

数渐近展开形式：

u(m)
i (r, θ) =

M∑
k=1

Akrλk+1ũ(m)
ik (θ), i = r, θ. （1）

关于平面应力问题，将式（1）代入各向同性材料本构方程，获得接头连接点处应力分量如下：

σ(m)
i j (r, θ) =

M∑
k=1

Akrλk σ̃(m)
i jk (θ), i j = rr, θθ,rθ. （2）

λk Ak (k = 1,2,3, · · · ,M),M m = 1,2

ũ(m)
ik (θ)(i = r, θ) σ̃(m)

i jk (θ)(i j = rr, θθ,rθ)

σ̃(m)
i jk (θ) ũ(m)

ik (θ)

式（1）和（2）中， 为应力奇性指数， 为位移幅值系数 是截取的级数项数；上标 分别

表示材料域 1和材料域 2，  为相应材料域的径向和周向位移特征函数， 为相

应材料域的应力特征函数， 为 的线性组合，即
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

σ̃(m)
rrk (θ) =

E(m)

1− (ν(m))2

ν(m) dũ(m)
θk

dθ
+ (1+λk)ũ(m)

rk + ν
(m)ũ(m)

rk

 ,
σ̃(m)

rrk (θ) =
E(m)

1− (ν(m))2

dũ(m)
θk

dθ
+ (1+λk)ν(m)ũ(m)

rk + ũ(m)
rk

 ,
σ̃(m)

rθk (θ) =
E(m)

2(1+ ν(m))

dũ(m)
rk

dθ
+λkũ(m)

θk

 ,
（3）

E(m) ν(m) E(m)

E(m)

1− (
ν(m))2 ν(m) ν(m)

1− ν(m)

式中， 和 分别为相应材料域的弹性模量和 Poisson比.考虑平面应变问题时，只需将式（3）中的 用

替换， 用 替换.在极坐标系下，无体力的弹性力学平面问题平衡方程为
∂σ(m)

rr

∂r
+

1
r
∂σ(m)

rθ

∂θ
+
σ(m)

rr −σ(m)
θθ

r
= 0,

1
r
∂σ(m)
θθ

∂θ
+
∂σ(m)

rθ

∂r
+

2σ(m)
rθ

r
= 0.

（4）

  

图 1    两相材料平面接头模型

Fig. 1    The 2-phase isotropic multi-material junction model
 

ξ 0≤ξ≤1 [θ1, θ2] ξ为了便于编程计算，引入归一化变量 ， .在区间 中，归一化变量 为

ξ = (θ− θ1)/θ21, θ21 = θ2− θ1. （5a）

[θ2, θ3] ξ在区间 中，归一化变量 为
ξ = (θ− θ2)/θ32, θ32 = θ3− θ2. （5b）

将式（2）、（5）代入平面问题的平衡方程（4）中，得

L+λk M+λ2
k N = 0, （6）

L,M N ũ(m)
rk (ξ) ũ(m)

θk (ξ) m = 1,2其中，矩阵列向量 和 为 ， 及其第 1阶、第 2阶导数的线性组合（ ），即

L =



1
θ221

d2ũ(1)
rk

dξ2
− 2
θ21

dũ(1)
θk

dξ

1
θ221

d2ũ(1)
θk

dξ2
+

2
θ21

dũ(1)
rk

dξ

1
θ232

d2ũ(2)
rk

dξ2
− 2
θ32

dũ(2)
θk

dξ

1
θ232

d2ũ(2)
θk

dξ2
+

2
θ32

dũ(2)
rk

dξ



, M =



1
θ21

1+ ν(1)

1− ν(1)

dũ(1)
θk

dξ
+

4
1− ν(1) ũ(1)

rk

1
θ21

1+ ν(1)

2
dũ(1)

rk

dξ
+ (1− ν(1))ũ(1)

θk

1
θ32

1+ ν(2)

1− ν(2)

dũ(2)
θk

dξ
+

4
1− ν(2) ũ(2)

rk

1
θ32

1+ ν(2)

2
dũ(2)

rk

dξ
+ (1− ν(2))ũ(2)

θk


, N =



2
1− ν(1) ũ(1)

rk

1− ν(1)

2
ũ(1)
θk

2
1− ν(2) ũ(2)

rk

1− ν(2)

2
ũ(2)
θk


.

Γ1 Γ3图 1平面接头两自由楔边 和 上的面力为零，则边界条件可表示为

σ(1)
θθ (r, θ1) = σ(1)

rθ (r, θ1) = 0, （7a）
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σ(2)
θθ (r, θ3) = σ(2)

rθ (r, θ3) = 0. （7b）

Γ2图 1平面接头交界 上位移连续、面力相等，则交界条件可由下式表示：

u(1)
r (r, θ2) = u(2)

r (r, θ2) , （8a）

u(1)
θ (r, θ2) = u(2)

θ (r, θ2) , （8b）

σ(1)
θθ (r, θ2) = σ(2)

θθ (r, θ2) , （8c）

σ(1)
rθ (r, θ2) = σ(2)

rθ (r, θ2). （8d）

θ1≤θ≤θ2

θ2≤θ≤θ3 N N +1 ξ j
(
0≤ j≤N

)
ξ0 = 0 ξN = 1

至此，平面接头应力奇性指数的分析变成了求解在边界条件（7）和交界条件（8）下，ODEs(6)的特征值问

题.这里，运用 DQM计算平面接头结构的应力奇性指数.图 1平面接头的两个楔形圆弧区间 和

上的离散单元总数皆为 ，离散节点总数皆为 ，即 ，其中 ， .离散节点分布

方式采用等步长均匀网格模式，即

ξ j =
j

N
, j = 0,1,2, · · · ,N. （9）

ũ(m)
rk (ξ) ũ(m)

θk (ξ) 0≤ξ≤1DQM的基本思想是：将归一化的位移特征函数 ， （ ）及其 r 阶导数在其求解域中任意

离散节点上的近似值，表示为所有离散节点上值的线性加权和.即

∂rũ(m)
rk (ξ)
∂ξr

=

N∑
j=0

A(r)
i j ũ(m)

rk (ξ j), （10a）

∂rũ(m)
θk (ξ)
∂ξr

=

N∑
j=0

A(r)
i j ũ(m)
θk (ξ j), （10b）

A(r)
i j i, j = 0,1,2, · · · ,N r = 1,2, · · · ,N −1 A(r)

i j

i , j

式中， 是 r 阶导数加权系数矩阵， ， .加权系数矩阵 可用一组递推公式计

算获得[19-22]，当 时，有

A(r)
i j = r

A(r−1)
ii A(1)

i j −
A(r−1)

i j

ξi− ξ j

 , i, j = 0,1,2, · · · ,N, r = 2,3, · · · ,N −1; （11）

i = j当 时，有

A(r)
ii = −

N∑
j=0,i, j

A(r)
i j , i = 0,1,2, · · · ,N, r = 1,2, · · · ,N −1. （12）

A(1)
i j一阶导数的加权系数矩阵 的表达式如下：

A(1)
i j =

R(1)(ξi)
(ξi− ξ j)R(1)(ξ j)

, i, j = 0,1,2, · · · ,N, （13）

R(1)式中， 为

R(1)(ξk) =
N∏

j=0, j,k

(ξk − ξ j). （14）

λk将式（10）中表示的 DQM规则应用于 ODEs（6），从而得到关于平面接头应力奇性指数 为特征值的一组代数

方程组为

L̂δ+λk M̂δ+λ2
k N̂δ = 0, （15）

δ ũ(m)
rk (ξ) ũ(m)

θk (ξ) δ = ( ũ(1)
rk ũ(1)

θk ũ(2)
rk ũ(2)

θk )T L̂
M̂ N̂

式中， 为关于归一化位移角函数 和 的未知特征向量，即 ，矩阵向量 ，

和 分别为

L̂ =
(

L̂11 0
0 L̂22

)
, M̂ =

(
M̂11 0

0 M̂22

)
, N̂ =

(
N̂11 0
0 N̂22

)
, （16）

其中
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L̂11 =


A(2)

i j
1
θ221

−A(1)
i j

2
θ21

A(1)
i j

2
θ21

A(2)
i j

1
θ221

 , L̂22 =


A(2)

i j
1
θ232

−A(1)
i j

2
θ32

A(1)
i j

2
θ32

A(2)
i j

1
θ232

 , M̂11 =


4

1− ν(1)

1
θ21

1+ ν(1)

1− ν(1) A(1)
i j

1
θ21

1+ ν(1)

2
A(1)

i j 1− ν(1)

 ,

M̂22 =


4

1− ν(2)

1
θ32

1+ ν(2)

1− ν(2) A(1)
i j

1
θ32

1+ ν(2)

2
A(1)

i j 1− ν(2)

 , N̂11 =


2

1− ν(1) 0

0
1− ν(1)

2

 , N̂22 =


2

1− ν(2) 0

0
1− ν(2)

2

.
E(m) ν(m) L̂ M̂ N̂

λk ũ(m)
ik (θ) σ̃(m)

i jk (θ)

最后，再将边界条件（7）和交界条件（8）中关于 和 的常系数表达式替换式（15）矩阵 ， 和 中相应

的首行和末行.根据以上公式，笔者用 FORTRAN语言编写了通用程序 DQMEI用于 DQM计算平面接头应力

奇性指数 及其相应的位移特征函数 和应力特征函数 .
 

2    数值算例及问题讨论
 

2.1   算例1：平面接头模型 1

α = 180◦ β

ν(1) = ν(2) = 0.2 N

η = E(2)/E(1) β N

N N N

图 2为平面接头模型 1， 是一定值， 角是变化的.考虑平面应变情况，并且假定两种材料的

Poisson比 ；离散单元总数分别取 =4，6，8，10，12，离散节点分布形式采用等步长均匀网格模式，

运用 DQM求解 ODEs（6）、边界条件（7）和交界条件（8），获得两相材料接头连接点处应力奇性指数随材料的

弹性模量比值 以及楔角 变化的计算值，如表 1～3所示.从表 1～3可知，在离散单元总数 =4和

=6时，DQM计算值与实际值误差较大，随着 逐渐增加，DQM计算值加速收敛.当 =12时，DQM计算值与

文献 [14]的计算结果至少有 5位有效数字相同，表明了本文数值方法计算平面接头应力奇性指数的有效性和

精确性.
  

图 2    平面接头模型 1
Fig. 2    Plane junction model 1

  

表 1    η = 3.0 时，平面接头模型 1 的第 1 阶应力奇性指数 λ1 计算值随离散单元数 N 的变化

Table 1    Variation of the 1st-order stress singularity index of plane joint model 1 with number of discrete elements N for η = 3.0
 

β/(°)
η = 3.0

N = 4 N = 6 N = 8 N = 10 N = 12 ref. [14]

15 −0.142 935 841 −0.171 926 062 −0.172 359 547 −0.174 841 720 −0.174 843 563 −0.174 837

30 −0.172 189 244 −0.168 084 637 −0.168 357 284 −0.171 008 990 −0.171 010 442 −0.171 006

45 −0.120 351 300 −0.097 236 818 −0.097 575 977 −0.100 173 229 −0.100 174 236 −0.100 170

60 −0.042 900 476 −0.008 193 459 −0.008 995 020 −0.011 148 934 −0.011 150 916 −0.011 146

75 −0.039 048 671 −0.009 146 856 −0.011 225 252 −0.012 133 752 −0.012 128 895 −0.012 132

90 −0.072 175 519 −0.480 812 299 −0.050 550 470 −0.051 075 515 −0.051 073 963 −0.051 074

β = 90◦ β = 15◦ η = E(2)/E(1)

β = 90◦ 0.001≤η≤10 000 β = 15◦

0.001 < η≤1 Re λ = 0 1 < η≤511.9

511.9 < η≤851.3 851.3 < η≤10 000

当 和 时，平面接头模型 1连接点处应力奇性指数随材料的弹性模量比值 的变化

曲线如图 3、4所示.本文 DQM计算值与文献 [15]的解析解及 Newton迭代法计算结果一致，同时，DQM计

算结果还表明：图 3中， ， 时，接头仅存在一个实数奇性指数；图 4中， ，

时， 平面接头模型 1连接点处无应力奇异性， 时，连接点处存在 1个实数奇性

指数， 时，连接点处存在 2个实数奇性指数，尤其当 时，由于材料的相互不匹
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配性，平面接头模型 1连接点附近区域应力奇性指数是复数，而不是实数，产生振荡应力奇异性[23]
.

  

表 2    η = 4.0 时，平面接头模型 1 的第 1 阶应力奇性指数 λ1 计算值随离散单元数 N 的变化

Table 2    Variation of the 1st-order stress singularity index of plane joint model 1 with number of discrete elements N for η = 4.0
 

β/(°)
η = 4.0

N = 4 N = 6 N = 8 N = 10 N = 12 ref. [14]

15 −0.191 925 955 −0.214 512 897 −0.215 023 699 −0.217 433 336 −0.217 435 029 −0.217 430

30 −0.205 239 132 −0.198 498 506 −0.198 833 494 −0.201 426 794 −0.201 428 700 −0.201 424

45 −0.136 422 364 −0.112 082 716 −0.112 388 798 −0.115 019 309 −0.115 020 289 −0.115 016

60 −0.042 586 733 −0.006 382 054 −0.007 046 986 −0.009 334 714 −0.009 339 771 −0.009 332

75 −0.056 361 125 −0.029 365 948 −0.031 589 068 −0.032 355 253 −0.032 357 518 −0.032 354

90 −0.092 606 092 −0.071 003 905 −0.073 550 960 −0.073 999 146 −0.073 998 571 −0.073 998
  

表 3    η = 5.0 时，平面接头模型 1 的第 1 阶应力奇性指数 λ1 计算值随离散单元数 N 的变化

Table 3    Variation of the 1st-order stress singularity index of plane joint model 1 with number of discrete elements N for η = 5.0
 

β/(°)
η = 5.0

N = 4 N = 6 N = 8 N = 10 N = 12 ref. [14]

15 −0.226 230 590 −0.244 514 386 −0.245 073 248 −0.247 438 211 −0.247 439 135 −0.247 435

30 −0.226 503 691 −0.218 078 739 −0.218 450 970 −0.221 009 453 −0.221 009 756 −0.221 006

45 −0.145 347 760 −0.120 250 154 −0.120 521 489 −0.123 186 475 −0.123 187 448 −0.123 183

60 −0.039 263 008 −0.001 610 141 −0.002 117 127 −0.004 559 442 −0.004 551 847 −0.004 556

75 −0.073 518 508 −0.049 300 481 −0.051 647 322 −0.052 291 762 −0.052 286 395 −0.052 290

90 −0.108 633 756 −0.088 879 155 −0.091 481 239 −0.091 875 053 −0.091 874 796 −0.091 874

β = 90◦ N η = E(2)/E(1) = 0.01 η = E(2)/E(1) = 0.1

λ1 = −0.209 247 37 λ1 = −0.141 009 68

ũ(m)
r ũ(m)

θ

σ̃(m)
rrk

σ̃(m)
rθk σ̃(m)

θθk

图 2中，在平面应变条件下，当 、离散单元总数 =12时，在 和 两

种情况下，由本文 DQM获得连接点处的第 1阶应力奇性指数分别为 、 ，

它们对应的位移特征函数和应力特征函数分布曲线如图 5、6所示.从计算结果中看出，位移分量 和 在

粘接界面上虽然连续，位移特征函数曲线却出现转折，两种材料的弹性模量相差越大，转折越明显，而且，径向

应力特征函数 在粘接界面上出现突变，弹性模量相差越大突变越激烈，这就是接头连接点处发生开裂破坏

的主要原因.但是，另外两个应力特征函数 和 在粘接界面上连续，无明显的转折.
 

2.2   算例2：平面接头模型 2

ν(1) = ν(2) = 0.2

α = 180◦ β [−α,0◦] [
0◦, β

]
N

β = 180◦

图 7为平面接头模型 2，设交界面两侧分属不同的均质弹性体材料，材料 Poisson比为 ；

是一定值， 角是变化的.在平面应变条件下，两个区间 和 上离散单元总数取 =12时，由

DQM计算获得以下结论：① 如图 8所示，当 时，平面接头模型 2退化为双材料界面裂纹模型，当

 

 
图 3    当 β = 90°时，平面接头模型 1的应力奇性指数

Fig. 3    The singular index of stress in plane joint model 1 for β = 90°
 

 

 
图 4    当 β = 15°时，平面接头模型 1的应力奇性指数

Fig. 4    The singular index of stress in plane joint model 1 for β = 15°
 

第 4 期 葛仁余，等： 微分求积法分析平面接头应力奇异性 387

 



0.001≤η≤10 000 Re λ = −0.5 Im λ

β = 135◦ 0.17 < η < 2.82 0.001≤η≤0.17

2.82≤η≤10 000

时，界面裂纹尖端应力奇性指数是一对复数，实部值 ，虚部值 很小.② 如图

9所示，当 和 时，平面接头连接点处应力场存在 2个实数奇性指数；当 和

时，平面接头连接点处为 2个复数奇性指数，产生振荡应力奇异性[23]
.根据图 8、9可知，本文

DQM计算值与文献 [15]计算结果一致，再次证明本文 DQM对分析一般平面接头应力奇性指数是一种有效

且准确的手段.
  

图 5    E(2)/E(1) = 0.01时，平面接头模型 1第 1阶应力奇性指数 λ1 对应的位移和应力特征函数曲线图

Fig. 5    Displacement and stress characteristic function curves corresponding to 1st-order stress singular index λ1 of plane joint model 1 for E
(2)/E(1) = 0.01

  

图 6    E(2)/E(1) = 0.1时，平面接头模型 1第 1阶应力奇性指数 λ1 对应的位移和应力特征函数曲线图

Fig. 6    Displacement and stress characteristic function curves corresponding to the 1st-order stress singular index λ1 of plane joint model 1 for E
(2)/E(1) = 0.1

 

  

图 7    平面接头模型 2
Fig. 7    Plane junction model 2

 

β = 90◦ η = E(2)/E(1) = 3

λ1 = −0.498 701 52 λ2 = −0.222 442 62

λ2 ũ(m)
rk ũ(m)

θk

图 7中，在平面应变条件下，当 ， 时，由本文 DQM计算获得平面接头的前 2阶应力

奇性指数分别为 和 ，它们对应的位移和应力特征函数分布曲线如图 10、
11所示.从图 11中看出，第 2阶应力奇性指数 对应的位移特征函数分布曲线 和 在粘接界面上连续且
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σ̃(m)
rrk λ1转折，径向应力特征函数分布曲线 在粘接界面上出现突变，与图 10第 1阶应力奇性指数 对应的特征函

数曲线分布规律一致.

  

图 10    E(2)/E(1) = 3时，平面接头模型 2第 1阶应力奇性指数 λ1 对应的位移和应力特征函数曲线图

Fig. 10    Displacement and stress characteristic function curves corresponding to the 1st-order stress singular index λ1 of plane joint model 2 for E
(2)/E(1) = 3

 

  

图 11    E(2)/E(1)=3时，平面接头模型 2第 2阶应力奇性指数 λ2 对应的位移和应力特征函数曲线图

Fig. 11    Displacement and stress characteristic function curves corresponding to the 2nd-order stress singular index λ2 of plane joint model 2 for E
(2)/E(1)=3

  

2.3   算例3：平面接头模型 3

ν(1) = ν(2) = 0.2 α = 270◦ β = 90◦ N

图 12为两个材料完全粘接在一起的平面接头模型 3，其中材料 1和材料 2均为各向同性材料，材料

Poisson比为 ， ， .在每个材料域上离散单元总数皆取 =12时，图 13给出了

 

 
图 8    当 β = 180°时，平面接头模型 2应力奇性指数

Fig. 8    The singular index of stress in plane joint model 2 for β = 180°
 

 

 
图 9    当 β = 135°时，平面接头模型 2应力奇性指数

Fig. 9    The singular index of stress in plane joint model 2 for β = 135°
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η = E(2)/E(1)从 0.001至 10 000时，DQM计算的应力奇性指数的变化曲线，表明了两相材料属性关系对奇异性

应力状况的影响情况，本文计算值与文献 [16]的结果完全一致. 

3    结　　论

DQM在振动工程领域应用比较广泛，主要用来求解结构的自然频率及振型，本文创新性地将该法运用到

弹性力学和工程断裂力学的研究领域.基于平面接头连接点处位移场和应力场的 Williams渐近展开式，将其

典型项代入平面问题平衡方程中，将平面接头的线弹性理论微分方程转换成一类 ODEs特征值问题，根据

DQM理论的计算列式，用 FORTRAN 编制了一个新求解器 DQMEI用于求解一般 ODEs特征值问题.最后应

用 DQMEI分析了平面接头的应力奇性指数，同时，也一并求出了平面接头连接点处对应的位移和应力特征函

数，这些特征函数在分析平面接头完整应力场和应力强度因子时是不可或缺的物理量.文中给出数值算例的

DQM计算值与已有文献结果完全一致，证明了求解一般平面接头连接点处应力奇性指数时，DQM是一种有

效且准确的手段.
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