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摘要：  基于广义自洽法，同时采用 Gurtin-Murdoch 界面模型和界面相模型研究了纳米纤维复合材料的有效弹性性

能，获得了两种模型下有效体积模量的封闭解析解和计算有效面内剪切模量数值解的全部公式.基于界面模型的解

答，讨论了有效体积模量和有效面内剪切模量的界面效应.证明了界面模型的解答可由界面相模型的解答退化得到，

其中有效体积模量可以实现解析退化，有效面内剪切模量则可以数值退化.以含纳米孔洞的金属铝为例，比较了两种

模型计算结果的差异.结果表明，当纳米孔洞半径较小时，两个模型的结果存在很大差异，而当半径较大时两个模型

的结果差别不大.
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The Interface Model and the Interphase Model for Predicting the Effective
Elastic Properties of Nano-Fiber Composites

CUI Chunli，  XU Yaoling
（Key Laboratory of Mechanical Reliability for Heavy Equipments and Large Structures of Hebei Province,

Yanshan University, Qinhuangdao, Hebei 066004, P.R.China）

 
Abstract：The effective bulk modulus and the effective in-plane shear modulus of nano-fiber composites were investigated

with  the  interface  model  and  the  interphase  model  based  on  the  generalized  self-consistent  method,  and  the  closed-form

analytical  solutions  of  the  effective  bulk  modulus  and  all  equations  for  numerically  predicting  effective  in-plane  shear

modulus based on the 2 models, were presented. With the interface model, interface effects of the effective bulk modulus

and  the  effective  in-plane  shear  modulus  were  discussed  through  numerical  examples.  Furthermore,  the  solutions  of  the

interface model were proved to be degenerated ones of those of the interphase model, where the effective bulk modulus can

be  obtained  through  analytical  degeneration  and  the  numerical  results  of  the  effective  in-plane  shear  modulus  through

numerical  degeneration.  An example of aluminium containing nano voids shows that,  the effective bulk modulus and the

effective  in-plane shear  modulus  predicted with  the  interface  model  have large  deviations  from those  with  the  interphase

model for small void radii, however, small deviations for larger void radii.
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引　　言

由于具有多方面优异的性能，纳米复合材料在众多领域获得了越来越广泛的应用[1-2]
.界面效应对纳米复

合材料的力学性能有着显著影响[3-4]，近年来一直受到众多学者的关注.Gurtin-Murdoch界面模型[5-6] 和界面相

模型[7-8] 是研究纳米夹杂问题的两种模型，广泛用于含纳米夹杂材料的应力场和纳米复合材料宏观有效性能

的研究.

在 Gurtin-Murdoch界面模型中，夹杂与基体间的界面无厚度但有其自身的力学性质和本构关系，跨越该

界面应力不连续.利用 Gurtin-Murdoch界面模型，Luo等[9] 给出了无限介质中单个椭圆柱形纳米夹杂反平面

问题的解析解；Tian等[10-11] 获得了无限介质中单个圆形和椭圆形纳米夹杂平面问题的解答并对应力场进行

了细致的分析；Dong等 [12] 给出了包含任意形状纳米夹杂的有限区域平面问题应力场的边界元求解方法；

Mogilevskaya等[13] 讨论了无限介质中多纳米夹杂之间的相互作用.基于细观力学方法 (复合球集模型、Mori-
Tanaka法和广义自洽法)，Duan等[14] 预测了含纳米球形孔洞材料的有效体积模量和剪切模量，并对尺度效应

进行了讨论.Chen等[15] 预测了含球形纳米夹杂复合材料的有效热力学性质，建立了有效体积模量和有效热膨

胀系数之间的精确关联.肖俊华等[16] 利用广义自洽法获得了纳米涂层纤维复合材料有效反平面剪切模量的解

析解，并算例分析了涂层刚度和厚度对有效反平面剪切模量的影响.

对于实际的复合材料系统，两材料相之间存在着一定厚度的界面相，将界面视为无厚度的界面模型仅为

实际情况的一种简化，从这个意义上讲，界面相模型更为合理.近年来，界面相模型受到越来越多学者的关

注.利用界面相模型，Odegard等[7] 预测了四种不同界面处理方式时，纳米硅颗粒/聚乙烯胺复合材料的有效弹

性模量，算例中界面相性质和厚度由分子动力学模拟得到.Li等[17] 预测了含有三种典型纳米夹杂 (球形、短纤

维形和圆盘形)复合材料的有效弹性性质，讨论了夹杂的尺度和形状效应.Paliwal等[18] 用广义自洽法研究了

含纳米球形孔洞材料的有效弹性常数，并用算例给出了有效体积模量和剪切模量随孔洞半径和孔洞体积分数

的变化.Wang等[19-20] 研究了球形和圆柱形纳米夹杂复合材料的有效弹性性质.

界面模型和界面相模型同为研究纳米夹杂问题的模型，两者之间联系受到了学者们的关注.Benveniste等[21]

的研究表明，通过合适选择界面相的弹性性质和厚度，界面相模型可以模拟 Gurtin-Murdoch界面模型.Wang
等[22] 给出了界面相性质与界面性质之间的关系，以纳米颗粒复合材料的应力为例，讨论了界面相模型模拟界

面模型的问题.Mogilevskaya等[13] 以二维纳米夹杂的应力为例讨论了界面相模型模拟界面模型的问题，文献

中采用的界面相性质与界面性质之间的关系与 Wang等[22] 的相同.至于两个模型结果之间的差异，据笔者所

知，目前的研究还很少见.

基于广义自洽法，本文推导了两种模型下预测纳米纤维复合材料有效体积模量的封闭解析解和有效面内

剪切模量数值解的全部公式.在界面相 Poisson比取为零的情况下，将文献 [22]中的界面相性质与界面性质之

间的关系式表述为更加简洁的形式，讨论了界面相模型模拟界面模型的问题.以含纳米孔洞的金属铝为例，展

示了界面模型与界面相模型计算结果的差异. 

1    两种模型和基本方程

Ωf Ωm Ωem

S f

Sm Rf Rm

Ω1 Ω3 Ω4 Ω2

S f S i Ri

rOθ σ∞x σ∞y τ∞xy

基于广义自洽法的两种模型如图 1所示，其中图 1(a)为界面模型，图 1(b)为界面相模型.在图 1(a)中，分

别用 ， 和 表示纤维、基体和等效介质（此处及以后，角标 f，m和 em分别表示纤维、基体和等效介质）；

为纤维与基体间的界面，无厚度但有其自身的力学性质和本构关系，跨越该界面应力不连续 (非经典界面条

件)； 为基体与等效介质间的经典界面，在该界面上应力连续；两个界面的半径分别为 和 .在图 1(b)中，

分别用 ， 和 表示纤维、基体和等效介质， 为纤维与基体之间的界面相；在讨论两个模型之间关联时被

用来模拟界面模型中的零厚度界面 ， (i=1, 2, 3)为各材料相之间的经典界面； (i=1, 2, 3)为各界面的半

径.在纤维中心处建立直角坐标系 xOy 和极坐标系 ，远场作用均匀应力为 ， 和 .

ϕ (z) ψ (z)根据弹性理论的复变函数方法，平面问题的弹性场可由两个解析函数 (应力函数) 和 描述[23]：

2µ (u+ iv) = κϕ (z)− zϕ′ (z)−ψ (z)， （1）
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σx +σy = 2[ϕ′(z)+ϕ′(z)]， （2）

σy−σx +2iτxy = 2[z̄ϕ′′(z)+ψ′(z)]， （3）

X1+ iX2 = −i[ϕ(z)+ zϕ′(z)+ψ(z)]， （4）

σx σy τxy X1+ iX2 µ z = x+ iy
κ = 3−4ν ν

式中，u，v 为位移分量； ， ， 为应力分量； 为任意弧段上的合力； 为剪切模量；复变量 .对

平面应变问题， ， 为 Poisson比.
  

图 1    预测纳米纤维复合材料有效性质的两种模型：(a) 界面模型； (b) 界面相模型

Fig. 1    Two models for predicting the effective elastic properties of nano-fiber composites: (a) the interface model; (b) the interphase model
 

在极坐标系中

σr +σθ = 2[ϕ′(z)+ϕ′(z)]， （5）

σθ −σr +2iτrθ = 2[z̄ϕ′′(z)+ψ′(z)]e2iθ， （6）

εθ +εr =
1
Γ

[φ′(z)+φ′(z)]， （7）

εθ −εr +2iεrθ =
1
µ

[
z̄ϕ′′ (z)+ψ′ (z)

]
e2iθ， （8）

σr σθ τrθ εr εθ εrθ Γ = λ+µ λ = Eν/((1+ ν) (1−2ν))式中， ， ， 和 ， ， 分别为极坐标系中的应力和应变分量； ， 为 Lamé系数.

由式 (5) ~ (8)可得

σr − iτrθ = [ϕ′(z)+ϕ′(z)]− [z̄ϕ′′(z)+ψ′(z)]e2iθ， （9）

εθ =
1

2Γ
[ϕ′(z)+ϕ′(z)]+

1
4µ

[z̄ϕ′′(z)+ψ′(z)]e2iθ +
1

4µ
[zϕ′′(z)+ψ′(z)]e−2iθ

. （10）
 

2    有效体积模量和有效面内剪切模量
 

2.1   界面模型

在图 1(a)纤维、基体和等效介质区域，将应力函数分别展开成 Taylor级数和 Laurent级数：

φf (z) =
∞∑

k=1

afkzk, ψf (z) =
∞∑

k=1

bfkzk， z ∈ Ωf， （11）

ϕm (z) =
∞∑

k=1

(amk zk +am−kz−k), ψm (z) =
∞∑

k=1

(bmk zk +bm−kz−k)， z ∈ Ωm， （12）

ϕem (z) =
∞∑

k=1

(aemk zk +aem−k z−k), ψem (z) =
∞∑

k=1

(bemk zk +bem−k z−k)， z ∈ Ωem. （13）

将式 (13)代入式 (2)和 (3)，并利用无穷远应力条件：
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(σx +σy)z→∞ = σ
∞
x +σ

∞
y , (σx −σy+2iτxy)z→∞ = σ

∞
y −σ∞x +2iτ∞xy， （14）

ϕem (z) ψem (z) aem1 bem1可得应力函数 和 级数展开式中的正幂项系数只有 和 不为零，且

aem1 =
1
4

(σ∞x +σ
∞
y ), bem1 =

1
2

(σ∞y −σ∞x +2iτ∞xy). （15）

S f界面 的本构关系为[24-25]

σS f
θ = (2µS f +λS f )εS f

θ = ES fεS f
θ ， （16）

σS f
θ εS f

θ µS f λS f式中， 和 为界面环向应力和应变， 和 为界面 Lamé系数.

S f界面 上的位移连续、应力跳跃条件可表示为
(u f + iv f )z∈S f

= (um+ ivm)z∈S f，

(σm
r − iτmrθ)z∈S f

− (σf
r − iτfrθ)z∈S f

=
1
Rf

σS f
θ + i

∂σS f
θ

∂θ

， （17）

εS f
θ = ε

f
θ = ε

m
θ εS f

θ = ε
m
θ界面应变与相邻材料环向应变相等，即 ，在下面推导中取 .

Sm界面 上的位移和应力满足连续条件：{
(u+ iv)m = (u+ iv)em，
(X1+ iX2)m = (X1+ iX2)em.

（18）

aem1 bem1 af1 af3 bf1 am1 am−1 am3 bm1 bm−1 bm−3 aem−1 bem−1 bem−3

利用式 (1)、(4)、(9)和 (10)，由界面条件式 (17)和 (18)可推得级数展开式 (11) ~ (13)中除由远场应力条

件确定的系数 和 外，还有 12个系数 ( ， ， ， ， ， ， ， ， ， ， ， )不为零.这些系数与

未知的等效介质的力学参数相关，由附录 A中的 12个方程确定.

S f Ωf+Ωm跨越界面 位移连续、应力跳跃，此时代表体单元内 的平均应变和平均应力为[15,21]
εi j = c f ε

f
i j+ cmε

m
i j，

σi j = cfσ
f
i j+ cmσ

m
i j −

cf
Vf

w
S

(σf
ir −σm

ir )nr x jdS，
（19）

cf = R2
f /R

2
m cm = (1− cf) Vf nx = cos θ

ny = sin θ S f S f xx = Rfcos θ xy = Rfsin θ

式中， 和 分别为纤维和基体的体积分数； 为纤维体积；角标 i， j，r=x，y， 和

为 单位外法向量在 x 轴和 y 轴方向上的投影.积分在界面 上进行， ， .

σ∞x = σ
∞
y , 0 τ∞xy = 0 σ̄x + σ̄y

ε̄x + ε̄y af1 am
1 bm

−1 am1 bm−1 af1 σ̄x + σ̄y

ε̄x + ε̄y af1

为确定有效体积模量，施加远场条件 ， .由式 (19)可推得平均应力 和平均应变

只与上述 14个系数中的 ， 和 显式相关.而由式 (A1)和 (A2)， 和 又可由 表示，进而 和

可由 表示如下：

σ̄x + σ̄y = 4[cf+ (1− cf) M1+M1C3cf−M−1C4cf/R2
f ]a

f
1， （20）

ε̄x + ε̄y = 2[cf/Γf+M1 (1− cf)/Γm]af1， （21）

其中 
M1 =

(2C4+1)(κf−1)+2C1

C1 (κm+1)
，

M−1 =
2R2

f [(C3−1)(κf−1)+C1 (κm−1)]
C1 (κm+1)

，

（22）

C1 C3 C4式中 ， 和 的定义见附录 A.

Bem由式 (20)和 (21)，可得有效体积模量 的封闭解析解：

Bem =
σ̄x + σ̄y

2(ε̄x + ε̄y)
=

cf+ (1− cf) M1+M1C3cf −M−1C4cf/R2
f

cf/Γf+M1 (1− cf)/Γm
. （23）

σ∞x = σ
∞
y = 0 τ∞xy , 0

Ωf+Ωm σ̄xy ε̄xy

确定有效面内剪切模量时施加远场条件 ， .由式 (19)计算得代表性体积单元内

的平均切应力 和切应变 分别为
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σ̄xy = Q1+Q2+Q3， （24）

ε̄xy = cf(3af3R2
f +bf1)/(2µf)+ (1− cf)[3am3 (R2

m+R2
f )+bm1 ]/(2µm)， （25）

式中 
Q1 = cf(3af3R2

f +bf1)+ (1− cf)[3am3 (R2
m+R2

f )+bm1 ]，

Q2 = cfC3(3am3 R2
f +am−1/R

2
f )，

Q3 = cfC4(6am3 R2
f −2am−1/R

2
f +bm1 +3bm−3/R

4
f ).

（26）

µem有效面内剪切模量 为

µem =
σ̄xy

2ε̄xy
=

Q1+Q2+Q3

cf(3af3R2
f +bf1)/µf+ (1− cf)[3am3 (R2

m+R2
f )+bm1 ]/µm

. （27）

µem上式为一个隐式表达式，在由式 (23)求出体积模量后，需联立方程 (A5) ~ (A12)数值求解才能确定 . 

2.2   界面相模型

在图 1(b)各区域将应力函数分别展开成 Taylor级数和 Laurent级数：

ϕ1 (z) =
∞∑

k=1

a(1)
k zk, ψ1 (z) =

∞∑
k=1

b(1)
k zk， z ∈ Ω1， （28）

ϕi(z) =
∞∑

k=1

(a(i)
k zk +a(i)

−kz−k), ψi(z) =
∞∑

k=1

(b(i)
k zk +b(i)

−kz−k), z ∈ Ωi, i = 2,3,4. （29）

ϕ4 (z) ψ4 (z) a(4)
1 b(4)

1由远场应力条件式 (14)，亦可知应力函数 和 级数展开式中的正幂项系数只有 和 不为零，

a(4)
1 = (σ∞x +σ

∞
y )/4, b(4)

1 = (σ∞y −σ∞x +2iτ∞xy)/2. （30）

S i在各相界面 (i=1, 2, 3)上，位移和应力连续条件表示为{
(u+ iv)i = (u+ iv)i+1，

(X1+ iX2)i = (X1+ iX2)i+1，
i = 1,2,3， （31）

Ωi S i式中，下标 i 表示括号内的函数从区域 趋于边界 取值.

a(4)
1 b(4)

1

a(1)
1 a(1)

3 b(1)
1 a(2)

1 a(2)
−1 a(2)

3 b(2)
1 b(2)

−1 b(2)
−3 a(3)

1 a(3)
−1 a(3)

3 b(3)
1 b(3)

−1 b(3)
−3 a(4)

−1 b(4)
−1 b(4)

−3

由界面条件式 (31)，通过分析可推得级数展开式 (28) 、(29)中除由远场条件确定的 和 外，还有 18个

不为零系数（ ， ， ， ， ， ， ， ， ， ， ， ， ， ， ， ， ， ）.这些系数与未知的等

效介质的力学参数相关，可由附录 B中的 6组共 18个方程确定.

σ∞x = σ
∞
y , 0 τ∞xy = 0 σ̄x + σ̄y ε̄x + ε̄y

a(1)
1 a(2)

1 a(3)
1 a(2)

1 a(3)
1 a(1)

1 σ̄x + σ̄y ε̄x + ε̄y a(1)
1

施加远场条件 ， ，由式 (19)可推得平均应力 和平均应变 只与上述 20个系

数中的 ， 和 显式相关.由式 (B1)和 (B2)， 和 又可由 表示，进而 和 可由 表示如下：

σ̄x + σ̄y = 4[c1+L1c2+L2 (1− c1− c2)]a(1)
1 ， （32）

ε̄x + ε̄y = 2[c1/Γ1+L1c2/Γ2+L2 (1− c1− c2)/Γ3]a(1)
1 ， （33）

c1 c2 c1 = R2
1/R

2
3 c2 = (R2

2−R2
1)/R2

3式中， 和 分别为纤维和界面相的体积分数， ,  ；
L1 =

2g12+ κ1−1
g12(κ2+1)

，

L2=
(2g23+ κ2−1)(2g12+ κ1−1) + 2(R1/R2)2(g23−1)[g12(κ2−1)− κ1+1]

g12g23(κ2+1)(κ3+1)
，

（34）

g12 g23式中， 和 的定义见附录 B.
B4由式 (32)和 (33)，可得有效体积模量 的封闭解析解：

B4 =
σ̄x + σ̄y

2(ε̄x + ε̄y)
=

c1+L1c2+L2(1− c1− c2)
c1/Γ1+L1c2/Γ2+L2(1− c1− c2)/Γ3

. （35）
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σ∞x = σ
∞
y = 0 τ∞xy , 0 σ̄xy ε̄xy施加远场条件 ， 求出平均切应力 和平均切应变 后，可求得有效面内剪切模量：

µ4 =
σ̄xy

2ε̄xy
=

c1(3a(1)
3 R2

1+b(1)
1 )+ c2[3a(2)

3 (R2
1+R2

2)+b(2)
1 ]+ c3[3a(3)

3 (R2
2+R2

3)+b(3)
1 ]

(c1/µ1)(3a(1)
3 R2

1+b(1)
1 )+ (c2/µ2)[3a(2)

3 (R2
1+R2

2)+b(2)
1 ]+ (c3/µ3)[3a(3)

3 (R2
2+R2

3)+b(3)
1 ]

. （36）

µ4上式亦为一个隐式表达式，在由式 (35)求出体积模量后，需联立方程 (B3) ~ (B6)数值求解才能确定 . 

3    算例与讨论

算例 1　基于界面模型的界面效应分析

λf = 50.66 GPa µf = 19.0 GPa λm = 64.43 GPa µm = 32.9 GPa
ES f = ±10 N/m ±5 N/m cf = 0.3 Rf

ES f Bem/Bm µem/µm Rf ES f = 0

ES f

ES f

ES f

取纤维和基体的 Lamé系数分别为 ， 和 ， [26]，界面模

量 [26] 和 ，纤维体积分数 ，纤维半径 取值范围为 1 ~ 20 nm.图 2给出了界面模量

不同取值时无量纲有效体积模量 与有效面内剪切模量 随纤维半径 的变化，其中  N/m
代表无界面效应时的结果.由图可见，模量存在着显著的尺度依赖性. 为正时，模量高于无界面效应时的结

果； 为负时，模量低于无界面效应时的结果.随着纤维半径的增加，模量逐渐趋近于无界面效应时的结

果. 的绝对值越大，模量与无界面效应时的结果差别越显著.
  

图 2    无量纲有效体积模量和有效面内剪切模量随纤维半径的变化

Fig. 2    Variations of the dimensionless effective bulk modulus and the in-plane shear modulus with the fiber radius
 

cf = 0.3 Rf = 3 nm Bem/Bm µem/µm

ES f = 10 N/m 0 N/m −10 N/m

取纤维体积分数 ，纤维半径 ，保持基体刚度不变，图 3给出了 与 随纤维刚度

的变化.由图可见，纤维刚度过大或过小结果都趋于稳定.随着纤维刚度的减小，模量趋近于含纳米孔洞时的

结果， ， 和 时（代表纳米孔洞表面具有不同的界面模量）的结果存在差异.而随着纤

维刚度的增加，界面效应逐渐减小直至消失.进一步的计算表明，保持纤维刚度不变而增加基体刚度，界面效

应亦逐渐减小直至消失.总之，界面两侧只要有一侧的材料的刚度足够大，就可以忽略界面效应的影响.
  

图 3    无量纲有效体积模量和有效面内剪切模量随纤维刚度的变化

Fig. 3    Variations of the dimensionless effective bulk modulus and the in-plane shear modulus with the fiber rigidness
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算例 2　界面相模型退化为界面模型

在讨论界面相模型模拟界面模型的问题时，Wang等[22] 采用的界面相性质与界面性质之间的关系为

λs =
2µIνIt
1− νI

, µs = µIt， （37）

λs µs µI νI式中， 和 为界面模型的界面 Lamé系数， 和 为界面相模型中界面相的剪切模量和 Poisson比，t 为界面相

厚度.

Ω2 ν2 = 0

E2 = ES f
/

t

界面模型中的界面无厚度，其仅提供拉伸刚度.实际上，有限元分析中界面效应可用定义在两相界面处的

杆单元模拟[25]
.因此，本文在用界面相模型模拟界面模型时，取界面相 的 Poisson比 ，由式 (37)，界面弹

性模量可表示为 ，t=R2–R1 为界面相厚度.计算参数同算例 1，为由界面相模型得到界面模型的结果，

令界面相厚度逐渐减小，计算结果如表 1所示.由表 1可见，随着界面相厚度 t 的减小，计算结果逐渐稳定并趋

于界面模型的结果，表明由界面相模型可以得到界面模型的结果.其中由于两个模型的有效体积模量均为封

闭解析解，两者计算结果可以达到任意精度下的完全一致.而有效面内剪切模量需要通过对隐式方程数值求

解，两者最后的稳定解有微小的差别.事实上，由于有效体积模量是封闭解析解，界面模型的结果 (式 (23))可
以由界面相模型的结果 (式 (35))解析退化得到，具体证明见附录 C.
  

表 1    体积模量和剪切模量的退化

Table 1    Degradation of the bulk modulus and the shear modulus
 

ES f /(N/m)
interphase model t/nm

interface model
10−1 10−2 10−3 10−4 10−5 10−6

10
Bem/Bm
µem/µm

0.886 87 0.906 10 0.906 77 0.906 82 0.906 83 0.906 83 0.906 83
0.849 55 0.854 38 0.854 38 0.854 38 0.854 38 0.854 38 0.854 61

−10
Bem/Bm
µem/µm

0.900 76 0.892 14 0.892 58 0.892 64 0.892 65 0.892 65 0.892 65
0.834 82 0.831 02 0.831 13 0.831 15 0.831 15 0.831 15 0.831 37

算例 3　界面模型与界面相模型的结果对比

t1 = 3a/2 t2 = 5a/2 a =

0.405 nm λS f = 6.466 N/m µS f = −0.375 5 N/m
λS f = −2.728 5 N/m µS f = −6.217 8 N/m ES f 5.715 N/m

−15.164 1 N/m

B0 µ0

为了对比界面模型与界面相模型的结果，需已知界面与界面相力学性能参数之间的关系，这方面的研究

目前还很少见.Paliwal等[18] 利用能量方法并结合分子动力学模拟和 VRH取向平均技术，给出了含纳米孔洞

金属铝孔边界面的力学性能参数 (界面模型用)和与之对应的孔边材料过渡区的力学性能参数 (界面相模

型用).本文中考虑了两种晶格取向 (A-{111}取向和 B-{100}取向)及两种界面相厚度 ( 和 ，

为铝的晶格常数).两种取向的界面 Lamé系数分别为 ， (A-{111}取
向)和 ， (B-{100}取向).由式 (16)计算得到的界面模量 分别为

(A-{111}取向)和 (B-{100}取向)，对应的界面相性能参数见表 2.铝的体积模量和剪切模量分别

为 75.60 GPa和 26.14 GPa[18]，孔洞体积分数为 0.3，夹杂 (孔洞)的体积模量和剪切模量等于 0.假设孔洞半径

变化时界面相厚度不变[18]，本文两种模型计算结果的比较见图 4，图中 和 分别为无界面效应时的有效体积

模量和有效面内剪切模量.
  

表 2    界面相力学性质[18]

Table 2    Properties of the interphase[18]
 

A-{111} B-{100}

t1 t2 t1 t2
bulk modulus B2/GPa 80.90 79.17 74.37 75.21

µ2shear modulus  /GPa 26.75 26.61 21.19 23.46

ES f = 5.715 N/m
ES f = −15.164 1 N/m

由图 4可见，对界面相模型，除了界面相 B两种厚度的有效体积模量在孔洞半径较小时有明显差别外，其

他情况计算结果差别很小.孔洞半径较小时，界面模型的结果与界面相模型的结果差别明显，且随着孔洞半径

的减小差别越来越显著.对正的界面模量 (A-{111}取向， )，界面模型预测的有效模量高于界面

相的结果，但对负的界面模量 (B-{100}取向， )，界面模型预测的有效模量低于界面相模型

的结果.随着孔洞半径的增加，两个模型的结果相互接近，并趋近于无界面效应时的结果. 
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图 4    界面模型和界面相模型的结果对比

Fig. 4    Results comparisons between the interface model and the interphase model 

4    结　　论

本文利用界面模型和界面相模型研究了纳米纤维复合材料的有效体积模量和有效面内剪切模量，给出了

两种模型下有效体积模量的封闭解析解和计算有效面内剪切模量数值解的全部公式.由两个模型的解答，证

明了界面相模型可以退化为界面模型，其中有效体积模量可实现解析退化，有效面内剪切模量则可以实现数

值退化.由于无需处理类似于界面模型中的界面应力跳跃及由此带来的平均应力计算等复杂问题，相较于界

面模型，界面相模型更便于求解.数值算例表明有效体积模量和有效面内剪切模量存在显著的尺度效应.基于

界面模型的研究表明，当界面两侧有一侧的材料刚度很大时，界面效应显著减小甚至消失.当孔洞半径较小时，

界面模型的结果与界面相模型的结果存在较大差异.随着孔洞半径的增加，两个模型计算结果的差异也逐渐减小.

　　　　　　　　　　　  　　　　　　　　  　附录 A 

af1κfRf −af1Rf −am1 κmC1Rf +am1 C1Rf +bm−1C1/Rf = 0， （A1）

am1 (1−C3)+am1 (1−C3)+bm−1 (1+C4)/R2
f −af1 −af1 +bm−1C4/R2

f = 0， （A2）

am1 κmRm −am1 Rm −bm−1/Rm −aem1 C2κemRm +aem1 C2Rm +bem−1C2/Rm = 0， （A3）

am1 Rm +am1 Rm +bm−1/Rm −aem1 Rm −aem1 Rm −bem−1/Rm = 0， （A4）

3af3R3
f +bf1Rf +am−1κmC1/Rf −3am3 C1R3

f −bm1 C1Rf = 0， （A5）

am−1 (C3 −2C4 −1)/R2
f +am3 (1−3C3 −6C4)R2

f +bm−3 (1+3C4)/R4
f −af3R2

f −bm1 C4 = 0， （A6）

am−1κm/Rm −3am3 R3
m −bm1 Rm −aem−1C2κem/Rm +bem1 C2Rm = 0， （A7）

am−1/Rm +3am3 R3
m +bm1 Rm −aem−1/Rm −bem1 Rm = 0， （A8）

af3κfR
3
f −am3 κmC1R3

f −am−1C1/Rf +bm−3C1/R3
f = 0， （A9）

3am3 (C3 +2C4 −1)R2
f +am−1 (2C4 −C3 −1)/R2

f + (C4 −1)bm1 +3af3R2
f +bf

1 −3bm−3C4/R4
f = 0， （A10）

am3 κmR3
m +am−1/Rm −bm−3/R

3
m −aem−1C2/Rm +bem−3C2/R3

m = 0， （A11）

am3 R3
m −am−1/Rm +bm−3/R

3
m +aem−1/Rm −bem−3/R

3
m = 0， （A12）

C1 = µf/µm C2 = µm/µem C3 = ES f/(2ΓmRf) C4 = ES f/(4µmRf)式中， ， ， ， .

　　　　　　　　　　　  　　　　　　　　  　附录 B

a(i)
1 κiRi −a(i)

1 Ri −b(i)
−1/Ri −a(i+1)

1 gi(i+1)κi+1Ri +a(i+1)
1 gi(i+1)Ri +b(i+1)

−1 gi(i+1)/Ri = 0， （B1）

a(i)
1 Ri +a(i)

1 Ri +b(i)
−1/Ri −a(i+1)

1 Ri −a(i+1)
1 Ri −b(i+1)

−1 /Ri = 0， （B2）
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a(i)
−1κi/Ri −3a(i)

3 R3
i −b(i)

1 Ri −a(i+1)
−1 gi(i+1)κi+1/Ri +3a(i+1)

3 gi(i+1)R3
i +b(i+1)

1 gi(i+1)Ri = 0， （B3）

a(i)
−1/Ri +3a(i)

3 R3
i +b(i)

1 Ri −a(i+1)
−1 /Ri −3a(i+1)

3 R3
i −b(i+1)

1 Ri = 0， （B4）

a(i)
3 κiR3

i +a(i)
−1/Ri −b(i)

−3/R
3
i −a(i+1)

3 gi(i+1)κi+1R3
i −a(i+1)

−1 gi(i+1)/Ri +b(i+1)
−3 gi(i+1)/R3

i = 0， （B5）

a(i)
3 R3

i −a(i)
−1/Ri +b(i)

−3/R
3
i −a(i+1)

3 R3
i +a(i+1)

−1 /Ri −b(i+1)
−3 /R3

i = 0， （B6）

gi(i+1) = µi/µi+1 a(1)
−1 = a(4)

3 = b(1)
−1 = b(1)

−3 = 0式中， ， ，i=1, 2, 3.

　　　　　　　　　　　  　　　　　　　　  　附录 C

Ω2 ν2 = 0 E2 = limt→0
ES f

t
Ω2 c2 = 0

在界面相模型中取界面相 的 Poisson比 ，弹性模量 ，t=R2−R1 为界面相厚度.当界面相厚度趋近

于 0时，界面相 的体积分数 .在此情况下，两个模型中符号的对应关系如表 C1所示.
  

表 C1    界面模型和界面相模型中的对应符号

Table C1    Conespording symbols in the interface model and the interphase model
 

interphase model interface model

R1 R3, Rf Rm,
c1 c3, cf cm,

Γ1 Γ3, Γf Γm,

Ω1 Ω3 Ω4, , Ωf Ωm Ωem, ,

35在式 ( )中

L2=
(2g23 + κ2 −1)(2g12 + κ1 −1) + 2

(
R1

R2

)2
(g23 −1)[g12(κ2 −1)− κ1 +1]

g12g23(κ2 +1)(κ3 +1)
=(

µ2

µ3
+1−2ν2

)(
µ1

µ2
+1−2ν1

)
+

(
R1

R2

)2 (
µ2

µ3
−1

)[
µ1

µ2
(1−2ν2)− (1−2ν1)

]
4
µ1

µ3
(1− ν2)(1− ν3)

=

(
µ2

µ3
+1

)(
µ1

µ2
+1−2ν1

)
+

(
R1

R2

)2 (
µ2

µ3
−1

)[
µ1

µ2
− (1−2ν1)

]
4
µ1

µ3
(1− ν3)

=

µ1

µ3
+
µ2

µ3
(1−2ν1)+

µ1

µ2
+ (1−2ν1)+

(
R1

R2

)2
µ1

µ3
−

(
R1

R2

)2
µ2

µ3
(1−2ν1)−

(
R1

R2

)2
µ1

µ2
+

(
R1

R2

)2
(1−2ν1)

4
µ1

µ3
(1− ν3)

=

µ1

µ3

1+ R2
1

R2
2

+ µ2

µ3
(1−2ν1)

1− R2
1

R2
2

+ µ1

µ2

1− R2
1

R2
2

+ (1−2ν1)

1+ R2
1

R2
2


4
µ1

µ3
(1− ν3)

=

2
µf
µm
+

ES f (1+ νm)(1−2νf)
(R2 −R1)Em

R2
2 −R2

1

R2
2

+2(1−2νf)

4
µf
µm

(1− νm)
=

2
µf
µm
+2

ES f (1+ νm)
Rf Em

(1−2νf)+2(1−2νf)

4
µf
µm

(1− νm)
=

2
µf
µm
+

ES f (1+ νm)
Rf Em

(2−4νf)+ (2−4νf)

µf
µm

(4−4νm)
=

2
µf
µm
+

ES f

2µmRf
(3−4νf −1)+ (3−4νf −1)

µf
µm

(3−4νm +1)
=

2C1 +2C4(κf −1)+ (κf −1)
C1(κm +1)

=
2C1 + (2C4 +1)(κf −1)

C1(κm +1)
= M1， （C1）
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L1c2 =
2g12 + κ1 −1
g12 (κ2 +1)

R2
2 −R2

1

R2
3

=

µ1

µ2
+1−2ν1

2
µ1

µ2
(1− ν2)

R2
2 −R2
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， （C2）

L1c2

Γ2
=

ES f (1+ νf) (1−2νf)Rf

Γ2EfR2
m

=
2ES f (1+ νf)2(1−2νf)2Rf

E2EfR2
m

=

2ES f (1+ νf)2(1−2νf)2Rf (R2 −R1)
ES fEfR2

m
= 0. （C3）

在式 (23)中

M1C3cf −
M−1C4cf

R2
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f
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]
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RfEm
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]
(2−4νf)+
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µm

(2−4νm)
}

ES f (1+ νm)

µf
µm

(3−4νm +1)RfEm
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(2−4νf) ES f (1+ νm) (2−2νm)
Ef (1+ νm) (3−4νm +1)RfEm

Em (1+ νf)

R2
f
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m
=

ES f (1+ νf) (1−2νf)Rf

EfR2
m

. （C4）

由式 (C2)和式 (C4)可知

L1c2 = M1C3cf −
M−1C4cf

R2
f

. （C5）

将式 (C1)、(C3)和 (C5)代入式 (35)，可得

B4 =

cf +M1 (1− cf)+M1C3cf −
M−1C4cf

R2
f

cf
Γf
+

M1 (1− cf)
Γm

= Bem， （C6）

即界面相模型的有效体积模量 (式 (35))解析退化为界面模型的有效体积模量 (式 (23)).
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