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摘要：  考虑应变梯度和速度梯度的影响，建立薄板控制微分方程及给出其边值问题的提法，修正了前人给出的薄板

角点条件.采用 Levy 法，给出受分布力作用下简支板的挠度及自由振动频率的解析解.通过与文献中分子动力学数

据对比，验证了该文模型的有效性并提出校核材料参数的一种方法.研究结果表明，增大弹性地基和应变梯度参数可

以有效提高板的等效刚度，而速度梯度参数则相反.该文提出的板的边值问题为研究薄板在复杂支撑边界及外荷载

等条件提供了理论依据.同时，有望为其有限元法、有限差分法和基于能量原理的 Galerkin 法等数值方法提供理论

依据.
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Abstract：A new type of thin plate model and the related nonclassical boundary value problems were established within the
framework of strain gradient and velocity gradient elasticity. The closed-form solutions of deflections and free vibrational
frequencies  of  a  simply  supported  plate  resting  on  an  elastic  foundation  were  obtained.  The  results  of  the  present  model
agree  well  with  those  predicted  by  the  molecular  dynamics.  Numerical  results  show  that,  the  elastic  foundation  and  the
strain gradient parameter have a stiffness-hardening effect,  while the velocity gradient parameter has a stiffness-softening
effect. The proposed boundary value problems are of great significance to the study of the mechanical behaviors of plates
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under complex boundary conditions and external loadings. Furthermore, it will be useful for developing effective numerical
methods such as the finite element method, the finite difference method and the Garlerkin method.

Key words：plate；vibration；deflection；strain gradient theory；variational principle

 

引　　言

板结构广泛应用于航空航天、土木、机械等领域，在几乎所有工程科学中广泛存在.因此，对板结构的经

典理论力学的研究一直是前沿课题.然而，随着科技的快速发展，尤其是纳米技术的革新，人们发现，越来越多

工程结构的力学行为用经典结构力学理论预测会得到很大的误差[1-2]
.例如，Lam等[3] 的微梁弯曲实验结果表

明，梁的归一化刚度与其厚度有密切联系；而传统梁模型的归一化刚度却与梁厚度无关.Chen等[4] 研究表明，

ZnO结构的弹性模量具有尺寸效应.随着研究的进一步深入，人们发现，材料所表现出的尺寸效应随着材料/结
构尺寸的减小逐渐明显[5-6]

.

因此，如何建立能够准确表征结构/材料尺寸效应的力学模型，近年来一直是力学工作者研究的关键科学

问题和热点问题[7]
.基于此，Wang等[8-9] 采用分子动力学和力学模型研究发现，碳纳米管具有尺寸效应的波动

行为，可由应变梯度模型较好地进行预测.Ansari等[10] 研究了薄板振动问题，并给出了非经典板模型与分子动

力学结果吻合得很好的结论.Khakalo等[11] 研究了具有三维三角形结构的蜂窝板结构的力学模型，并利用均匀

化方法给出了非经典材料参数.王碧蓉等[12] 通过修正剪力非局部参数，研究了双臂碳纳米管的波传播特性.

近年来，研究者们广泛关注板挠度的解析解及数值解的研究[13-14]
.然而，基于简化的应变梯度理论的薄板

模型的研究还较少.为弥补这一不足，本文提出一种新型薄板理论，并构建其边值问题.以弹性地基板为例，研

究了尺寸效应参数对薄板挠度解及自由振动频率的影响. 

1    应变梯度理论及 Kirchhoff 板模型
 

1.1   应变梯度理论

Ω根据简化的应变梯度理论[15-16]，体积为 V、平面域为 的线弹性体的应变能为

U =
1
2

w
V

(σi jεi j+τi jkηi jk)dV , （1）

式中

εi j =
1
2

(ui, j+u j,i), （2）

ηi jk = εi j,k =
1
2

(ui, jk +u j,ik) （3）

τi jk分别为应变张量和应变梯度张量（不失一般性，本文中所用符号均符合张量的符号约定）；高阶应力张量 为

τi jk = l22σi j,k， （4）

其中，l2 为表征由于应变梯度引起的材料尺度效应的参数.

根据文献 [17]，外力功为

W =
w

V
b̂ ·udV +

w
Ω

( t̂ ·u+ m̂ ·u,n)dΩ+
w
Γ

f̂ ·uds+
Nc(V)∑
c=1

F̂c ·uc, （5）

b̂ t̂ m̂ f̂ F̂c式中， ， ， ， ， 和 Γ分别为体力、面内合力、面内弯矩、边界线力、角点力和边界线.

系统的总动能包括经典动能和速度梯度引起的动能，即

T =
1
2

w
V

(
ρu̇2

i +ρl
2
1u̇2

i, j

)
dV, （6）

ρ l1 u̇i, j式中， ， 和 分别为体密度、表征速度梯度的材料参数和速度梯度.

系统的总势能由动能、应变能和外力功三个部分组成，其表达式为
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Π =
1
2

w
V

(ρu̇2
i +ρl

2
1u̇2

i, j)dV − 1
2

w
V

(σi jεi j+τi jkηi jk)dV +
w

V
b̂ ·udV+

w
Ω

( t̂ ·u+ m̂ ·u,n)dΩ+
w
Γ

f̂ ·uds+
Nc(V)∑
c=1

F̂c ·uc. （7）
 

1.2   薄板方程及边界条件

θ p3 M̂nn M̂nnn Q̂n

考虑一各向同性的线弹性均质材料，厚度为 h，在 xOy 平面内所围成的平面域为 Ω，该域边界为分段光滑

曲线 Γ，切线方向为 s，外法线方向为 n，如图 1所示.规定 n 到 s 的转向与 x 轴到 y 轴的转向相同时为正，并且

n 和坐标 x 的夹角为 .假定薄板承受一横向载荷 、边界弯矩 、高阶边界弯矩 和边界力 的作用，横

向位移为 w(x, y).
  

图 1    板边界及荷载

Fig. 1    Boundary conditions and loadings
 

由薄板的假定，得以下几何关系：

εαβ = −zw,αβ. （8）

本文中，下标中的希腊字母仅取 x, y.
在平面应力状态下的各向同性薄板的本构方程为

σαβ =
E

1−µ2 [µεγγδαβ+ (1−µ)εαβ], （9）

δ δ式中，E，µ和 分别为板的弹性模量、Poisson比和 函数.

Rαβ Mαβ令 和 分别为厚度引起的单位宽度广义力和经典弯矩，定义如下物理量：
Rαβ = l22

w h/2

−h/2
σαβ,zdz,

Mαβ =
w h/2

−h/2
σαβzdz.

（10）

则以位移 w 表示的弯矩为
Mxx = −D(w,xx +µw,yy),

Myy = −D(w,yy+µw,xx),

Mxy = Myx = −D(1−µ)w,xy,

（11）

D =
Eh3

12
(
1−µ2)式中， 为板的抗弯刚度.

由式 (9)和 (10)可知，由厚度引起的广义力与弯矩存在如下关系：

Rαβ =
12l22
h2 Mαβ. （12）

σαz = 0 ηαβz = εαβ,z =

−w,αβ , 0 ηαβz

在平面应力状态下，可以忽略所有带有 z 指标的应力，如 .但由式 (3)和 (8)可知，

.因此，文献 [18]简单地忽略 对应变能的影响，会产生较大的误差.

根据式 (1)、(3)和 (4)，应变能的一阶变分为
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δU =
w

V
(σαβδεαβ+ταβγδηαβγ +ταβzδηαβz)dV =w

Ω

w
z
(σαβδεαβ+ l22σαβ,γδεαβ,γ + l22σαβ,zδεαβ,z)dzdΩ. （13）

结合式 (8)和式 (13)，并考虑到式 (10)中弯矩的定义，可以改写式 (13).随后对所得方程的指标 γ进行一

次分部积分后，式 (13)最终可改写为如下三个积分之和：

δU =
w
Ω

(−Mαβ+ l22Mαβ,γγ)δw,αβ dΩ︸                                 ︷︷                                 ︸
I1

+
w
Ω
−Rαβδw,αβ dΩ︸               ︷︷               ︸

I2

+ l22
w
Ω

(−Mαβ,γδw,αβ),γ dΩ︸                         ︷︷                         ︸
I3

. （14）

将指标依次代入，式 (14)中 I1 可展开为如下分量形式：

I1 = −L2

w
Ω

(Mxxδw,xx +Myyδw,yy+2Mxyδw,xy)dΩ. （15）

L2 L2(·) = 1− l22(·),γγ如无特殊说明，本文公式中的偏微分算子 仅作用于弯矩，且 .

式 (15)可通过使用两次 Gauss散度定理，最后结果为

−L2

w
Ω

(Mxxδw,xx +Myyδw,yy+2Mxyδw,xy)dΩ = −L2

w
Ω

[(Mxxδw,x −Mxx,xδw ),x +Mxx,xxδw]dΩ−

L2

w
Ω

[(Myyδw,y−Myy,xδw ),y+Myy,yyδw]dΩ−L2

w
Ω

2[(Mxyδw,x ),y− (Mxy,yδw),x +Mxy,xyδw]dΩ. （16）

令任意函数 f1=f1(x,y)和 f2=f2(x,y)，将 Stokes公式w
Ω

( f1,x − f2,y) dΩ =
w
Γ

( f1 cos θ− f2 sin θ) ds

代入式 (16)，可将面积分转化为线积分.随后，利用附录 A并经过繁琐的推导，得以下线积分表达式：

I1 = −L2

w
Ω

(Mxx,xx +Myy,yy+2Mxy,xy)δwdΩ+
w
Γ

Qn1δwds−w
Γ

Mnn1δw,n ds+
w
Γ

Mnsδw,s ds, （17）

其中

Qn1 =L2(Qx cos θ+Qy sin θ), （18）

Mnn1 =L2(Mxxcos2θ+Myysin2θ+2Mxy sin θcos θ), （19）

Mns =L2(Mxxsin θcos θ−Myysin θcos θ−Mxy cos(2θ))， （20）

式中，Qn1，Mnn1 和 Mns 分别为仅考虑 x, y 影响的非经典剪力、法向弯矩和切向弯矩.

利用式 (11)，式 (18)~(20)可以改写为直角坐标系下 xOy 的结果.随后，利用附录 A，式 (18)~(20)可进一步

改写成局部坐标系 (n, s)的形式，结果为
Qn1 = −DL2∇2w,n,

Mnn1 = −DL2(w,nn+µw,ss),

Mns = (1−µ)DL2w,ns.

（21）

w
Γ

Mnsδw,s ds式 (17)等号右端最后一个积分项 代表等效剪力项，可以通过分部积分进一步化简为w
Γ

Mnsδw,s ds =
∑

k

[Mns]kδw−
w
Γ

Mns,sδwds, （22）

[Mns]k式中， 为第 k 个角点的弯矩.∑
k
[Mns]kδw

w
Γ

Mnsδw,s ds = −
w
Γ

Mns,sδwds

L2 12l22/h
2

对于光滑边界， 为零，这样式 (22)变成 .为简化推导，本文先考

虑光滑边界，随后考虑分段光滑边界的角点条件.经过类似的推导过程，并注意到式 (12)间的关系，我们很容

易就得到 I2 的表达式，即只需要将 I1 所得关系式中的 替换成 即可.

相似地，通过繁琐的推导，式 (14)中 I3 为
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I3 = −l22
w
Γ

(Mxx,x cos θ+Mxx,y sin θ)δw,xx ds− l22
w
Γ

(Myy,x cos θ+Myy,y sin θ)δw,yy ds−

2l22
w
Γ

(Mxy,x cos θ+Mxy,y sin θ)δw,xy ds =

− l22
w
Γ

(Qn2δw+Mnn2δw,n+Mnnnδw,nn)ds, （23）

式中 
Qn2 = −D(µw,nn+w,ss),nss,

Mnn2 = 2D(1−µ)w,nnss,

Mnnn = −D(w,nnn+µw,nss).

（24）

式（23）的第一个等号利用了 Stokes公式，第二个等号利用了附录 A中的转换关系和两次对 s 的分部积分.

结合式 (17)、(23)和 I2，应变能式 (14)的一阶变分为

δU = −
L2+

12l22
h2

w
Ω

(Mxx,xx +Myy,yy+2Mxy,xy)δwdΩ+
w
Γ

Q∗nδwds−
w
Γ

M∗nnδw,n ds− l22
w
Γ

Mnnnδw,nnds， （25）

式中

Q∗n = Qn1−
12l22
h2 D∇2w,n−Mns,s− (1−µ)

12l22
h2 Dw,nss− l22Qn2, （26）

M∗nn = Mnn1−
12l22
h2 D

(
w,nn+µw,ss

)
+ l22Mnn2 （27）

分别为非经典总等效剪力和总法向弯矩.

利用式 (21)和 (24)，式 (26)和 (27)可以改写为如下位移形式：

Q∗n = −
1+ 12l22

h2

D [w,nnn+ (2−µ)w,nss
]
+ l22D

[
w,nnnnn+ (3−µ)w,nssss+3w,nnnss

]
, （28）

M∗nn = −
1+ 12l22

h2

D (w,nn+µw,ss
)
+ l22D

[
w,nnnn+ (3−µ)w,nnss+µw,ssss

]
. （29）

l22 = 0 δw

δw,n δw,nn

−l22Mnnn l22 = 0

需要指出的是，在经典板理论中 (令式 (25)中 )，总应变能变分式中对应虚位移 的为等效剪力，对

应法向转角 的为弯矩.然而，对于应变梯度板来讲，式 (25)附加一虚曲率项 对应的为高阶弯矩

.可以看到，当 时，以上边界条件与经典理论得到的结果完全一致[19]，这间接证明了推导边界条件

的有效性.

由式 (25)，可知外力虚功的形式为

δW =
w
Ω

p3δwdΩ+
w
Γ

Q̂nδwds−
w
Γ

M̂nnδw,n ds−
w
Γ

M̂nnnδw,nn ds. （30）

[t0, t1]考虑到式 (6)，可得动能在时间间隔 的一阶变分为

δ
w t1

t0
Tdt =

1
2
ρhδ

w
Ω

w t1

t0
[ẇ2+ (l21ẇ2

,x + l21ẇ2
,y)]dΩdt =

−ρh
w
Ω

w t1

t0
L1ẅδw dΩdt+ρh

w
Ω

[ẇδw+ l21ẇ,xδw,x + l21ẇ,yδw,y]|t=t1
t=t0dΩ−

ρhl21
w t1

t0

w
Γ

(ẅ,xcos θ+ ẅ,ysin θ)δwdsdt = −ρh
w
Ω

w t1

t0
L1ẅδwdΩdt+

ρh
w
Ω

[ẇδw+ l21ẇ,xδw,x + l21ẇ,yδw,y]|t=t1
t=t0dΩ−ρhl21

w t1

t0

w
Γ

ẅ,nδwdsdt, （31）

L1(·) = 1− l21(·),γγ t = t0 t = t1式中， .值得一提的是，当薄板的位形在初始时刻 和最终时刻 给定时，式 (31)最后结

果中等号右端第二项为零.

利用 Hamilton原理，有
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δ
w t1

t0
(T −U +W)dt = 0. （32）

将式 (25)、(30)和 (31)代入到式 (32)并考虑到式 (11)，得承受横向分布载荷下的薄板控制方程为L2+
12l22
h2

D∇2∇2w+ρhL1ẅ = p3， （33）

边界条件为

Q∗n+ρhl21ẅ,n = Q̂n or w = ŵ， （34）

M∗nn = M̂nn or w,n = ŵ,n， （35）

l22Mnnn = M̂nnn or w,nn = ŵ,nn， （36）

Q∗n M∗nn Mnnn ŵ ŵ,n ŵ,nn式中， ， 和 分别由式 (28)、(29)和 (24)给出； ， 和 为给定边界.为了同经典薄板的边界条件对

应，本文仍称式 (34)和 (35)为经典边界条件，称式 (36)为非经典边界条件.

显然，当应变梯度参数和速度梯度参数都取零时，式 (33)退化为经典薄板的控制方程，式 (34)和 (35)退
化为经典薄板的边界条件，式 (36)将自动满足.对于一般梯度薄板来讲，式 (34)~(36)给出了光滑平面域内的

非经典边界条件.当不考虑 z 方向的微分（即令 I2=0）和速度梯度影响时，式 (33)退化成文献 [18]的结果.

本小节将讨论工程中常见非经典薄板的边界条件：

w = 0

w,n = 0 w,nn = 0

(ⅰ) 对于周边固支圆板，其周向挠度和法向转角为零.因此，式 (34)给出的经典边界条件为 ，式

(35)给出的经典边界条件为 .由于边界高阶弯矩不为零，式 (36)给出的非经典高阶边界条件为 .

w = 0

M∗nn = M̂nn = 0

Mnnn = 0 w,nn = 0

(ⅱ) 对于周边简支圆板，其周向挠度和弯矩为零.因此，式 (34)给出的经典边界条件为 ，式 (35)给出

的经典边界条件为 .由于边界存在高阶弯矩或法向曲率不为零的情况，式 (36)给出的非经典高

阶边界条件为 或 .

θ = 0对于矩形薄板，以边界线法向为 x 轴正向为例，此时有 ，且 (n, s)与 (x, y)坐标系重合.这表明，可以简

单地把边界条件 (34)~(36)中的 n, s 分别替换为 x, y.因此，3种常见薄板的边界条件列于表 1中.
  

表 1    矩形薄板 3 种常见的边界条件

Table 1    Three common boundary conditions (BCs) for a rectangular plate
 

boundary condition BC1 BC2 BC3

clamped w=0 w,x=0 Mxxx=0　or　w,xx=0

simply support w=0 M*
xx=0 Mxxx=0　or　w,xx=0

free Q∗x +ρhl21ẅ,x = 0 M*
xx=0 Mxxx=0　or　w,xx=0

 

1.3   角点条件

本小节将考虑板边界为分段光滑边界的角点问题.在推导边界条件时，角点条件由以下五部分组成.

第一部分由式 (17)等号右边最后一项产生，为
FCC1 = ∥(1−µ)DL2w,nsδw∥. （37）

第二部分由 I2 产生，为

FCC2 =
12l22
h2 ∥(1−µ)Dw,nsδw∥. （38）

第三部分由式 (23)第一个等号右边第一项产生，为

FCC3 = −l22(∥−Mxx,nssin2θδw∥+ ∥Mxx,nsin2θδw,s∥+ ∥−Mxx,n sin(2θ)δw,n∥). （39）

第四部分由式 (23)第一个等号右边第二项产生，为

FCC4 = −l22(∥−Myy,nscos2θδw∥+ ∥Myy,ncos2θδw,s∥+ ∥Myy,n sin(2θ)δw,n∥). （40）

第五部分由式 (23)第一个等号右边第三项产生，为

FCC5 = −l22(∥Mxy,ns sin(2θ)δw∥+ ∥−Mxy,n sin(2θ)δw,s∥+ ∥2Mxy,n cos(2θ)δw,n∥). （41）

叠加以上五式，得以位移表示的角点条件为
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FCC =

5∑
i=1

FCCi =

1+ 12l22
h2

∥(1−µ) Dw,nsδw∥−

l22D{∥[w,nnns+ (2−µ)w,nsss]δw∥− ∥(µw,nnn+w,nss)δw,s∥+2∥(µ−1)w,nnsδw,n∥}. （42）

值得一提的是，转化为本文符号后，文献 [18]通过变分原理导出的角点条件为

FCC = ∥(1−µ) Dw,nsδw∥+ l22D
{∥[(3−µ)w,nsss

]
δw∥+ ∥µ (w,sss−w,nns

)
δw,n∥

}
. （43）

δw,s显然，文献 [18]中把 项遗漏了.与文献 [18]不同，本文的创新性体现在以下几个方面：1)考虑了速度

梯度影响，即在总动能式 (6)中考虑了含有 l1 的微分项；2)考虑了沿厚度方向的微分对板有效抗弯刚度的贡

献，即考虑了由厚度引起的广义力方程 (12)对板刚度的影响. 

2    弹性地基上的周边简支矩形板

考虑一放置于弹性地基上的均质等厚度各向同性薄板，其长宽高分别为 a, b 和 h，如图 2所示.弹性地基

符合Winkler地基模型，则地基反力为–Kw(x, y)，K 为地基刚度系数.
  

图 2    弹性地基上的周边简支矩形板

Fig. 2    A fully simply supported rectangular plate resting on an elastic foundation
  

2.1   静位移分析

首先考虑一承受横向均布荷载为 p 的四边简支薄板的静位移问题.此时板的控制微分方程 (33)改写为L̂2+
12l22
h2

D∇2∇2w+Kw = p. （44）

挠度可用双三角级数表示为

w =
∑

m

∑
n

wmn sin(λmx) sin(λny) , （45）

λm = mπ/a λn = nπ/b式中，wmn 为待求参数， ， .

均布荷载 p 可用双三角级数表示为

p =
∑

m

∑
n

Pm sin(λmx) sin(λmy) , （46）

Pmn =
4

ab

w a

0

w b

0
psin(λmx) sin(λny)dxdy =

16p
mnπ2 .式中        

将式 (45)和 (46)同时代入式 (44)，可得 wmn 的表达式.再将该表达式回代入式 (45)，得挠度解为

w =
16p
π2

∑
m=1,3,···

∑
n=1,3,···

sin(λmx) sin(λny)

mn
1+ l22

(
λ2

m+λ
2
n
)
+

12l22
h2

(λ2
m+λ

2
n
)2 D+K

. （47）

当 l2 不存在时，上式可退化成经典文献[19] 的结果. 

2.2   自由振动分析

其次考虑一周边简支薄板的自由振动问题.此时式 (33)可改写为以下频域方程：L2+
12l22
h2

D∇2∇2w−ρhω2
mnL1w = 0. （48）

将式 (45)代入式 (48)，可得板固有频率解为
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ωmn =

√√√√√√√√1+ l22(λ2
m+λ

2
n)+

12l22
h2

 (λ2
m+λ

2
n)2D+K

ρh[1+ l21(λ2
m+λ

2
n)]

. （49）

如令 l1= l2=0，即不考虑应变梯度和速度梯度参数的影响时，式 (49)可退化为经典结果[19]
. 

3    结果和讨论

为研究梯度参数和地基参数对板结构力学行为的影响，本节分别选取板的静位移和固有频率进行研

究.根据经典板理论，引入以下无量纲化位移及无量纲化固有频率参数：

w̄ = 1 000×w/(pa4/D), Ωmn =
ωmn

1
a2

√
D
ρh

. （50）

如无特殊说明，板为正方形板，边长为 a，且计算参数为

µ = 0.3, K̄ = Ka4/D.
 

3.1   有效性验证

当不考虑地基影响时，Ansari等[10] 利用分子动力学（MD）的方法研究了 zigzag型方形石墨烯的自由振动

频率问题.为验证本文模型的有效性，本小节将对比他们的结果.文献 [10]中板的计算参数为

D = 3.361×10−18 Pa ·m3, ρ = 2 250 kg ·m−3, h = 0.34 nm, （51）

式中，D，ρ，h 分别为板的抗弯刚度、体密度和厚度.

将以上材料参数代入到式 (49)，并令 m=n=1, K=0，得到拟合函数.利用拟合函数拟合文献 [10]中的数据，

得尺寸效应参数为
(l1, l2) = (1.467,0.034) nm. （52）

需要说明的是，式 (52)中的材料参数仅适用于文献 [10]中拟合石墨烯 MD的结果.对于碳纳米管等结构

来说，基于应变梯度和速度梯度理论的材料参数 l1 和 l2 也可通过类似的方法通过拟合得到，如文献 [20]给出

的拟合结果为 l2=0.035 5 nm，l1/l2=2.5.
不失一般性，后文采用式 (52)的材料参数计算.

图 3给出了基频随方形板边长的变化关系.可以看到，本文结果与 MD方法得到的结果吻合得很好，而经

典薄板解却不能很好地预测板振动频率随其边长的变化，尤其当边长 a<15 nm时.同时，当不考虑速度梯度影

响时（即令 l1=0），得到的基频频率与文献 [10]中的结果差异较大.这些间接地证明了本文模型的精确性及在

工程实践中预测微纳米板结构力学行为的必要性.
  

图 3    周边简支方形板的基频与其边长的关系

Fig. 3    The fundamental frequency vs. the side length of a simply supported square plate
  

3.2   地基刚度参数的影响

图 4显示了 y=a/2方形截面上地基参数对沿 x 方向位移的影响.由该图可知，板位移随着地基刚度参数的

增加而减小，并且跨中取得最大挠度.这表明，地基参数使板的等效刚度变大.
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图 5给出了不同地基参数下板无量纲基频随其边长的变化关系.由该图可知，随着边长的增加，其无量纲

基频逐渐增大.同时，板的无量纲基频随地基刚度参数的增加而增加.这表明，材料梯度参数和地基参数均使

板的等效刚度变大. 

3.3   应变梯度 l2 的影响

图 6和图 7给出了应变梯度参数 l2 对方形板挠度和基频的影响.由图可知，位移随 l2 的增大而迅速减小，

而基频却相反.这表明，l2 对板等效刚度有很大的影响，因而在工程应用中不可忽略. 

 

 
图 4    地基刚度系数对周边简支方板位移形状的影响

Fig. 4    Effects  of  the  foundation  stiffness  on  the  displacement  of  a  simply

supported square plate for y=a/2
 

 

 
图 5    地基刚度系数对周边简支方板基频的影响

Fig. 5    Effects of the foundation stiffness on the fundamental frequency of a

simply supported square plate
 

 

 
图 6    应变梯度参数 l2 对周边简支方板位移形状的影响

Fig. 6    Effects of strain gradient parameter l2 on the displacement of

a simply supported square plate for y=a/2
 

 

 
图 7    应变梯度参数 l2 对周边简支方板基频的影响

Fig. 7    Effects of strain gradient parameter l2 on the fundamental frequency

of a simply supported square plate
 

 

 
图 8    速度梯度参数 l1 对周边简支方板位移形状的影响

Fig. 8    Effects of velocity gradient parameter l1 on the displacement of

a simply supported square plate for y=a/2
 

 

 
图 9    速度应变梯度参数 l1 对周边简支方板基频的影响

Fig. 9    Effects  of  velocity  gradient  parameter  l1  on  the  fundamental

frequency of a simply supported square plate
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3.4   速度梯度 l1 的影响

速度梯度参数 l1 对方形板挠度和基频的影响分别如图 8和图 9所示.由图可知，速度梯度参数 l1 对方形

板挠度无影响，这可由式 (47)进行验证.随着 l1 的增大，基频越来越小.这表明，l1 的增大减少了板的等效刚

度，因而在工程应用中应充分考虑，以得到准确的结果. 

4    结　　论

基于应变梯度理论，本文提出了考虑 z 轴梯度影响下的薄板边值问题，给出了其变分自洽的角点条件.以

周边简支薄板为例，研究了承受均布荷载作用下弹性地基板的静挠度和自由振动频率.所得结论如下：

1) 本模型可有效捕捉经典板模型在预测其分子动力学结果方面的不足.

2) 增大地基刚度参数和应变梯度参数可有效提高板的等效刚度.

3) 增大速度梯度参数则会减少板的等效刚度.

本文得到的板的能量方程及边界条件问题的提出，不仅对于构造其相应的数值方法提供理论依据，而且

对其应用于土木结构、机械系统等领域提供一定的参考.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　附　录　A

θ图 A1显示了 (n, s)坐标系和 (x, y)坐标系，以及板边界 Γ，以逆时针为正，x 轴正向到 n 轴正向夹角为 .则任一函数对坐

标 x, y 和 n, s 的偏导数之间存在如下关系：

(·),x = cos θ(·),n − sin θ(·),s, （A1）

(·),y = sin θ(·),n + cos θ(·),s, （A2）

(·),xx = cos2 θ(·),nn − sin(2θ)(·),ns + sin2 θ(·),ss, （A3）

(·),xy = sin θcos θ(·),nn + cos(2θ)(·),ns − sin θcos θ(·),ss, （A4）

(·),yy = sin2 θ(·),nn + sin(2θ)(·),ns + cos2 θ(·),ss, （A5）

(·),xxx = cos3θ(·),nnn + (−sin θcos2θ− cos θsin(2θ))(·),nns + (sin θsin(2θ)+ cos θsin2θ)(·),nss − sin3θ(·),sss, （A6）

(·),xxy = sin θcos2θ(·),nnn + (cos3θ− sin θsin(2θ))(·),nns + (−cos θsin(2θ)+ sin3θ)(·),nss + sin2θcos θ(·),sss, （A7）

(·),xyy = cos θsin2θ(·),nnn + (−sin3θ+ cos θsin(2θ))(·),nns + (−sin θsin(2θ)+ cos3θ)(·),nss − sin θcos2θ(·),sss, （A8）

(·),yyy = sin3θ(·),nnn + (cos θsin2θ+ sin θsin(2θ))(·),nns + (cos θsin(2θ)+ sin θcos2θ)(·),nss + cos3θ(·),sss. （A9）
  

图 A1    坐标系 (x, y)和 (n, s)及板边界 Γ

Fig. A1    Coordinate systems (x, y) and (n, s) at a piecewise smooth plate boundary Γ
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