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RBF-PU 方法求解二维非局部扩散问题
和近场动力学问题*

张尚元，  聂玉峰，  李义强

（西北工业大学 数学与统计学院，西安 710129）

 
摘要：  采用单位分解径向基函数 (radial basis function partition of unity，RBF-PU) 方法，数值求解了二维非局部扩散

问题和近场动力学问题.主要思想是对求解区域进行局部划分，在局部子区域上分别进行函数逼近，然后加权得到未

知函数的全局逼近.这种基于方程强形式的径向基函数方法在求解非局部问题时，不需要处理网格与球形邻域求交

的问题，避免了额外的一层积分计算，实施简便，计算量小.数值实验显示计算结果与解析解吻合较好，RBF-PU 方法

可以准确有效地求解非局部扩散方程和近场动力学方程.
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The RBF-PU Method for Solving 2D Nonlocal Diffusion
and Peridynamic Equations

ZHANG Shangyuan，  NIE Yufeng，  LI Yiqiang
（School of Mathematics and Statistics, Northwestern Polytechnical University, Xi’an 710129, P.R.China）

 
Abstract：The radial basis function partition of unity (RBF-PU) method was applied to obtain the numerical solution of 2D
nonlocal diffusion and peridynamic problems. The main idea is to partition the original domain into several patches, use the
RBF  approximation  on  each  local  domain,  and  then  give  weighting  to  obtain  the  global  approximation  of  the  unknown
function. The radial basis function method based on the strong form of the equation has many advantages, such as avoiding
an additional layer of integral calculation, no need to deal with intersections of neighborhoods with the mesh, and easiness
of  implementation.  The numerical  results  show that,  this  method can solve nonlocal  diffusion equations and peridynamic
equations accurately and efficiently.

Key words：RBF interpolation；partition of unity；nonlocal diffusion；peridynamics

 

引　　言

经典的扩散现象和弹性力学问题是通过偏微分方程 (partial differential equation，PDE)来刻画的，由于模
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型在建立之初就默认解具有一定的连续性，因此这类经典模型不适用于解具有奇异性的情形.为此，研究者们

提出了非局部扩散模型[1-2] 和近场动力学 (peridynamics，PD)模型[3-5]，这两类非局部模型方程都是以有限作用

范围的积分形式呈现，并且不涉及未知量的空间导数，物体的内力采取非接触的相互作用，这些特点使得它们

在表征材料的损伤以及不连续现象时具有明显的优势，已经被广泛应用于含裂纹的热扩散问题[1,6] 和固体损

伤破坏[7] 领域中.

为推动这类有限作用范围的非局部模型在工程实际问题中的应用，国内外许多专家尝试了不同数值方法

来求解这类方程.2005年，Silling等通过将积分直接近似为有限和，提出了基于求积的无网格配置点法[8]
.

Chen等在 2011年使用连续有限元和不连续有限元方法求解了一维非局部扩散问题和近场动力学问题，指出

在解不连续的情形下，使用不连续有限元可以获得更高的精度[9]
.针对非局部方程计算量大的问题，Wang和

Tian等基于刚度矩阵的 Toeplitz结构，给出了一维非局部扩散方程的快速配置点法[10-11]，并在后续工作中推广

到了二维问题[12-13]
.2013年，Tian和 Du通过将非局部算子看成差分算子的加权平均，提出了基于求积的有限

差分方法，用于一维非局部扩散问题的求解[14]
.2016年，Lehoucq等使用径向基函数 Galerkin方法求解了二维

非局部扩散问题[15]
.2017年，Zhao等使用局部径向基函数伪谱方法求解了二维非局部扩散问题[16]，并在之后

推广到了近场动力学问题 [17]
.2018年，Pasetto等将再生核方法应用到二维近场动力学问题的数值求解当

中[18]
.2019年，Du和 Yin给出了非局部扩散问题的一种协调间断 Galerkin方法[19]

.2020年，Zhang和 Nie将

POD降阶方法用于非稳态非局部扩散问题，加速了非局部离散系统的求解过程[20]
.2021年，Liang等发展了近

场动力学问题的边界元方法[21]
.同年，Lu和 Nie发展了具有再生性的局部化径向基函数方法来求解非局部扩

散问题，解决了再生核增强径向基函数方法在求解非局部扩散方程时不收敛的问题[22]
.

由于这两类模型方程的非局部特性，经典的数值方法均面临着算法复杂、难以实现和计算量大的问题.对

于基于网格的方法，包括分片多项式函数近似的配置点法[10]，以及连续/不连续有限元方法[9]，由于非局部相互

作用范围是一个有限范围的球形邻域，因此这些方法在方程离散时，需要处理网格和球形区域的求交问题，否

则将会降低数值精度.对于基于方程弱形式的方法 (包括有限元方法[9]、无网格 Galerkin方法[15] 等)，由于模型

方程积分的特性，这就导致方程的弱形式会额外嵌套一层积分，从而在刚度矩阵的形成过程中会出现累次重

积分的计算，给问题的求解带来了较大的计算负担.然而，基于径向基函数的无网格方法[23-24] 能够避免处理上

述提及的区域求交的问题.同时，基于方程强形式的配置点法，可以避免额外一层积分的计算，从而可以节省

刚度矩阵生成时的计算量.基于上述分析，无网格配置点法更适合于这两类非局部模型的数值求解.值得注意

的是，全局 RBF方法虽然避免了网格生成，但是在计算 RBF插值时，由于插值矩阵规模较大，会出现计算量

大、插值矩阵条件数过大的问题，而局部化的 RBF则会降低插值矩阵的条件数，故选择局部化的径向基函数

插值更为合理.因此，本文考虑了一种局部化的径向基函数方法-单位分解径向基函数方法来求解这类方程：一

方面它不同于文献 [15]中基于方程弱形式的无网格 Galerkin方法，是基于方程强形式的无网格配置点法，节

省了额外一层的积分计算；另一方面，本文方法不同于有限元方法[9]，基函数无网格依赖，免去了区域求交问

题.故本文方法在求解非局部问题时具备实施简便、计算量小的优势.

针对二维非局部扩散问题和近场动力学问题，本文采用单位分解径向基函数方法来数值求解.首先概述

了 RBF插值和 RBF-PU插值方法；然后给出了 RBF-PU方法应用于非局部扩散问题和近场动力学问题求解

时离散系统形成的基本过程；最后用数值实验验证了 RBF-PU方法在求解这两类非局部问题时的有效性. 

1    径向基函数插值
 

1.1   全局径向基函数插值

Ω ⊂ Rd X := {x1, x2, · · · , xN} ⊂ Ω ϕ

c := {c1,c2, · · · ,cN}T ∈ RN
∑N

i=1

∑N

k=1
cickϕ(xi, xk)≥0 c = 0

f (x)

设 是一个有界开集，记 为服从非平凡几何分布离散点的集合.设 是严格对

称正定的径向基函数，即对任意 ，有 ，等号成立当且仅当 .

是未知函数，插值问题的核心在于寻找一个具有如下形式的函数：

s(x) :=
N∑

j=1

α jϕ(x, x j), （1）
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满足插值条件
s(xi) = f (xi), i = 1,2, · · · ,N, （2）

α = (α1,α2, · · · ,αN)T其中插值系数 通过求解下述线性方程组获得：
ϕ(x1, x1) ϕ(x1, x2) · · · ϕ(x1, xN)
ϕ(x2, x1) ϕ(x2, x2) · · · ϕ(x2, xN)

...
...

...
ϕ(xN , x1) ϕ(xN , x2) · · · ϕ(xN , xN)



α1
α2
...
αN

 =


f (x1)
f (x2)
...

f (xN)

 , （3）

简记为
Aα = f. （4）

A = (Ai j) Ai j = ϕ(xi, x j)(i, j = 1,2, · · · ,N) f = ( f (x1), f (x2), · · · , f (xN))T此时 称为插值矩阵， ， .从而

s(x) :=
N∑

j=1

α jϕ(x, x j) =
N∑

k=1

N∑
j=1

ϕ(x, x j)(A−1) jk fk =
N∑

k=1

ψk(x) fk, （5）

ψk(x) =
∑N

j=1
ϕ(x, x j)(A−1) jk fk f k其中 ， 表示 的第 个分量.

 

1.2   单位分解径向基函数插值

ω

这一小节将简要介绍一种局部化 RBF方法，即 RBF-PU方法.其基本过程是通过有限子域覆盖原始区域，

在每个子域上解决小规模的局部插值问题，最后通过单位分解函数 加权得到最终的插值结果.

Ω Ω j Ω ⊂
K∪

j=1

Ω j R j = diam(Ω j) =

supx,y ∥x− y∥2 Ω j {ω j} ⊂Ck(Rd)(m ∈ N0, j = 1,2, · · · ,K)

首先介绍单位分解权函数的构造.假设整个区域 被 K 个子区域 覆盖，即 .令

表示区域 的直径.如果存在一族非负函数 满足

supp(ω j) ⊂ Ω j ω j Ω j①  ，即函数 的支集包含在 中；∑K

j=1
ω j = 1②  ；

∀α ∈ Nd
0 |α|≤m Cα > 0 ∥Dαω j∥L∞(Ω j)≤CαR−|α|j③  ，而且 ，存在一个常数 ，使得 .

{ω j}Kj=1 {Ω j}Kj=1 m则称单位分解函数 是在覆盖 上的一个 稳定的单位分解[25]
.

Ω j B(z j,R) R φ j(x)

Ω j ω j(x)

一般 取为圆形邻域 ，半径 的大小依赖于无网格点的数量及分布，具体如图 1所示.设 是一

个在 上具有紧支集的非负函数，PU权重函数 用 Shepard权重[26] 来构造，即

ω j(x) =
φ j(x)

K∑
k=1

φk(x)

, j = 1,2, · · · ,K. （6）

  

图 1    无网格点和 PU覆盖示意图

Fig. 1    A set of regular meshless points and a set of circular PU patches
 

I(x) = {l : x ∈ Ωl} k ∈ I(x) φ(r) φ j(x)定义指标集 ，则式 (6)中的求和索引可以用 简化.用Wendland函数 来构造函数 ：
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φ j(x) = φ
( ||x−X j||

R j

)
, j = 1,2, · · · ,K, （7）

其中

φ (r) =
{

(1− r)4(4r+1), 0≤r≤1,
0, r > 1,

（8）

X j, R j Ω j {ω j} j∈I(x)分别为子区域 的中心点和半径.依据式 (6)、(7)的定义可知， 满足单位分解，即∑
j∈I(x)

ω j(x) = 1, （9）

m m≤4且该单位分解是 稳定的 ( ).它能满足非局部扩散和近场动力学模型对解的光滑性要求.

Ω ⊂ Rd {Ω j}Kj=1 {ω j}Kj=1 {Ω}Kj=1

u ∈Cm(Ω) s j ∈ V j = span{ϕ(·, xk) : xk ∈ Ω j} u Ω j x ∈ Ω j

下面给出 RBF-PU插值的基本过程.假设 具有有限开覆盖 ， 是 上的一个 m 稳定的

单位分解， 是要逼近的函数. 是 在子区域 上的 RBF近似，对 ，定

义局部近似：

s j(x) :=
∑

l∈J(Ω j)

αlϕ(x, xl) =
∑

k∈J(Ω j)

∑
l∈J(Ω j)

ϕ(x, xl)(A−1)lkuk =
∑

k∈J(Ω j)

ψk(x)uk, （10）

J(Ω j) Ω j s j u Ω

s x ∈ Ω
其中 是 中所有无网格点的全局下标集合.通过 PU权重将局部近似值 加权平均，可以得到 在 上的

RBF-PU近似 ，即对 有

s(x) =
∑
j∈I(x)

ω j(x)s j(x) =
∑
j∈I(x)

ω j(x)
∑

k∈J(Ω j)

Ψk(x)uxk. （11）

u− s u− s jRBF-PU近似的误差 可由局部近似误差 得到.更准确地说，文献 [25]证明局部近似满足

||Dαu−Dαs j||L∞(Ω j∩Ω)≤ε j(α) =Ch(k+ν)/2−|α|
X,Ω | f |NΦ(Ω), j = 1,2, · · · ,K. （12）

s从而 RBF-PU近似 满足

|(Dαu−Dαs)(x)|≤
∑
j∈I(x)

∑
β≤α

(
α

β

)
Cα−βR

|α|−|β|
j ε j(β), x ∈ Ω, |α|≤m. （13）

 

2    非局部问题的 RBF-PU 方法
 

2.1   圆盘上的数值积分

在 PD的数值计算中，会大量涉及到圆盘上的数值积分.为了降低计算复杂度，通常的做法是将圆盘的积分

转化为矩形上的积分（如图 2），矩形上的数值积分直接由一维积分的张量积来获得.对于二维问题，利用极坐标变换：
x1 = r cos(θ), x2 = r sin(θ). （14）

则 w
B(x,δ)

u(x′1, x
′
2)dx′ =

w δ

0

w 2π

0
u(x1+ r cos(θ), x2+ r sin(θ))rdrdθ =w 1

−1

w 1

−1
u
(
x1+

(
δ

2
+
δ

2
ξ
)
cos(π+πη), x2+

(
δ

2
+
δ

2
ξ
)
sin(π+πη)

) (
δ

2
+
δ

2
ξ
) πδ

2
dξdη.

（15）

有了这些基本工具，下面给出 RBF-PU方法形成离散系统的过程.

  

图 2    极坐标变换

Fig. 2    Polar transformation 
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2.2   非局部扩散方程的RBF-PU 方法

二维非局部扩散方程为
w

B(x,δ)
γ(x, x′)(u(x)−u(x′))dx′ = b(x), in Ω,

u(x) = g(x) in Ωc,
（16）

γ b u Ω ⊂ R2 Ωc ⊂ R2 Ω

u

其中 为核函数， 是源项， 表示物质的浓度. 为有界开区域， 是围绕 的带状区域.由 RBF-PU方

法逼近未知函数 ，即

u(x) ≈ s(x) =
∑
j∈I(x)

ω j(x)
∑

k∈J(Ω j)

Ψk(x)uxk. （17）

从而和方程 (18)相对应的离散系统为
∑

j∈I(xi)

∑
k∈J(Ω j)

w
B(xi,δ)

γ(xi, x′)[ω j(xi)ψk(xi)−ω j(x′)ψk(x′)]dx′uk = b(xi), in Ω,

u(xi) = g(xi), in Ωc,

（18）

简写为

Au = f. （19）

方程 (18)中的每一项对应矩阵 A中的位置为

A(i,k ∈ J(Ω j))←
w

B(xi,δ)
γ(xi, x′)

[
ω j(xi)ψk(xi)−ω j(x′)ψk(x′)

]
dx′, ∀xi ∈ Ω, j ∈ I(xi),

u = ( u(x1), u(x2) , · · · , u(xN))T,

f = (b, g)T, b = ( b(x1), b(x2) , · · · , b(xN))T, g = ( g(x1), g(x2) , · · · , g(xN))T
.

 

2.3   近场动力学方程的RBF-PU 方法

考虑向量形式的二维近场动力学运动方程：
w

B(x,δ)
γ(x, y)(u(x)−u(y))dy = b(x), in Ω,

u(x) = g(x), in Ωc,
（20）

γ(x, y) =
(
γ11(x, y) γ12(x, y)
γ21(x, y) γ22(x, y)

)
u(x) =

(
u1(x)
u2(x)

)
g(x) =

(
g1(x)
g2(x)

)
b(x) Ω Ωc Ω j u u

其中 为矩阵核函数， 表示位移场， 为体积约束边界条件，

是外载荷， 和 的定义同 2.2小节.类似地，在子区域 上对未知函数  进行 RBF近似.由于位移场 为

向量值函数，相应的插值矩阵可以写为(
Φ 0
0 Φ

) (
λ1

λ2

)
=

(
u1

u2

)
, （21）

这里

Φ =


ϕ(x[ j]

1 , x[ j]
1 ) ϕ(x[ j]

1 , x[ j]
2 ) · · · ϕ(x[ j]

1 , x[ j]
n )

ϕ(x[ j]
2 , x[ j]

1 ) ϕ(x[ j]
2 , x[ j]

2 ) · · · ϕ(x[ j]
2 , x[ j]

n )
...

...
...

ϕ(x[ j]
n , x[ j]

1 ) ϕ(x[ j]
n , x[ j]

2 ) · · · ϕ(x[ j]
n , x[ j]

n )

 , （22）

u1 = ( u1(x[ j]
1 ), u1(x[ j]

2 ), · · · , u1(x[ j]
n )) u2 = (u2(x[ j]

1 ), u2(x[ j]
2 ), · · · , u2(x[ j]

n )) u

u Ω j

其中 ， 分别为位移场 在无网格点上的函数

值 (未知量).由式 (21)、(22) 可知，位移场 在区域 上的局部近似为

sςj (x) =
∑

l∈J(Ω j)

λςl ϕ(x, x[ j]
l ) =

∑
k∈J(Ω j)

∑
j∈J(Ω j)

ϕ(x, x[ j]
l )(Φ−1)lkuk =

∑
k∈J(Ω j)

ψk(x)uςk , ς = 1 or 2, （23）

其中

( ψ1(x) ψ2(x) · · · ψn(x) ) = ( ϕ(x− x[ j]
1 ) ϕ(x− x[ j]

2 ) · · · ϕ(x− x[ j]
n ) )Φ−1

. （24）
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u于是位移场 的 RBF-PU近似就可以表示为

s(x) =
∑
j∈I(x)

ω j(x)sςj (x) =
∑
j∈I(x)

ω j(x)
∑

k∈J(Ω j)

ψk(x)uςxk
, ς = 1 or 2. （25）

将式 (25)代入方程 (20)，可以得到离散系统：
w

B(xi,δ)

(
γ11(xi, y) γ12(x, y)
γ21(xi, y) γ22(x, y)

)
∑

j∈I(xi)

∑
k∈J(Ω j)

u1
k(ω j(xi)ψk(xi)−ω j(y)ψk(y))∑

j∈I(xi)

∑
k∈J(Ω j)

u2
k(ω j(xi)ψk(xi)−ω j(y)ψk(y))

dy =
(

f1(xi)
f2(xi)

)
,

(
u1(xi)
u2(xi)

)
=

(
g1(xi)
g2(xi)

)
.

（26）

x y由于我们处理的是向量型的近场动力学方程，所以采用的编号方式为先 方向，后 方向.则式 (26)中的每

个积分项对应刚度矩阵 A中的位置为

A(i,k ∈ J(Ω j))←
w

B(xi,δ)
γ11(xi, y)(ω j(xi)ψk(xi)−ω j(y)ψk(y))dy, （27）

A(i,N + k ∈ J(Ω j))←
w

B(xi,δ)
γ12(xi, y)(ω j(xi)ψk(xi)−ω j(y)ψk(y))dy, （28）

A(N + i,k ∈ J(Ω j))←
w

B(xi,δ)
γ21(xi, y)(ω j(xi)ψk(xi)−ω j(y)ψk(y))dy, （29）

A(N + i,N + k ∈ J(Ω j))←
w

B(xi,δ)
γ22(xi, y)(ω j(xi)ψk(xi)−ω j(y)ψk(y))dy, （30）

J(Ω j) Ω j j ∈ I(xi) N其中 是 中无网格点的全局下标集合， ， 是离散点的数量. 

3    数 值 实 验

Ω = (0,1)2 Ωc [−δ,1+δ]2\Ω
Ωc u f f

x 8×8

为验证 RBF-PU方法的有效性和准确性，我们分别使用 RBF-PU方法求解了标量形式的非局部扩散方程

和向量形式的近场动力学方程.在所有的算例中，空间区域 ，体积约束 为 ，径向基函数

使用 IMQ基函数.精确解用于在边界 上定义 的边界值，由于 的具体形式无法解析得到，所以 在每个配置

点 处的函数值通过数值积分求得 (计算过程中使用 的 Gauss求积点).

1011

RMSE

整个 RBF-PU方法使用 MATLAB编程实现，并在 8 GB内存的计算机上完成了所有计算实验.算例中的

线性系统的条件数最高为 量级，双精度系统有 16~17位有效数字，所有系统选用直接法求解.在无网格方

法中通常使用均方根误差 ( ) 和相对误差 (RE) 来估计数值近似的误差，定义为

εRMSE =

√√√
1
N

N∑
i=1

(ui−u(xi))2, （31）

εRE =
||ui−u(xi)||
||u(xi)||2

, （32）

N ui u(xi)其中 是区域中配置点的总数， 和 分别表示近似解和解析解. 

3.1   非局部扩散方程

算例 1　取问题 (16)的精确解为

u(x,y) = x(1− x)y(1− y), （33）

核函数为

γ(x, x′) =
1

|x− x′|2 . （34）

N

Halton

10

对区域采用两种离散方式：一种是在每个方向上均匀离散为 份，均匀离散下离散点的示意图和生成的矩

阵结构如图 3所示；另一种采用相同数量的 点进行离散，离散点的分布和形成的刚度矩阵的结构如

图 4所示.分别对两种离散形式沿每个方向分别取 10~60个离散点 (以 为增量)，进行数值计算，均匀离散的
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60×60

60×60

60×60 50×50

50×50

Halton 50×50

数值结果如表 1所示.从矩阵条件数看，RBF-PU方法的条件数在离散点数量为 时为 1010~1011 量级，而

全局 RBF方法参见文献 [22]表 7中的结果为 1014~1015 量级，由此可见，RBF-PU方法在一定程度上降低了刚

度矩阵的条件数.从求解时间上看，RBF-PU方法在离散点数量为 时的计算时间约为 25 min，对同等规

模的问题，全局 RBF方法约耗时 10 h 4 min(参见文献 [22]表 6中的结果)，基于分片线性基函数的配置点法约

耗时 14 h 21 min(参见文献 [13]表 1中的结果)，可以看出 RBF-PU方法求解时间更短，效率更高.在表 1最后

一行 离散下的误差反而比 离散下的误差大，原因有两点：一是影响 RBF-PU方法精度的参数包括

点的分布，PU块内点的数量，由于 PU块的大小没有随着离散点的增加而改变，因此导致插值矩阵进一步恶

化，导致误差增大.二是由于方程本身的核函数奇异，影响数值积分的精度，由于数值积分点数量固定，在离散

点数目较小的时候，数值离散的误差占主导地位，但随着离散点数目增加，数值积分的误差开始占据主导地

位，最终导致误差增大，这样的现象在文献 [16]表 2、3中也可以观察到.图 5给出了在 的情况下数值结

果和误差的分布图. 点离散下的数值结果如表 2所示.图 6给出了 的情况下的数值结果和误差的

分布图.数值实验结果表明，RBF-PU方法在两种离散方式下在求解非局部扩散方程时都是有效的.
  

图 3    均匀离散无网格点的分布和非局部扩散方程矩阵结构：(a) 无网格点分布和单位分解划分； (b) 矩阵结构

Fig. 3    The distribution of points and the matrix structure of nonlocal diffusion under uniform discretization: (a) the distribution of meshless points and PU patches;

(b) the matrix structure
  

图 4    Halton离散下点的分布和非局部扩散方程矩阵结构：(a) Halton 点的分布和单位分解划分；(b) 矩阵结构

Fig. 4    The distribution of points and the matrix structure of nonlocal diffusion under Halton discretization: (a) the distribution of Halton points and circular

PU patches； (b) the matrix structure
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δ = 0.2表 1    均匀离散非局部扩散方程数值结果 ( )

δ = 0.2Table 1    Numerical results of the nonlocal diffusion equation under uniform discretization ( )
 

h εmax εRMSE εRE N t/s

1/10 2.392 362E−2 5.340 460E−3 1.596 423E−1 5.103 764E+2 0.46

1/20 3.503 622E−4 1.012 859E−4 3.298 962E−3 2.028 138E+7 3.43

1/30 8.066 769E−6 2.375 277E−6 7.919 804E−5 8.778 054E+10 50.01

1/40 4.408 203E−6 9.530 515E−7 3.211 906E−5 5.302 566E+10 172.58

1/50 4.405 356E−6 1.227 837E−6 4.163 255E−5 2.130 636E+11 605.16

1/60 3.365 385E−5 6.696 457E−6 2.279 511E−4 4.492 236E+11 1 481.48
  

δ = 0.2表 2    离散非局部扩散方程的数值结果 ( )

δ = 0.2Table 2    Numerical results of the nonlocal diffusion equation under Halton discretization ( )
 

h εmax εRMSE εRE N t/s

1/10 2.679 438E−2 6.772 052E−3 2.370 566E−1 3.206 995E+4 0.52

1/20 7.466 535E−4 1.795 671E−4 6.252 326E−3 1.842 649E+8 5.49

1/30 5.920 469E−6 1.175 443E−6 4.070 005E−5 1.805 258E+11 64.71

1/40 1.246 481E−5 2.040 146E−6 7.077 887E−5 8.713 394E+11 173.02

1/50 3.738 273E−6 1.029 311E−6 3.570 744E−5 2.862 032E+11 599.20

1/60 1.798 596E−6 4.251 399E−7 1.472 884E−5 7.453 951E+10 1 511.76

  

图 5    均匀离散下非局部扩散方程数值解和误差分布：(a) 数值解； (b) 误差分布

Fig. 5    The numerical solution and the error distribution for the nonlocal diffusion equation under uniform discretization: (a) the numerical solution;

(b) the error distribution
  

图 6    Halton离散下非局部扩散方程的数值结果和误差分布图：(a) 数值解； (b) 误差分布

Fig. 6    The numerical solution and the error distribution for the nonlocal diffusion equation under Halton discretization: (a) the numerical solution;

(b) the error distribution

注　为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同. 
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3.2   近场动力学方程

算例 2　取二维近场动力学问题 (20)的精确解为
u1(x1, x2) = x1(1− x1)x2(1− x2), u2(x1, x2) = sin(x1)cos(x2).

核函数为

γ11(x, x′) =
(x′1− x1)2

|x− x′|2 , γ12(x, x′) =
(x′1− x1)(x′2− x2)
|x− x′|2 ,

γ21(x, x′) =
(x′1− x1)(x′2− x2)
|x− x′|2 , γ22(x, x′) =

(x′2− x2)2

|x− x′|2 .

x y

50×50

在均匀离散的情况下对该问题进行了数值实验，图 7给出了均匀离散下点的分布和最终形成的矩阵结

构，计算给出了两个方向的位移场在不同数目的离散点下位移的数值结果，位移场在 和 方向的数值结果分

别如表 3和表 4所示.表中数据显示，RBF-PU方法在求解近场动力学方程的时间比相同离散的非局部扩散方

程更低，原因在于在此算例中采取的单位分解划分更小，导致局部插值矩阵的规模更小，节省了刚度矩阵生成

的时间.与此同时，在 的离散点下位移和误差的分布如图 8和 9所示.计算结果表明，RBF-PU方法在求

解向量形式的近场动力学方程时也是有效的.
  

图 7    均匀离散下无网格点的分布和近场动力学方程矩阵结构：(a) 无网格点分布和单位分解划分； (b) 矩阵结构

Fig. 7    The distribution of points and the matrix structure for the peridynamic equation under uniform distribution: (a) the distribution of meshless points and

circular PU patches; (b) the matrix structure
  

x u1 δ = 0.2表 3    模型的 方向位移的数值解 ( )

x u1 δ = 0.2Table 3    Numerical results of displacement in the   direction for the peridynamic model   ( )
 

h εmax εRMSE εRE N t/s

1/10 9.242 8E−1 3.507 7E−1 1.048 5E+1 3.56E+4 0.74

1/20 3.084 2E−2 6.767 5E−3 2.204 2E−1 1.00E+6 3.79

1/30 4.183 5E−4 7.338 0E−5 2.446 7E−3 1.89E+10 34.05

1/40 3.455 7E−4 5.556 9E−5 1.872 7E−3 5.38E+11 75.71

1/50 3.072 6E−5 5.480 6E−6 1.858 3E−4 8.93E+10 188.79
  

y u2 δ = 0.2表 4    模型的 方向位移数值解  ( )

y u2 δ = 0.2Table 4    Numerical results of displacement in the   direction for the peridynamic model   ( )
 

h ξmax ξRMSE ξRE N t/s

1/10 2.674 1E−1 7.270 6E−2 1.551 5E−1 3.56E+4 0.74

1/20 3.168 0E−2 7.372 5E−3 1.583 9E−2 1.00E+6 3.79

1/30 3.069 2E−4 5.738 3E−5 1.235 5E−4 1.89E+10 34.05

1/40 1.803 9E−4 3.851 6E−5 8.302 3E−5 5.38E+11 75.71

1/50 3.037 0E−5 6.134 8E−6 1.323 2E−5 8.93E+10 188.79
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x图 8    近场动力学方程 方向数值解和误差分布：(a) 数值解； (b) 误差分布

xFig. 8    The numerical solution and the error distribution of the peridynamic equation in  the   direction: (a) the numerical solution; (b) the error distribution
  

y图 9    近场动力学方程 方向数值解和误差分布：(a) 数值解； (b) 误差分布

yFig. 9    The numerical solution and the error distribution of the peridynamic equation in  the   direction: (a) the numerical solution; (b) the error distribution
  

4    结　　论

本文发展了求解二维非局部扩散和近场动力学问题的 RBF-PU方法，该方法无网格依赖性、精度高、易

于编程实现.通过数值算例验证了该方法对此类非局部方程求解的有效性.基于本文的工作，可以考虑将此类

方法用于更加复杂的非线性、高维近场动力学模型的数值计算当中.
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