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摘要：  首次建立了基于 Timoshenko 梁理论的微曲输流管道横向振动的动力学模型，并分析了流体流动影响下微曲

管道横向自由振动的固有特征.采用广义 Hamilton 原理，导出了考虑流体影响的微曲管道横向振动的控制方程，通

过 Galerkin 截断对控制方程离散化，再由广义本征值问题得到管道横向振动的固有频率，并研究了液体流速和弯曲

幅度对管道横向固有振动特征的影响.发展了基于等效刚度和等效阻尼方法的考虑流体影响的微曲管道振动分析的

有 限 元 仿 真 计 算 方 法，并 通 过 有 限 元 软 件 实 现 数 值 仿 真，验 证 了 Galerkin 截 断 的 分 析 结 果 以 及 所 建 立 的

Timoshenko 微曲管道动力学模型的有效性.研究表明，流体的流速以及管道的弯曲幅度对管道横向振动固有频率均

有显著影响.
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Abstract：For  the  transverse  vibration  of  slightly  curved  pipes,  a  dynamic  mechanical  model  based  on  the  Timoshenko

beam  theory  was  established  for  the  1st  time.  The  natural  vibration  characteristics  of  slightly  curved  pipes  under  the

influence  of  the  fluid  flow  were  analyzed.  With  the  generalized  Hamiltonian  principle,  the  governing  equation  of  the

transverse vibration of  slightly curved pipes under  the fluid-structure coupling effect  was derived.  Based on the Galerkin

truncation, the natural frequencies of slightly curved pipes were obtained with the generalized eigenvalue method. Effects of

the fluid velocity and the initial deflection on the natural vibration characteristics of the pipe were studied. The equivalent

stiffness  and  damping  method-based  finite  element  simulation  of  the  natural  vibration  of  the  slightly  curved  pipe  was

developed.  Then  through  the  finite  element  numerical  simulation,  the  results  of  the  Galerkin  truncation  method  and  the

effectiveness of the Timoshenko model were verified. The work shows that, both the fluid velocity and the initial deflection

have significant effects on the natural frequencies of slightly curved pipes.
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引　　言

管道常见于化工、石油、核能和航空航天等领域内的各种工程设施中.受限于飞机结构，管道以各种形式

与连接方式遍布于飞机全身，构成复杂的管路系统.在多重激励的耦合作用下，管道在工作过程中不可避免地

会产生振动，在内部出现循环应力，致使管道出现疲劳损伤[1]，甚至会在某些极端振动环境下失效而导致液体

泄漏并产生严重后果.因此，关于输流管道振动方面的问题一直以来都是热门课题.但是，大部分的研究都聚

焦于具有理想结构管道的振动问题[2-11]
.例如，Ding等针对非线性连续系统，建立了与两个非线性隔振器耦合

的输流管道非线性受迫振动动力学模型[12]
.Tan等基于 Timoshenko梁理论，推导出了输流管道非线性耦合偏

微分方程，揭示了超临界状态下管道受迫振动的多重共振响应[13]
.

然而由于加工误差、工程限制或受到长期载荷作用等因素，大多数管道存在初始几何缺陷，会出现轻微弯

曲的现象.对于微曲管道的振动特性，很多学者也展开了相关研究，发现这些细小的缺陷会对结构的振动特性

产生较大的影响.Ye等研究了流速在超临界范围内的输流微曲管道的横向自由振动特性[14]
.Akintoye等研究

了热载荷作用下不同边界条件对微曲管道非线性动力学的影响[15]
.Li等研究了输送脉动流体的微曲管道的非

线性振动[16]
.以上的研究都是基于 Euler-Bernoulli梁理论对微曲输流管道进行动力学建模，并未考虑剪切变形

和转动惯量的影响.而考虑这些因素后的 Timoshenko模型不仅在分析短粗管道结构时比 Euler-Bernoulli模型

精确，而且在分析高频振动，如飞机上管路由于高频激励产生响应的情况时，具有更高的精度.

另一方面，具有复杂结构管道且考虑流体影响的振动问题，难以采用解析或半解析的方法进行分析.而借

助有限元软件进行仿真，就能有效地模拟流体与管道之间复杂的耦合方式.ANSYS作为典型的有限元仿真软

件[17-18]，其中的湿模态模块可以分析管道充液时的模态.然而，在计入流体速度以后，采用软件中的流固耦合模

块进行模态分析时，只能计入流体对管道的压力影响，不能计入流体质量流动产生的影响.因此，无法分析流

体流速对管道振动特征的影响.对此，李占营等基于 ANSYS二次开发自定义管单元，建立了输流管道的有限

元模型，能考虑流体流速的影响[19]
.随后，李继世等利用 ANSYS中现有单元结构的优势，在 ANSYS中通过引

入自定义刚度、阻尼单元来等效流体流动的影响，实现了计入流体流动影响的管道固有振动特征计算[20]
.此

外，胡效东等基于 ANSYS商用软件，研究了管道湿模态振动特性 [21]；田晓洁等通过 ANSYS中的 acoustic
extension模块考虑了外部海水的附加质量作用，对气液两相流海洋立管进行了模态分析和动力学分析[22]

.需

要指出的是，上述文献采用有限元软件进行数值分析的管道模型多为等截面的直管，对于常见于工程中的微

曲管道的有限元数值仿真分析方法尚需要进一步研究.

本文首先提出了基于 Timoshenko梁理论假设的微曲输流管道的动力学模型，通过广义 Hamilton原理导

出微曲管道横向振动的控制方程.通过 Galerkin截断结合广义本征值方法，解析分析了输流管道横向振动的

固有频率.基于 ANSYS软件，分别用湿模态模块与流体等效影响法对充液与流体有流速的情况进行分析，实

现解析分析结果与有限元数值仿真结果的相互验证. 

1    理 论 模 型

ρp

ρf

如图 1所示，管道两端为简支边界，其纵向振动幅值微弱，可忽略不计，只考虑管道的横向振动.管道密度

为 ，跨度为 L，横截面外径为 D，内径为 d，截面绕中性轴的转动惯量为 Ip，剪切模量为 G，弹性模量为 E.管内

介质为不可压缩流体，密度为 ，以恒定的流速 Γ在管内流动.v 为管道的横向位移，Y(x)为管道的初始永久变

形，可用正弦函数表示：
Y(x) = A0 sin

(πx
L

)
, （1）

式中 A0 为初始中点挠度，其值远小于管道跨度，可将管道与流体微元长度近似为 dx.则微曲管道与流体的动

能分别为
Tp =

1
2

w L

0
ρpAp(v,t)2dx+

1
2

w L

0
ρpAp(φ,t)2dx,

Tf =
1
2

w L

0
ρfAfΓ

2dx+
1
2

w L

0
ρfAf(v,t +Γv,x)2dx.

（2）

管道的应变势能为
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W =
y

V
(σxεx +τyxγyx)dV, （3）

σx εx τyx γyx其中 和 分别为正应力和 Lagrange应变， 和 分别为表示剪应力和剪应变.管道应变-位移关系为
εx = −zφ,x + v,xY,x +

1
2

v2
,x,

γzx = −(φ− v,x).
（4）

  

图 1    微曲管道模型

Fig. 1    The physical model for a slightly curved pipe
 

视管道材料为弹性材料，满足如下关系：
σx = Eεx, τyx = ksGγyx, （5）

式中 ks 为 Timoshenko管道的横截面形状系数，其定义式为

ks =
6(1+µ)[1+ (d/D)2]

2

(7+6µ)[1+ (d/D)2]
2
+ (20+12µ)(d/D)2

, （6）

µ其中 为 Poisson比.基于广义 Hamilton原理w t2

t1
(δTp+δTf−δW)dt = 0 （7）

导出如下微曲管道横向振动的非线性偏微分-积分控制方程组：
(ρpAp+ρfAf)v,tt +2ρfAfΓv,xt +ρfAfΓ

2v,xx −
EAp

2L
(v,xx +Y,xx)

w L

0
(v,2x+2v,xY,x)dx−

αAp

L
(v,xx +Y,xx)

w L

0
(v,xv,xt + v,xtY,x)dx−ApksG(v,x −φ),x = 0,

ρpIpφ,tt − IpEφ,xx −ApksG(v,x −φ) = 0.

（8）

略去控制方程中管道材料的非线性项，得到控制方程 (8)的线性派生系统：
(ρpAp+ρfAf)v,tt +2ρfAfΓv,xt +ρfAfΓ

2v,xx−
EAp

L
Y,xx

w L

0
v,xY,xdx−ApksG(v,xx −φ,x) = 0,

ρpIpφ,tt −EIpφ,xx −ApksG(v,x −φ) = 0.

（9）

两端简支的边界条件可以表示为{
v(0, t) = 0, v(L, t) = 0,
φ,x(0, t) = 0, φ,x(L, t) = 0. （10）

 

2    Galerkin 截断

将方程 (9)的解离散成具有 2n 个广义坐标的常微分方程组，位移变量的表达式如下:
v(x, t) =

n∑
j=1

qv
j(t)ϕv j(x) = ϕvqv,

φ(x, t) =
n∑

j=1

qφj (t)ϕφ j(x) = ϕφqφ,
（11）

其中
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qv = [qv

1,q
v
2,q

v
3, · · · ,qv

n]T,

qφ = [qφ1 ,q
φ
2 ,q
φ
3 , · · · ,q

φ
n]T,

ϕv = [ϕv1,ϕv2,ϕv3, · · · ,ϕvn],
ϕφ = [ϕφ1,ϕφ2,ϕφ3, · · · ,ϕφn].

（12）

ϕv (x) ϕ
φ
(x)由于管道为简支边界， 和 可选为

ϕv j (x) = sin
( jπx

L

)
, ϕϕ j(x) = cos

( jπx
L

)
, j = 1,2,3, · · ·. （13）

ϕv (x) ϕ
φ
(x)

根据 Galerkin截断思想，将式 (13)代入式 (9)，然后两式等号两边分别再同时乘以权函数，其形式与试函数相

同，即 和 .然后对 x 从 0到 L 进行积分，得到如下矩阵形式的表达式：

Mq̈+Gq̇+Kq = 0, （14）

q = Qeiωt其中 M，G，K分别为积分后得到的质量、陀螺与刚度矩阵.根据系统振动规律，假设 ，Q为一维常数列

向量.将其代入式 (14)中，得到代数方程组：

(−ω2 M+ iωG+K)Q = HQ = 0. （15）

上式存在非零解的条件为方程组的系数矩阵 H的行列式为零：

det(−ω2 M+iωG+K) = 0. （16）

确定截断阶数后，即可计算出微曲管道流固耦合振动的固有频率. 

3    数 值 仿 真
 

3.1   湿模态分析

本文采用 ANSYS Workbench中的湿模态（modal acoustics）模块仿真计算液体无流速充液状态下的管道

振动的固有频率和模态. 

3.2   等效流体影响

根据控制方程 (9)，考虑流体介质的影响主要为两个方面：质量和流速.在 ANSYS中分别采用相应的等效

方式：流体质量影响等效为附加质量，而由流速产生的陀螺项以及刚度变化可在仿真软件中分别等效为附加

阻尼和附加刚度[17]
.相应地，考虑单元选择为 Pipe288单元（二节点直线型管单元）以及 Matrix27单元（自定义

单元）.其中附加质量可直接在管单元截面参数中设置：
∆ρ = ρfAf. （17）

  

图 2    二节点线（管）单元模型示意图

Fig. 2    The model for a 2-node line element
 

θz,i

θz, j

如图 2所示，Lp 为单元长度，L0 为单元长度的二分之一，Vi，Vj 分别为 i，j 节点沿 y 轴方向的位移， ，

分别为 i，j 节点绕 z 轴方向的转角.单元中任意一点沿 x，y，z 三个方向的位移分别用 U，V，W 表示，其中

y 方向的位移形式如下：
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V =
1
2

{
Vi

[
1− s(3− s2)

2

]
+V j

[
1+

s(3− s2)
2

]}
+

L
8

[θz,i(1− s2)(1− s)− θz, j(1− s2)(1+ s)], （18）

s =
x

L0
, L0 = 0.5Lp. （19）

则可以将式 (18)写成

V =
1
8


4−6s+2s3

L(1− s2)(1− s)

4+6s−2s3

−L(1− s2)(1+ s)


T 

Vi

θz,i

V j

θz, j

 = NT


Vi

θz,i

V j

θz, j

 , （20）

式中 NT 为形函数.由输流微曲管道横向振动的控制方程 (9)能够得到附加的等效刚度矩阵 Ky 为

Ky =
w 1

−1
Γ2ρfAf

2
Lp

N′′NTds = Γ2ρfAf



− 6
5Lp

− 1
10

6
5Lp

− 1
10

−11
10

−
2Lp

15
1

10
Lp

30
6

5Lp

1
10

− 6
5Lp

1
10

− 1
10

Lp

30
11
10

−
2Lp

15


. （21）

同理，等效阻尼矩阵 Cy 为

Cy =
w 1

−1
2ΓρfAfN′NTds = 2ΓρfAf



−1
2

−
Lp

10
1
2

Lp

10

Lp

10
0 −

Lp

10
Lp

2

60

1
2

Lp

10
1
2

−
Lp

10

−
Lp

10
−

Lp
2

60
Lp

10
0


. （22）

由于本文仅考虑输流管道在 y 方向上的横向振动，则 x，z 方向均无附加刚度、阻尼矩阵.根据 ANSYS中

的位移阵列模式，节点位移定义为
δe = [Ui,Vi,Wi, θx,i, θy,i, θz,i,U j,V j,W j, θx, j, θy, j, θz, j]. （23）

则整体矩阵阶数应为 12，按照上述位移顺序叠加 x，y，z 三个方向的等效刚度和阻尼矩阵，即可得到整体附加

刚度和阻尼矩阵.在 ANSYS中设置过程如下：1) 以 xOy 平面为基础，x 方向为纵向，y 方向为横向，通过

Pipe288单元建立微曲管道的模型.由于管道初始变形远小于管道跨度，则单元两端点因初始变形产生的 y 轴

方向坐标之差可以忽略，可近似认为单元长度等于其两端点的 x 轴坐标差值.2) 通过 Matrix27单元定义相应

的等效刚度、等效阻尼单元，并将其分配到每个 Pipe288单元的两节点之间.3) 设置边界条件，只考虑约束单

元在 z 轴方向上的自由度，最后，采用 modal-QR damp模块进行分析. 

4    固 有 频 率

本文算例采用液压管道（1Cr18Ni9），基本参数由表 1给出.采用四阶 Galerkin截断计算管道的前四阶固

有频率，并通过 ANSYS软件仿真进行对比验证.

图 3显示了管道在充液状态下，两种方法求解得到的不同初始中点挠度下固有频率变化曲线，Galerkin截

断结果与数值仿真结果几乎一致.结果表明，初始中点挠度对微曲管道的固有频率具有一定的影响，在充液状

态时，随着初始弯曲幅度的增加，管道横向振动的固有频率会明显增大.
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当考虑管内流体具有流速时，数值仿真过程采用等效流体影响法.图 4给出了当流速达到 60 m/s时，初始

弯曲幅度对微曲管道横向振动固有频率的影响趋势.管道的固有频率变化趋势与充液状态下一致.但是，液体

流动的速度会降低管道前四阶固有振动频率.
  

表 1    1Cr18Ni9 输流管道与流体参数

Table 1    Physical parameters of the 1Cr18Ni9 pipe and fluid
 

parameter value

pipe span L/m 1

ρppipe density  /(kg/m3) 7 930
outer diameter D/m 0.006

pipe thickness h/m 0.000 6

Young’s modulus E/GPa 194.0

moment of inertia Ib/m
4 3.756 × 10−11

Poisson’s ratio µ 0.3

ρffluid density  /(kg/m3) 872.0
  

图 3    初始中点挠度对充液状态微曲管道固有频率的影响：（a） 第一和第二阶固有频率；（b） 第三和第四阶固有频率

Fig. 3    Effects of the initial deflection on natural frequencies of the slightly curved pipe in a liquid-filled state: (a) the 1st and 2nd natural frequencies;

(b) the 3rd and 4th natural frequencies
  

图 4    弯曲幅度对微曲输流管道横向振动固有频率的影响：（a） 第一和二阶固有频率；（b） 第三和第四阶固有频率

Fig. 4    Effects of the initial deflection on natural frequencies of the slightly curved pipe with flowing fluid: (a) the 1st and 2nd natural frequencies;

(b) the 3rd and 4th natural frequencies
 

图 5、图 6给出了不同流速下两种方法计算得到的微曲管道横向振动前四阶固有频率的对比.结果显示，

微曲管道的固有频率随着管道内流速增大而减小，不同的弯曲幅度都存在临界流速，当达到临界流速时，管道

的第一阶固有频率将降低至零.对比发现，较大的初始弯曲幅度会增大管道的临界流速. 
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图 5    流速对微曲管道固有频率的影响（A0=0.003 m）：（a） 第一和第二阶固有频率；（b） 第三和第四阶固有频率

Fig. 5    Effects of the fluid velocity on natural frequencies of the slightly curved pipe (A0=0.003 m): (a) the 1st and 2nd natural frequencies;

(b) the 3rd and 4th natural frequencies
  

图 6    流速对微曲管道固有频率的影响（A0=0.006 m）：（a） 第一和第二阶固有频率；（b） 第三和第四阶固有频率

Fig. 6    Effects of the fluid velocity on natural frequencies of the slightly curved pipe (A0=0.006 m): (a) the 1st and 2nd natural frequencies;

(b) the 3rd and 4th natural frequencies 

5    结　　论

本文以微曲输流管道为研究对象，基于 Timoshenko梁理论，考虑了剪切变形与转动惯量的影响，建立了

输流管道横向振动的动力学模型.并基于 ANSYS采用等效流体影响法建立了计入流速影响的微曲管道模

型.发展 Galerkin截断与 ANSYS数值仿真两种方法分析了管道的固有振动频率，通过对比，验证了本文建立

的模型和发展的分析方法的正确性.

探讨了初始弯曲幅度和流体流速对微曲管道横向振动固有频率的影响.研究表明，初始弯曲幅度的增大

会导致管道振动的部分阶固有频率增大，在考虑了流体对管道的影响后，微曲管道的固有频率随着管内流体

流速的增大而逐渐减小.当流速达到临界时，管道振动的固有频率会降低至零，此时将会处于失稳状态.而且

初始弯曲会增大管道的临界流速.总之，初始弯曲变形对输流管道振动特性影响较大.因此，为了获得正确可

靠的结果，在分析输流管道的振动特性时，需要计入管道的几何缺陷或初始曲率的影响.
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