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摘要：  圆形太阳翼因收纳比高、供电能力强等特点受到人们的广泛重视.作为大尺寸薄膜结构，为了调节薄膜张

力，通常会引入由绳和弹簧组成的张力调节装置，其力学特性具有强非线性特征，但目前还未有研究讨论其影响.该

文提出了一种研究张力影响的机理模型，并利用 Lagrange 能量法建立了系统二自由度非线性动力学方程，以某工程

样机为例，研究了张力机构出现肋板不对称时系统在共振激励下的响应.研究表明，激励幅值变化对系统拍振响应特

点有重要影响，使其出现了混沌、概周期以及多倍周期等现象.这些结果对张力机构参数设计有重要参考作用.
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Abstract：The circular membrane solar array has attracted extensive attention due to its high storage ratio and strong power
supply capability. In order to adjust the tension of large film structures, a tension adjusting device composed of ropes and
springs  is  usually  introduced,  and  its  mechanical  characteristics  are  highly  nonlinear,  with  the  effects  rarely  studied  yet.
Aimed at the tension adjustment, a mechanism model was proposed. The nonlinear dynamics equation for the 2DOF system
was established with  the  Lagrangian energy method.  With an engineering prototype as  the  example,  the  responses  of  the
tension mechanism with unsymmetrical ribs under resonance excitation were studied. The results show that, the change of
the excitation amplitude has an important influence on the characteristics of the beat response of the system. Consequently,
the  responses  of  the  system  exhibit  chaotic,  almost  periodic  and  multifold  periodic  phenomena.  The  research  makes  an
important reference to the parameter design of tension mechanisms.
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引　　言

随着我国航天事业的发展，圆形太阳翼因高功率质量比、结构紧凑等特点逐渐替代矩形太阳翼，引起了人

们的重视[1]
.张力机构是圆形太阳翼能够保持太阳毯张紧的关键机构，通常由两侧的绳和弹簧组成接近 X形的

构型，其力学特性具有明显的非线性特征.由于制造及安装误差等原因，张力机构连接的太阳翼两部分可能不

是严格对称的.因而，分析张力非线性对系统动力学的影响时，需要考虑这种结构不对称的影响.但是由于此

机构存在张力非线性因素，当两肋板出现不对称情况时，在张力非线性的作用下将会出现拍振.因此，研究其

不同激励条件下的拍振对于实施拍振控制有重要作用.

拍振现象可见于各类工程实例中，因而得到人们的重视.温登哲等[2] 总结了航空发动机双转子系统动力

学发展，并强调了拍振对双转子系统的影响；陈茉莉等[3] 指出多维图形法在多源拍振中的小频差识别应用；廖

明夫等[4] 在研究双转子系统时发现，转子转差率很小时拍振现象十分明显；韩军等[5] 分析了拍振周期性和信号

强度及反向转子的基本特性，对产生拍振的双转子系统的特征进行了较好的阐述；Zeng等[6] 通过解拍的方法

对双转子不平衡振动进行信号提取；高天[7] 对双转子系统阵发性冲击振动采用了 Hilbert包络谱的分析方法，

清晰地提取了系统中的周期损伤频率及其倍频.在桥梁方面，Caetano等[8] 通过对 Guadiana桥进行现场测试，

观测到不同模态间的内共振及斜拉索拍振.在此基础上，孙测世等[9] 分析了单频激励能激发斜拉索拍振的原

因.Park等[10] 对怠速拍振与车辆振动的关系进行了探究，为车辆设计提供了指导.朱剑涛等[11] 采用 Fourier变
换、冲击响应谱和小波分析方法分析了星箭组合体的拍振特点，为后续卫星状态的确定提供了参考依据；练继

建等[12] 对泄洪激励下二滩拱坝拍振现象的机理进行研究，分析了拱坝拍振的主要原因；Zhang等[13] 分析了电

介质弹性体膜电压诱发拍振的机理；Endo等[14] 对大型浮式结构的拍振现象进行分析，指导了海洋平台的设

计；Kim等[15-16] 利用脉冲响应研究了不对称环、钟的拍频分布特征；高辉等[17] 通过研究主动磁悬浮轴承系统

拍振现象，提出控制磁悬浮轴承广义动刚度的方法以降低拍振的影响.在工程实例中，拍振多是以时域和频谱

进行分析，并且更多地是对拍振出现的原因进行探究，未阐述系统非线性响应与拍振的关系.

本文基于张力机构特点，使用 Lagrange能量法进行两肋板结构尺寸非对称情况建模，对激励幅值改变的

对称激励下系统非线性动力学响应进行求解，分析了结构拍振的原因，通过计算系统典型响应并结合时域、

Poincaré截面、频谱以及 Hilbert包络谱等手段，探究了系统不同非线性响应状态与拍振具体形式的关系. 

1    带有张力非线性系统的动力学模型
 

1.1   系统结构

Ui (t) = Yi cos(ωt) wi (x, t) i

如图 1所示，系统由两个静平衡状态间距为 L 的悬臂型肋板组成，两个板间通过张力调节单元连接，外侧

均与接地弹簧 k1 相连.固定端有位移激励  ， 表示第 个肋板固定端所受位移激励及板振

动变形.
  

图 1    张力非线性结构模型示意图

Fig. 1    Schematic diagram of the tension nonlinear symmetric model
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α = 30◦
张力调节单元由张力弹簧 k0 和凯夫拉绳 R 构成，静平衡位置时张力弹簧长度为原长，且绳间夹角

.为清晰表示张力单元结构，在图 1中将其放大，实际结构中张力单元长度远小于肋板长度，可假设两

侧凯夫拉绳端点距离变化量与张力单元中点位置处肋板间距相同，则张力机构的拉力为

FT (∆) = 2Lk0

{
cos α0− cos

[
arcsin

(
sin α0+

∆

2L

)]}
· tan

[
arcsin

(
sin α0+

∆

2L

)]
=

−2Lk0sin α0− k0∆+

Lk0cos α0

(
2sin α0−

∆

L

)
√

1− sin2α0− (sin α0)
∆

L
−

(
∆

2L

)2
， （1）

∆ ∆ = [w1 (x, t)−w2 (x, t)] |x=l/2式中， 表示某一时刻两肋板的间距，即 . 

1.2   系统动力学方程推导

l ρ结构的肋板采用各向同性、等截面并且长度为 的 Euler-Bernoulli梁，密度为 ，肋板 1和肋板 2的截面积

分别为 A1 和 A2，两个肋板的截面宽度都为 e，截面高度分别为 h1 和 h2.截面二次矩分别为 I1 和 I2，材料的弹

性模量为 E.系统的动能和势能表示为

T =
1
2

w l

0
ρA1[ẇ1 (x, t)+ U̇1 (t)]2dx+

1
2

w l

0
ρA2[ẇ2 (x, t)+ U̇2 (t)]2dx， （2）

V =
1
2

w l

0
EI1w′′21 (x, t)dx+

1
2

w l

0
EI2w′′22 (x, t)dx+

1
2

k1w2
1

(
l
2
, t
)
+

1
2

k1w2
2

(
l
2
, t
)
+

w ∆
0
FT (s)ds. （3）

由于肋板变形小，且以一阶为主，故可假设肋板 i ( i = 1, 2 )的振动位移为

wi (x, t) =Φ (x)qi (t)， （4）

其中 Φ(x)为悬臂梁一阶模态函数. 将以上方程代入到非保守系统的 Lagrange方程

d
dt

(
∂T
∂q̇i

)
− ∂T
∂qi
+
∂V
∂qi
= −Cq̇i， （5）

可得两自由度非线性方程： M1q̈1+Cq̇1+K1q1+KT (q1,q2) = a1Y1ω
2
1cos(ω1t)，

M2q̈2+Cq̇2+K2q2−KT (q1,q2) = a2Y2ω
2
2cos(ω2t)，

（6）

C其中 为悬臂梁的结构阻尼，并且有

Mi =
1
2

w l

0
ρAiΦ

2dx， （7）

Ki =
w l

0
EIiΦ

′′2dx+ k1Φ
2
(

l
2

)
， （8）

ai =
1
2

w l

0
2ρAiΦdx， （9）

KT (q1,q2) =Φ
(

l
2

)
FT|∆=(q1−q2)Φ(l/2). （10）

 

1.3   方程无量纲化

τ = ω0t Qi =
qi

L
ω0为归并参数简化分析，通过引入变量 ， 将运动方程无量纲化，其中 为系统的振动频率，可得

M̃1Q̈1+ C̃Q̇1+ K̃1Q1+ K̃T (Q1,Q2) = a1Y1ω1
2cos

(
ω1
τ

ω0

)
，

M̃2Q̈2+ C̃Q̇2+ K̃2Q2− K̃T (Q1,Q2) = a2Y2ω2
2cos

(
ω2
τ

ω0

)
，

（11）
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M̃i = ω0
2LMi C̃ = ω0C K̃T = KT|∆=L(Q1−Q2)Φ(l/2) K̃i = LKi式中         ， ， ，  .

U1 (t) = U2 (t) = Y cos(ωt)

本文所选参数（见表 1）主要以某工程案例为背景并略有微调，考虑了两肋板截面尺寸不同的情况，并且针

对共振激励这种最危险的工况.因此，下文研究属于不对称结构在对称激励下的共振响应分析，即位移激励

.
  

表 1    模型参数取值

Table 1    Values of model parameters
 

parameter value

rib plate length l /m 2.9

elastic modulus E /Pa 7.2 × 1010

rib plate width e /m 0.005

rib plate 1 height h1 /m 0.04

rib plate 2 height h2 /m 0.05

material density ρ/(kg/m3) 435
tension spring stiffness k0/(N/m) 5.59

grounding spring stiffness k1/(N/m) 2 900

structural damping C /(N·s·m-1) 0.366
 
  

2    拍振现象原因分析

以激励幅值 0.3，激励频率 1时的强迫共振响应为例，通过比较线性、非线性响应，分析拍振产生的原

因.图 2为线性系统响应，图 3为非线性系统响应.
  

图 2    激励幅值为 0.3线性系统的响应：(a) 肋板 1时间历程图；(b) 肋板 2时间历程图；(c) 肋板 1频谱图；(d) 肋板 2频谱图

Fig. 2    With an excitation amplitude of 0.3, the linear system responses：(a) the time history diagram of rib 1; (b) the time history diagram of rib 2;

(c) the spectrum diagram of rib 1; (d) the spectrum diagram of rib 2 

600 应 用 数 学 和 力 学 2022 年  第 43 卷

 



图 3    激励幅值为 0.3非线性系统的响应：(a) 肋板 1时间历程图；(b) 肋板 2时间历程图；(c) 肋板 1 Poincaré截面图；(d) 肋板 2 Poincaré截面图；

(e) 肋板 1频谱图；(f) 肋板 2频谱图；(g) 肋板 1 Hilbert包络谱；(h) 肋板 2 Hilbert包络谱

Fig. 3    With an excitation amplitude of 0.3, the nonlinear system responses: (a) the time history diagram of rib 1; (b) the time history diagram of rib 2;

(c) the Poincaré section diagram of rib 1; (d) the Poincaré section diagram of rib 2; (e) the spectrum diagram of rib 1; (f) the spectrum diagram

of rib 2; (g) the Hilbert envelope spectrum diagram of rib 1; (h) the Hilbert envelope spectrum diagram of rib 2
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线性系统响应中，由于两肋板截面尺寸不同，导致肋板 1固有频率为 1，肋板 2固有频率略低于 1，因此图 2
线性系统由于共振使肋板 1位移极值远大于肋板 2，但在时域图像中都未出现拍振现象，说明带有张力非线性

的非对称系统在对称激励下的拍振现象并非是由结构固有频率的差异引起的.

张力非线性系统在相同激励条件下的响应如图 3所示.因所讨论的系统受周期激励作用，其 Poincaré截面

图由稳态响应时间历程间隔激励周期取点后绘制的相图得到.与线性情况不同的是，两肋板位移极值相近且

出现拍振现象.综合图 2分析可知，此结构拍振是由具有张力非线性的张力调节单元耦合作用引起的. 

3    非对称系统分岔分析

本节通过计算 Poincaré映射分岔，获得激励幅值较大范围变化时响应的变化情况，之后选择典型参数分析

拍振现象.

激励幅值从 0到 3变化时系统分岔见图 4.激励幅值在 0 ~ 0.28，1.67 ~ 1.74，1.99 ~ 2.03，2.15 ~ 2.5以及

2.67 ~ 3五个范围时响应属于简单周期运动，暂不讨论.而激励幅值处于其他范围时系统响应会出现概周期运

动乃至混沌运动.具体运动形式判定，下文将从时间历程、Poincaré截面图、频谱和 Hilbert包络谱的角度进行

分析.限于篇幅，这里给出激励幅值 Y 为 0.3，0.67，0.72和 2.66时的结果.
  

图 4    激励幅值改变下肋板分岔图：(a) 肋板 1分岔图；(b) 肋板 2分岔图

Fig. 4    With a changing excitation amplitude, the bifurcation diagrams of the lower ribs: (a) the bifurcation diagram of rib 1; (b) the bifurcation diagram of rib 2
 

图 3为激励幅值为 0.3时的系统响应，此处不再重复.从时间历程来看，虽然两个肋板的最大振幅均为

6左右，但其拍振波形有明显不同，肋板 2存在大小拍现象.Poincaré截面图说明运动是概周期的，但肋板 1、
2分别为单环和三环.频谱图显示，在主振动频率 1附近出现多个频率，这些很接近的频率正是导致结构拍振

的主要原因.通过图 3(g)、(h) 的 Hilbert包络谱，可以清晰地得到拍振特点：两个肋板都是由两小拍组成一大

拍，小拍频率为 0.08，对应拍振周期为 12.5，大拍频率为 0.04，对应拍振周期为 25，这两个频率分别对应

Hilbert包络谱中的第一、第二两个频率.两个肋板拍振具体形式略有差别，主要体现在 Hilbert包络谱中频率

为 0.08的幅值不同：肋板 1两小拍不明显，几乎合为一拍，因此 0.08频率幅值很小；肋板 2两小拍清晰，因此

0.08频率幅值与 0.04幅值相近.

图 5为激励幅值为 0.67时的系统响应.时间历程图中的振动幅值都有所增加，两个肋板大小拍更加明

显.系统的 Poincaré截面显示运动仍是概周期的，但是出现了更高程度的折叠.频谱图中，频率数量增加使拍振

现象更为复杂.而通过图 5(g)、(h) 的 Hilbert包络谱可以清晰地看出，拍振的频率呈倍频形式出现，表明此拍振

现象是以多个周期相同的拍振周期组成，而其中最小拍振频率 0.023 5，对应拍振最大周期 42.对肋板 1来说，

最大拍振周期内存在 7个小周期，因此幅值最大的频率为对应最大周期的频率 0.023 5和 0.023 5的 7倍频；对

肋板 2来说，最大拍振周期内存在 3个小周期，因此幅值最大的频率是 0.023 5和 0.023 5的 3倍频.同时，由于

肋板 2一个大周期内的三个小周期幅值比较接近，使其包络线周期明显，因此 0.023 5的三倍频幅值最

大.Hilbert包络谱中，还存在一些更高倍数的频率，这些频率的出现主要是因为在每一小拍中并非是均匀严格

的拍振形式，其最大振幅的波动使 Hilbert包络谱中出现更小的周期.这些倍频说明，拍振最大周期 42同样是

幅值波动周期的整数倍. 
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图 5    激励幅值为 0.67结构非对称系统的响应：(a) 肋板 1时间历程图；(b) 肋板 2时间历程图；(c) 肋板 1 Poincaré截面图；(d) 肋板 2 Poincaré截面图；(e)

肋板 1频谱图；(f) 肋板 2频谱图；(g) 肋板 1 Hilbert包络谱；(h) 肋板 2 Hilbert包络谱

Fig. 5    With an excitation amplitude of 0.67, the asymmetric-structure system responses: (a) the time history diagram of rib 1; (b) the time history diagram of

rib 2; (c) the Poincaré section diagram of rib 1; (d) the Poincaré section diagram of rib 2; (e) the spectrum diagram of rib 1; (f) the spectrum diagram of

rib 2; (g) the Hilbert envelope spectrum diagram of rib 1; (h) the Hilbert envelope spectrum diagram of rib 2 
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图 6    激励幅值为 0.72结构非对称系统的响应：(a) 肋板 1时间历程图；(b) 肋板 2时间历程图；(c) 肋板 1 Poincaré截面图；(d) 肋板 2 Poincaré截面图；(e)

肋板 1频谱图；(f) 肋板 2频谱图；(g) 肋板 1 Hilbert包络谱；(h) 肋板 2 Hilbert包络谱

Fig. 6    With an excitation amplitude of 0.72, the asymmetric-structure system responses: (a) the time history diagram of rib 1; (b) the  time history diagram of

rib 2; (c) the Poincaré section diagram of rib 1; (d) the Poincaré section diagram of rib 2; (e) the spectrum diagram of rib 1; (f) the spectrum diagram of

rib 2; (g) the Hilbert envelope spectrum diagram of rib 1; (h) the Hilbert envelope spectrum diagram of rib 2
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当系统的激励幅值增加到 0.72时，系统响应如图 6所示.从时间历程来看，响应仍具有拍的特征，但拍已

不具备周期性.由图 6(c)、(d)可以看出，系统已处于混沌状态，Poincaré截面中成片的点状区域是在图 5(c)、(d)
Poincaré截面闭合曲线形状基础上形成的.由此，可初步推断该混沌行为是激励幅值 Y=0.67时的概周期解经过

环面分岔而形成.从 Hilbert包络谱上看到存在 0.035和 0.07，对应周期为 14.28和 28.57的拍振现象，而肋板

1的响应中存在很多小拍，是因其 Hilbert包络谱中还有更高频的主要成分.

激励幅值继续增加，系统响应经历从混沌到概周期，再到周期的多次转换，特别是在激励幅值 Y 为

2.59到 2.68时，呈现复杂周期现象.图 7给出了 Y=2.66时的计算结果.时间历程拍振现象明显，周期性较

强.Poincaré截面出现了接近点状的多点分布图形，说明拍振基频与主振频率之间接近倍数关系.由图 7(g)可
知拍振基频为 0.062 5，与主振频率的比值为 16，与 Poincaré截面图中的点数相同.与其他响应情况相比，复杂

周期响应的拍振频率略高，说明拍振周期更小，以五个小拍为一个大拍周期.
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图 7    激励幅值为 2.66结构非对称系统的响应：(a) 肋板 1时间历程图；(b) 肋板 2时间历程图；(c) 肋板 1 Poincaré截面图；(d) 肋板 2 Poincaré截面图；

(e) 肋板 1频谱图；(f) 肋板 2频谱图；(g) 肋板 1 Hilbert包络谱；(h) 肋板 2 Hilbert包络谱

Fig. 7    With an excitation amplitude of 2.66, the  asymmetric-structure system responses: (a) the  time history diagram of rib 1; (b) the time history diagram of

rib 2; (c) the Poincaré section diagram of rib 1; (d) the Poincaré section diagram of rib 2; (e) the spectrum diagram of rib 1; (f) the spectrum diagram of

rib 2; (g) the Hilbert envelope spectrum diagram of rib 1; (h) the Hilbert envelope spectrum diagram of rib 2
  

4    结　　论

圆形太阳翼中包含了一种特殊的张力单元以调节其内部张力，该单元由绳和弹簧组合成为 X形构型，其

力学特性具有强非线性特征.为研究此类张力单元的影响，本文给出了包含张力单元的双悬臂梁力学机理模

型，导出了其动力学方程，通过频谱、Hilbert包络谱和 Poincaré截面等手段重点分析了系统中存在的拍振现象.

1) 拍振现象是由张力非线性引起，在位移激励和张力弹簧的作用下肋板的频谱图出现多个间隔相等的频

率，而两肋板固有频率的区别使其出现特点不同的拍振现象.

2) 虽然两肋板受到激励相同，因其截面积不同导致其拍振行为有较大差别.拍振过程中肋板 1的幅值会

有较大变化但不会变为零，而肋板 2的幅值通常会变小到零.

3) 激励幅值变化时，系统存在不同拍振行为，可能是概周期、多倍周期或混沌三种类型之一，并且都有大

拍中套小拍的现象.

4) 对拍振行为，Hilbert包络谱比频谱更直观，对概周期以及多倍周期的拍振现象，可由 Hilbert包络谱的

基频得到响应波形变化的频率和周期，而基频与倍频成分对应谱线的相对高低，则与大拍中包含的小拍特征

是否明显有关.
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