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摘要：  Boussinesq 方程作为描述许多地球物理现象的模型，是 Navier-Stokes 方程与热力学方程之间耦合的零阶近

似. 利用隐函数定理，研究带黏性高维 Boussinesq 系统，并得到了小初值位于尺度不变空间时温和解的全局适定性.
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Global Well-Posedness of the Mild Solutions to the Boussinesq Equations

ZHOU Yanping，  WANG Xun，  BIE Qunyi
（College of Science, China Three Gorges University, Yichang, Hubei 443002, P.R.China）

 
Abstract：The Boussinesq system, as a model to describe many geophysical phenomena, is a zero-order approximation of

the  coupling  between  the  Navier-Stokes  equations  and  the  thermodynamic  equations.  The  multi-dimensional  viscous

Boussinesq equations were considered.  By means of the implicit  function theorem, the global  well-posedness of the mild

solutions was obtained with the small initial data in the scaling invariant spaces.
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引　　言

Boussinesq方程是 Navier-Stokes方程与热力学方程之间耦合的零阶近似，是描述在重力作用下的流体动

力学方程，并且已广泛地应用于大气科学与海洋环流的研究中，如气旋、飓风和海啸等突发的自然灾害[1-5]
.在

过去几十年中，数学家已经对大气、海洋以及大气和海洋耦合的原始方程进行了广泛的研究，尤其是原始方程

组的适定性和自身的稳定性等问题[6-7]
. Boussinesq方程具体的数学表达式如下[5]：

ut +u · ∇u+∇p = ∆u−βθ, (t, x) ∈ R+×RN ,

θt +u · ∇θ = ∆θ,
div u = 0,
(u, θ) (0) = (u0, θ0) ,

（1）

θ u = (u1,u2, · · · ,uN) p β ∈ RN

u0 θ0 λ > 0 (uλ, θλ)
这里 和 分别表示温度和流体的速度， 表示压力，常向量 与流体的热展开系数成正比，

函数 及 表示给定的初始值.系统 (1)具有尺度不变性，即对任意 ，  仍然是系统的解，其中
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uλ(t, x) = λu(λ2t,λx), θλ(t, x) = λ3θ(λ2t,λx).

系统 (1)在各种不同空间中解的存在唯一性结果可参考文献 [8-14].文献 [15]研究了其解的大时间行

为.在尺度不变意义下，文献 [16]证明了系统 (1)在拟测度空间上温和解的自相似性.对于 Keller-Segel方程

与 Navier-Stokes方程的耦合系统，文献 [17]在关于时间加权的 Lebesgue空间上，利用隐函数定理证明了其温

和解的全局存在唯一性.另外，文献 [18-19]分别得到了磁流体方程及向列型液晶方程在尺度不变空间下温和

解的全局适定性.

(u0, θ0)

(t, x) ∈ R+×RN (N≥3)

受上述文献的启发，本文的主要目的是研究当初始值 在尺度不变的弱 Lebesgue空间中具有小性

时，系统 (1)的温和解在 上的全局适定性.

Lp
ω(RN) ∥ · ∥Lp

ω(RN)下面引入弱-Lp 空间 ，其范数 定义为

∥ f ∥Lp
ω(RN )

def
= sup

s>0
[ s ·m{x ∈ RN ; | f (x)| > s}1/p],

m Lebesgue Lp(RN) Lp
ω(RN) Lp

ω其中 表示 测度.在后文中，有时会将 和 分别缩写为 Lp 和 .

N≥3 (u0, θ0)定义 1　设空间维数 ，初始值 满足

u0 ∈ LN
ω(RN), θ0 ∈


LN/3
ω (RN), N≥4,

L1(RN), N = 3.

1≤q,r≤∞ u, θ ∈ Lq
loc(0,∞; Lr(RN))如果对某个 ，有 以及等式

u (t) = et∆u0−
w t

0
e(t−τ)∆P (u · ∇u+βθ) (τ)dτ,

θ (t) = et∆θ0−
w t

0
e(t−τ)∆ (u · ∇θ) (τ)dτ

（2）

t ∈ (0,∞) (u, θ) (t, x) ∈ (0,∞)×RN et∆对 成立，则称可测函数 在 上是系统 (1) 的一个温和解.这里 表示如下定义的热

半群：

(et∆g)(x) ≡
w
RN

G(x− y, t)g(y)dy, （3）

G (x, t) =
1

(4πt)N/2 e−|x|
2/4t

. P = {P jk} j,k=1,2,··· ,N其中  算子 是投影到零散度速度场的投影算子，可表示为

P jk = δ jk +R jRk, j,k = 1,2, · · · ,N, （4）

R j ≡ ∂/∂x j(−∆)−1/2 Riesz这里 表示 算子.

本文的主要结论如下.

N≥3 p,q定理 1(存在唯一性)　假设空间维数 .设指标 满足如下三个关系式之一：

(
ⅰ

)


N
3
< q <

N
2
, N < p <

Nq
N −2q

, N≥4,

6
5
< q <

N
2
,

q
q−1

≤p <
Nq

N −2q
, N = 3；

(ⅱ) q = N/2, N < p <∞；

(ⅲ)
N
2
< q < N, N < p <

Nq
2q−N

.

δ = δ(N, p,q) (u0, θ0)那么存在一个常数 ，当初始值 满足

∥u0∥LN
ω (RN )+ ∥θ0∥LN/3

ω (RN ) < δ, N≥4, （5）

∥u0∥LN
ω (RN )+ ∥θ0∥LN/3(RN ) < δ, N = 3 （6）

(u, θ)时，系统 (1)存在温和解 ，且有

t
N
2

(
1
N −

1
p

)
u ∈Cω ([0,∞ ) ; Lp(RN)), （7）
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t
N
2

(
3
N −

1
q

)
θ ∈Cω ([0,∞ ) ; Lq(RN)), （8）

Cω([0,∞); X) [0,∞) X ∗其中记号 表示在 上取值于 Banach空间 上的有界弱- 连续函数的集合 (详见文献 [20]).
(u, θ) t→∞ (u, θ)若式 (7)、(8)中对应空间范数充分小，则温和解 是唯一的.另外，当 时， 具有如下的渐近性：∥∥∥u (t)− et∆u0

∥∥∥
Lp(RN) = O

(
t
−N

2

(
1
N −

1
p

))
, （9）

∥∥∥θ (t)− et∆θ0
∥∥∥

Lq(RN) = O
(
t
−N

2

(
3
N −

1
q

))
. （10）

N≥3 p,q δ = δ(N, p,q)

N≥4 (u0, θ0) (ũ0, θ̃0)

定理 2(稳定性)　假设 ，指标 满足定理 1中的条件，常数 与式 (5)和 (6) 中相同，假设

当 时，初始值 和 满足

∥u0∥LN
ω (RN )+ ∥θ0∥LN/3

ω (RN ) < δ, ∥ũ0∥LN
ω (RN )+ ∥̃θ0∥LN/3

ω (RN ) < δ; （11）

N = 3 LN/3
ω (RN) L1(R3) (u, θ) (ũ, θ̃) (u0, θ0)

(ũ0, θ̃0) ε > 0 η = η(N, p,q, ε) > 0

而当 时，式 (11)中的 用 代替 .设 和 是定理 1中分别对应于初始值 和

的温和解.则对任意 ，存在一个常数 使得初始值满足

∥u0− ũ0∥LN
ω (RN )+ ∥θ0− θ̃0∥LN/3

ω (RN ) < η. （12）

N = 3 LN/3
ω (RN) L1(R3)而当 时，式 (12) 中的 用 代替，那么有

sup
0<t<∞

t
N
2

(
1
N −

1
p

)
∥u(t)− ũ(t) ∥Lp(RN )+ sup

0<t<∞
t

N
2

(
3
N −

1
q

)
∥θ(t)− θ̃(t)∥Lq(RN ) < ε. （13）

 

1    关 键 引 理

首先引入如下定义的两个函数空间 X 和 Y：
X ≡ {(u0, θ0); u0 ∈ LN

ω(RN), θ0 ∈ LN/3
ω (RN)},

其范数定义为
∥(u0, θ0)∥X ≡ ∥u0∥LN

ω (RN )+ ∥θ0∥LN/3
ω (RN );

Y ≡
{

(u, θ); t
N
2

(
1
N −

1
p

)
u(·) ∈Cω([0,∞); Lp(RN)), t

N
2

(
3
N −

1
q

)
θ(·) ∈Cω([0,∞); Lq(RN))

}
,

其范数定义为

∥(u, θ)∥Y ≡ sup
0<t<∞

t
N
2

(
1
N −

1
p

)
∥u(t)∥Lp(RN )+ sup

0<t<∞
t

N
2

(
3
N −

1
q

)
∥θ(t)∥Lq(RN ),

N = 3 θ0 ∈ L1(R3) θ0 ∈ LN/3
ω (RN) Banach其中当 时，在 X 中用 代替 .赋予上述范数后 X 和 Y 均是 空间.

(u0, θ0) ∈ X (u, θ) ∈ Y对 以及 ，定义映射
F(u0, θ0,u, θ) ≡ {U,Θ}, （14）

这里

U (t) = u(t)− et∆u0−
w t

0
e(t−τ)∆P (u · ∇u+βθ) (τ)dτ, （15a）

Θ (t) = θ(t)− et∆θ0−
w t

0
e(t−τ)∆ (u · ∇θ) (τ)dτ, 0 < t <∞. （15b）

那么有下面的关键引理.

N≥3 p,q引理 1　假定空间维数 .设指标 满足如下三个关系之一：

(
ⅰ

)


N
3
< q <

N
2
, N < p <

Nq
N −2q

, N≥4,

6
5
< q <

N
2
,

q
q−1

≤p <
Nq

N −2q
, N = 3；
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(ⅱ) q = N/2 , N < p <∞；

(ⅲ)
N
2
< q < N , N < p <

Nq
2q−N

.

(u0, θ0) ∈ X F(u0, θ0, ·, ·)
C1

则① 由式 (14)定义的映射 F 是一个从 X×Y 到 Y 的连续映射； ② 对每一个初值 ，映射 是

从 Y 到 Y 的  类映射.

证明　首先证明

t
N
2

(
1
N −

1
p

)
U(t) ∈Cω ([0,∞ ) ; Lp).

Lp LN
ω基于热半群的 - 估计，有

∥et∆u0∥Lp≤Ct
−N

2

(
1
N −

1
p

)
∥u0∥LN

ω
, （16）

C =C(N, p) t
N
2

(
1
N −

1
p

)
et∆u0 ∈Cω ([0,∞ ) ; Lp).其中 ，因此

p q q≤p 1− N
2

(
1
q
− 1

p

)
> 0

N
2q
− 1

2
> 0 t > 0由引理 1中 和 所满足的条件，可得 ， ， .因此当 时，有∥∥∥∥∥w t

0
e(t−τ)∆P(βθ) (τ)dτ

∥∥∥∥∥
Lp
≤C

w t

0
∥e(t−τ)∆(βθ) (τ)∥Lp dτ≤

w t

0
(t−τ)−

N
2

(
1
q−

1
p

)
∥θ(τ)∥Lq dτ≤

C
(

sup
0<τ<∞

τ
N
2

(
3
N −

1
q

)
∥θ(τ)∥Lq

)w t

0
(t−τ)1−N

2

(
1
q−

1
p

)
−1
τ
− 1

2+
N
2q−1dτ =

Ch
(
1− N

2

(
1
q
− 1

p

)
,

N
2q
− 1

2

)(
sup

0<τ<∞
τ

N
2

(
3
N −

1
q

)
∥θ(τ)∥Lq

)
t
−N

2

(
1
N −

1
p

)
, （17）

C =C(N, p,q) h(s, t)(s > 0, t > 0) beta这里 ，记号 表示 函数：

h(s, t) =
w 1

0
xs−1(1− x)t−1dx.

Lp(1 < p <∞)需要说明的是，在式 (17)的第一个不等式中, 利用了投影算子 P 在 上的有界性.

1/2−N/(2p) > 0 t > 0由于 ，类似地，对所有 ，有∥∥∥∥∥w t

0
e(t−τ)∆P(u · ∇u) (τ)dτ

∥∥∥∥∥
Lp
≤C

w t

0

∥∥∥∥∇ · e(t−τ)∆(u⊗u) (τ)
∥∥∥∥

Lp
dτ≤

C
w t

0
(t−τ)−

N
2

(
2
p−

1
p

)
− 1

2 ∥(u⊗u)(τ)∥Lp/2 dτ≤

C
(

sup
0<τ<∞

τ
N
2

(
1
N −

1
p

)
∥u(τ)∥Lp

)2 w t

0
(t−τ)

1
2−

N
2p−1
τ

N
p −1dτ =

Ch
(

1
2
− N

2p
,

N
p

)(
sup

0<τ<∞
τ

N
2

(
1
N −

1
p

)
∥u(τ)∥Lp

)2

t
−N

2

(
1
N −

1
p

)
. （18）

t
N
2

(
1
N −

1
p

)
U(t) ∈Cω([0,∞); Lp)联立式 (15a)、(16)、(17)及 (18)，得 ，且有

sup
0<t<∞

t
N
2

(
1
N −

1
p

)
∥U(t)∥Lp≤C∥u0∥LN

ω
+C sup

0<τ<∞
τ

N
2

(
1
N −

1
p

)
∥u(τ)∥Lp+

C
(

sup
0<τ<∞

τ
N
2

(
1
N −

1
p

)
∥u(τ)∥Lp

)2

+C sup
0<τ<∞

τ
N
2

(
3
N −

1
q

)
∥θ(τ)∥Lq. （19）

t
N
2

(
3
N −

1
q

)
Θ(t) ∈Cω([0,∞); Lq)下面证明 .事实上，有

∥et∆θ0∥Lq≤Ct
−N

2

(
3
N −

1
q

)
∥θ0∥LN/3

ω
, （20）
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N = 3 L1(R3) LN/3
ω (RN)

2
N
<

1
p
+

1
q
≤1

1
2
− N

2p
> 0上式中当 时，用 代替 .由于 以及 ，则∥∥∥∥∥w t

0
e(t−τ)∆(u · ∇θ) (τ)dτ

∥∥∥∥∥
Lq
≤C

w t

0

∥∥∥∥∇e(t−τ)∆(u · θ) (τ)
∥∥∥∥

Lq
dτ≤

C
w t

0
(t−τ)−

N
2

(
1
p−

1
2

)
∥u(τ)∥Lp∥θ(τ)∥Lq dτ≤

C sup
0<τ<∞

τ
N
2

(
1
N −

1
p

)
∥u(τ)∥Lp sup

0<τ<∞
τ

N
2

(
3
N −

1
q

)
∥θ(τ)∥Lq ×

w t

0
(t−τ)

1
2−

N
2p−1
τ

N
2

(
1
p+

1
q

)
−2

dτ =

Ch
(

1
2
− N

2p
,

N
2

(
1
p
+

1
q

)
−1

)
sup

0<τ<∞
τ

N
2

(
1
N −

1
p

)
∥u(τ)∥Lp × sup

0<τ<∞
τ

N
2

(
3
N −

1
q

)
∥θ(τ)∥Lq · t−

N
2

(
3
N −

1
q

)
（21）

t > 0对所有 成立.

t
N
2

(
3
N −

1
q

)
Θ(t) ∈Cω([0,∞); Lq) t > 0结合式 (15b)、(20) 及 (21) ，得 ，且对所有 有

sup
0<t<∞

t
N
2

(
3
N −

1
q

)
∥Θ(t)∥Lq≤C∥θ0∥LN/3

ω
+C sup

0<τ<∞
τ

N
2

(
3
N −

1
q

)
∥θ(τ)∥Lq+

C sup
0<τ<∞

τ
N
2

(
1
N −

1
p

)
∥u(τ)∥Lp sup

0<τ<∞
τ

N
2

(
3
N −

1
q

)
∥θ(τ)∥Lq. （22）

基于式 (19)和 (22)，得
F(u0, θ0,u, θ) ≡ {U,Θ} ∈ Y,

C =C(N, p,q)且存在 ，使得
∥F(u0, θ0,u, θ)∥Y≤C∥(u0, θ0)∥X +C∥(u, θ)∥Y (1+ ∥(u, θ)∥Y ),

这就意味着 F 是从 X × Y 到 Y 的连续映射.

C1 (u, θ) ∈ Y下面证明映射 F 属于 类.对任一 ，在 Y 上定义线性映射

L{u,θ}(ũ, θ̃) = (Ũ, Θ̃),

其中 
Ũ (t) = ũ(t)+

w t

0
e(t−τ)∆P

(
ũ · ∇u+u · ∇ũ

)
(τ)dτ+

w t

0
e(t−τ)∆P(βθ̃)(τ)dτ,

Θ̃ (t) = θ̃(t)+
w t

0
e(t−τ)∆(ũ · ∇θ+u · ∇θ̃) (τ)dτ.

（23）

{u0, θ0} ∈ X L{u,θ} F(u0, θ0,u, θ) (u, θ) ∈ Y Fréchet下面将证明对每个 ，线性算子 是 在 处的 导数.

{U, f}定义 为

{U, f} ≡ F(u0, θ0,u+ ũ, θ+ θ̃)−F(u0, θ0,u, θ)−L{u,θ}(ũ, θ̃).

则有

U(t) = u(t)+ ũ(t)− et∆u0+
w t

0
e(t−τ)∆P

(
u+ ũ

) · ∇ (
u+ ũ

)
(τ)dτ+

w t

0
e(t−τ)∆Pβ(θ+ θ̃)(τ)dτ−(

u(t)− et∆u0+
w t

0
e(t−τ)∆P (u · ∇u) (τ)dτ+

w t

0
e(t−τ)∆P(βθ)(τ)dτ

)
−(

ũ(t)+
w t

0
e(t−τ)∆P

(
ũ · ∇u+u · ∇ũ

)
(τ)dτ+

w t

0
e(t−τ)∆P(βθ̃)(τ)dτ

)
=

w t

0
e(t−τ)∆P(ũ · ∇ũ)(τ)dτ， （24）

f(t) =
w t

0
e(t−τ)∆(ũ · ∇θ̃) (τ)dτ.

t > 0由式 (18)可知，对所有 ，满足
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∥U(t)∥Lp≤Ch
(

1
2
− N

2p
,

N
p

)(
sup

0<τ<∞
τ

N
2

(
1
N −

1
p

)
∥ũ(τ)∥Lp

)2

t
−N

2

(
1
N −

1
p

)
. （25）

同样由式 (21)可知

∥f(t)∥Lq≤CB
(

1
2
− N

2p
,

N
2

(
1
p
+

1
q

)
−1

)
sup

0<τ<∞
τ

N
2

(
1
N −

1
p

)
∥ũ(τ)∥Lp sup

0<τ<∞
τ

N
2

(
3
N −

1
q

)
∥̃θ(τ)∥Lq · t−

N
2

(
3
N −

1
q

)
（26）

t > 0 (u0, θ0) ∈ X (u, θ) ∈ Y对所有 成立.结合式 (25)、(26)，对任意 及任意 ，有

lim
∥(ũ,̃θ)∥Y→0

∥(U, f)∥Y
∥(ũ, θ̃)∥Y

= lim
∥(ũ,̃θ)∥Y→0

(
∥F(u0, θ0,u+ ũ, θ+ θ̃)−F(u0, θ0,u, θ)−L{u,θ}(ũ，θ̃)∥Y

)
/∥(ũ, θ̃)∥Y = 0.

(u0, θ0,u, θ) ∈ X×Y (u, θ) Fréchet L{u,θ}(ũ, θ̃)这蕴含 F 在点 处，沿着方向 的 导数是 .引理 1证毕.
 

2    主要结果的证明

L{u,θ} (u, θ) = (0,0) (ũ, θ̃) ∈ Y

L{0,0}(ũ, θ̃) = (ũ0, Θ̃0)

定理 1的证明　首先证明线性算子 在 点处是双射.由式 (23) 可知，对 ，线性算子

 可表示为
Ũ0 (t) = ũ(t)+

w t

0
e(t−τ)∆P(βθ̃)(τ)dτ,

Θ̃0 (t) = θ̃(t),

(Ũ0(t), Θ̃0(t)) = (0,0) (ũ(t), θ̃(t)) = (0,0) L{0,0}这里 蕴含 ，这就意味着 是单射.

(Ũ0, Θ̃0) ∈ Y对任一 ，可取
ũ(t) = Ũ0 (t)−

w t

0
e(t−τ)∆P(βΘ̃0)(τ)dτ,

θ̃(t) = Θ̃0 (t).

(ũ, θ̃) L{0,0}(ũ, θ̃) = (Ũ0, Θ̃0) L{0,0}则 满足  .从引理 1的证明可知 是从 Y 到 Y 的满射.

δ(N, p,q) > 0 C1 g利用隐函数定理可知，存在常数 及如下定义的 类映射 ：

g : Xδ
def
= {(u0, θ0) ∈ X;∥(u0, θ0)∥X < δ} → Yδ

def
= {(u, θ) ∈ Y;∥(u, θ)∥Y < δ},

(u0, θ0) ∈ Xδ使得对所有 ，有
g(0,0) = (0,0), F(u0, θ0,g(u0, θ0)) = (0,0).

g(u0, θ0)因此，由条件 (5)、(6)，泛函 给出了系统 (2)满足式 (7)、(8)的唯一解.

(u, θ) h Xδ Yδ C1

(u, θ)
若系统 (2) 满足式 (7)、(8)的解 在 Y 上的范数很小时，根据映射 是从 到 的 类映射, 可以得出解

的唯一性.另外式 (9)、(10)的渐近性可分别从估计式 (17)、(18)及 (21)得到.至此定理 1证毕.

h : Xδ→ Yδ定理 2的证明　由于映射 是连续的，所以当初始值满足式 (12)时，可以得到式 (13)的稳定性估

计.至此我们完成了定理 2的证明. 

3    结　　论

Boussinesq方程作为描述许多地球物理现象的模型，是 Navier-Stokes方程与热力学方程之间耦合的零阶

近似.本文利用隐函数定理，得到了高维具黏性的 Boussinesq系统温和解的全局适定性，即解的存在唯一性及

稳定性，其中，系统的初值位于尺度不变意义下的弱 Lebesgue空间且具有小性.
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