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摘要：  针对含源项的双曲守恒方程给出了一种新的有限体积格式.经典的有限体积格式不能正确地模拟对流通量

项和外力之间的平衡所产生的动力学问题.为解决这个问题，仿照经典的 HLL 近似 Riemann 求解器设计思路设计了

含源项的近似 Riemann 求解器.针对含重力源项的一维流体 Euler 方程和理想磁流体方程，通过对通量计算格式的修

正得到了保平衡 HLL 格式（WB-HLL），并给出了保平衡的证明.针对一维 Euler 方程和理想磁流体给出了两个算

例，比较了传统 HLL 格式和提出的 WB-HLL 格式的计算精度.计算结果表明，WB-HLL 格式精度更高，收敛更快.
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Abstract：A new finite volume scheme was proposed for hyperbolic conservation systems with source terms. The classical

finite volume schemes could not accurately simulate the dynamic problems caused by the balance between flux terms and

source  terms.  To  deal  with  this  problem,  an  approximate  Riemann  solver  with  source  terms  was  designed  in  accordance

with  the  classical  HLL  approximate  Riemann  solver.  The  well-balanced  HLL  scheme  (WB-HLL)  was  obtained  through

modification of the flux calculation schemes for 1D Euler equations and ideal MHD equations with gravity source terms,

and  a  proof  for  the  well-balanced  property  of  the  new  scheme  was  presented.  Two  numerical  examples  of  1D  Euler

equations  and  ideal  MHD  equations  demonstrate  that  the  proposed  WB-HLL  scheme  has  higher  accuracy  and  faster

convergence than the classical HLL ones.

Key words：hyperbolic conservation system；source term；approximate Riemann solver；well-balanced HLL scheme；

finite volume scheme
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引　　言

含源项的双曲守恒方程在很多领域都有应用，如气体动力学[1]、浅水波[2]、天文模拟[3]、血液流动[4] 等.源

项的存在会改变方程解的性质，当方程趋于稳态时，通量梯度与源项应处于完全平衡的状态，但由于网格离散

误差，传统的计算格式不能保证平衡状态，导致解在平衡态附近有虚假的振荡.许多物理问题实际上是稳态解

的小扰动，如果计算格式设计不好，离散误差可能淹没实际的扰动解.尤其计算网格较为粗糙时，这种误差更

大.使用非常细的网格可以减少离散误差，但对大尺度问题细网格的计算成本过高.因此，设计保平衡格式对

解决大尺度流动模拟具有重要意义.

为减少平衡态附近的离散误差，学者们发展了很多保平衡格式.Cui[5] 和 Ozcan[6] 通过将动量方程的源项

空间积分后合并到压力项，发展了保平衡中心迎风格式 (WB-CU).计算中发现这种方法存在的问题是压力不

能保正，对高空大气等低密度、低压力问题容易出现负压力.文献 [7]介绍了通过引进新的变量将含源项的非

守恒方程变为守恒方程的形式，源项与压力等变量的离散保持一致，从而保证平衡.这种方法求解的是原问题

的松弛方程，对大尺度高空大气扰动问题，其计算精度较差.Chalons等[1,7] 和 Franck等[8] 利用基于 Lagrange投

影的方法，求解 Lagrange坐标形式下含源项的近似 Riemann问题，针对 Euler方程发展了新的保平衡格式.这

类方法精度较高，但向波系更复杂的磁流体等问题推广时计算较复杂，对已有成熟程序的改动也比较大.本文

基于常见的 HLL有限体积方法[9-11]，发展了一种新的保平衡格式，期望尽可能简单地实现含源项双曲守恒方

程保平衡的求解. 

1    含源项的 HLL 近似 Riemann 求解器

含源项的双曲守恒方程为
Ut +∇ ·F(U) = Q, （1）

式中，U为待求解变量，F为矢通量，Q为源项.

如图 1所示，方程（1）的 HLL近似 Riemann解为

W(UL,UR) =


UL,

x
t
< S L,

U∗, S L <
x
t
< S R,

UR,
x
t
> S R,

（2）

S L S R式中， 表示左行波的最大波速， 代表右行波的最大波速.
  

图 1    HLL近似 Riemann解示意图

Fig. 1    The sketch of HLL approximate Riemann solvers
 

[xL, xR]× [0,T ]在控制体 内，式 (1)可写成积分形式[12]：
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w xR

xL
U(x,T )dx =

w xR

xL
U(x,0)dx+

w T

0
F(xL, t)dt−

w T

0
F(xR, t)dt+ Q̄(U)T∆x =

xRUR− xLUL+T (F(UL)−F(UR))+ Q̄(U)T∆x, （3）

∆x = xR− xL式中， .另外，等式左边可写成w xR

xL
U(x,T )dx =

w S LT

xL
U(x,T )dx+

w S RT

S LT
U(x,T )dx+

w xR

S RT
U(x,T )dx =

U∗(S RT −S LT )+ (S LT − xL)UL+ (xR−S RT )UR. （4）

比较两式右边可得

U∗ =
F(UL)−F(UR)+∆xQ̄(U)−S LUL+S RUR

S R−S L
. （5）

通量项 F的表达式为

F(UL,UR) =

F(UR)+F(UL)−
∑

i

|S i| (Ui−Ui−1)

2
. （6）

将式 (5)代入可得

F(UL,UR) =
S LF(UR)−S RF(UL)+S LS R(UL−UR)− S L+S R

2
∆xQ̄(U)

S L−S R
. （7）

源项的平均值可近似写成

Q̄(U) =
Q(UL)+Q(UR)

2
. （8）

从而得到计算格式为
∂U j

∂t
= G j(U),

G j(U) =
Fn

j+1/2(UL,UR)−Fn
j−1/2(UL,UR)

∆x
−

Qn(U j+1/2)+Qn(U j−1/2)
2

.

（9）

含 Van-Leer限制器的二阶守恒重构格式为[13]

UL, j+1/2 = U j+
∆U
2
, UR, j−1/2 = U j−

∆U
2
,

∆U =


2∆U+∆U−

∆U++∆U−
, ∆U+∆U− > 0,

0, ∆U+∆U− < 0,

∆U+ = U j+1−U j, ∆U− = U j−U j−1.

（10）

时间积分可用 2阶 Runge-Kutta方法，即
U(1)

j = Un
j +∆tG j(Un),

U(2)
j = U(1)

j +∆tG j(U(1)
j ),

Un+1
j =

U(2)
j +Un

j

2
.

（11）

 

2    保平衡 HLL 格式

对含重力源项的一维流体 Euler方程，方程（1）中的各项可写成
U = ( ρ ρu E ) ,

F =
(
ρu ρu2+ p

(
E+ p+

B2

2

)
u

)
,

Q = ( 0 ρg ρgu ) ,

（12）
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波速为
λ = (u−a,u,u+a) , （13）

式中，a 为声速.最大波速为
S L =min(uL−aL,uR−aR) , S R =max(uL+aL,uR+aR). （14）

对含重力源项的一维理想磁流体方程，有
U =

(
ρ ρu E by bz

)
,

F =
 ρu ρu2+ p+

b2
z +b2

y −b2
x

2

(
E+ p+

B2

2

)
u−b2

xu byu bzu

 ,
Q = ( 0 ρg 0 ρgu 0 ) ,

（15）

波速为 
λ = (u− c,u,u,u,u+ c) ,

c2 =
ρa2+b2

y +b2
z

ρ
,

（16）

c式中，a， 分别为声速、磁声波速.最大波速为

S L =min(uL− cL,uR− cR) , S R =max(uL+ cL,uR+ cR). （17）

平衡态时 u 为 0，与 u 相关的对流输运通量也要为 0，故需对通量计算公式 (7)进行修正.利用文献 [5]使
用的技巧，以磁流体方程的通量式 (15)为例，速度 u 为 0时，对流通量的第 1，3，4，5分量也应为 0.故式 (7)可
以写成

F(i)(UL,UR) =
S LF(i)(UR)−S RF(i)(UL)+S LS RH(u)(U(i)

L −U(i)
R )− S L+S R

2
∆xQ̄(U)

S L−S R
, i = 1,3,4,5, （18）

H(u)式中，上标（i）表示第 i 个分量， 为与速度相关的修正项，需满足

H(u) =
{

0, if u→ 0,
1, others.

（19）

可取 
u =

uL+uR

2
, φ =

u
max(aL,aR)

,

H(u) =
(Cφ)m

1+ (Cφ)m ,

（20）

式中，C 和 m 是与精度有关的计算参数，本文中 C 取 1 000，m 取 6.
传统的 HLL格式的通量项为[9]

F(UL,UR) =
S LF(UR)−S RF(UL)+S LS R(UL−UR)

S L−S R
. （21）

对比式 (18)和式 (21)可知，新格式与传统格式相比，仅需很小的改动.

下面以理想磁流体方程为例证明本文提出的修正 HLL格式满足保平衡的要求，即格式在平衡态时能恢

复为静力平衡方程.Euler方程的情形的证明也可同理得到.

uL = uR = 0平衡态时，满足条件 .由式 (15)可得

S R = −S L. （22）

代入式 (18)可得
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

F(i)
j±1/2(UL,UR) = 0, i = 1,3,4,5,

F(2)
i+1/2(UL,UR) =

F(2)
i+1/2(UR)+F(2)

i+1/2(UL)

2
=

pR,i+1/2+ pL,i+1/2

2
= pi+1/2,

F(2)
i−1/2(UL,UR) =

F(2)
i−1/2(UR)+F(2)

i−1/2(UL)

2
=

pR,i−1/2+ pL,i−1/2

2
= pi−1/2,

Q(i)
j (U) = 0, i = 1,3,4,5,

Q(2)
j (U) =

ρ j+1/2,L+ρ j+1/2,R+ρ j−1/2,L+ρ j−1/2,R

4
g = ρ jg.

（23）

化简为
pi+1/2− pi−1/2

∆x
= ρ jg. （24）

∂x p = ρg即稳态情况下计算的方程变为 ，满足静力平衡条件.故本文提出的格式是保平衡格式. 

3    数 值 算 例

等温大气的扰动算例是用来测试保平衡格式的常用算例[5,6,8]，但一般文献中设置的计算尺度较小.本文测

试在大尺度条件下各种格式的效果. 

3.1   大尺度大气流体的扰动

设大气的初始条件为

ρ0 = e−gx/c2
, p0 = ρ0c2+ηe−16r2

, r =
x− xc

l
, （25）

g = 9.8 m/s2,c = 300 m/s, l = 80 km, xc = 50 km,η = 1 Pa式中， .设大气为理想气体，比热比取 1.67，计算域为

[10,90] km，边界条件采用文献 [14]给出的静态等温边界：
pL

ρL
=

pL+1

ρL+1
, pL = pL+1+

ρL+ρL+1

2
g∆x, uL =min(uL+1,0)，

pR

ρR
=

pR−1

ρR−1
, pR = pR−1−

ρR+ρR−1

2
g∆x, uR =max(uR−1,0).

（26）

时间积分采用 2阶 Runge-Kutta积分，重构方法采用含 Van-Leer限制器的二阶守恒重构格式.网格数取

两组：N=20和 N=100，分别用传统的 HLL格式、本文提出的 WB-HLL格式、松弛格式（relax）、Lagrange投影

格式（LA）和 WB-CU格式计算，计算时长 100 s.另外，用 WB-HLL格式计算了 N=1 000的情形作为参考的精

确解.由于计算中WB-CU格式出现负压力无法完成计算，下面只比较其他 4种格式.
  

图 2    不同格式计算的流体扰动速度：(a) 网格数 N=20；(b) 网格数 N=100
Fig. 2    Fluid perturbed velocities with different schemes: (a) grid number N=20; (b) grid number N=100

 

图 2给出了不同格式和网格计算的扰动速度.由于松弛格式计算结果与其他格式相差较大，为了便于比

较，在图 2(b)中没有展示松弛格式计算的结果.从图中可以看出，相同网格精度下，WB-HLL格式与
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Lagrange投影格式精度相当，比传统的 HLL格式计算精度更高；网格加密时，WB-HLL格式也比传统的

HLL格式收敛更快. 

3.2   大尺度大气磁流体的扰动

为验证 WB-HLL格式在磁流体问题中的计算效果，我们将 3.1小节的算例改成磁流体算例.由于

Lagrange投影格式推广到磁流体问题时较为复杂，本算例仅比较WB-HLL格式和 HLL格式.初始条件为

ρ0 = e−gx/c2
, p0 = ρc2+ηe−16r2

, r =
x− xc

l
,B0 =

(
bx0,by0,bz0

)
=

(
0,0,

b0√
µ0

)
, （27）

g = 9.8 m/s2,c = 300 m/s, l = 80 km, xc = 120 km,η = 0.001 Pa b0 = 5×10−5 T,µ0 = 1.256 64×10−6 H/m

B =
(
bx,by,bz

) ∂B
∂x
= 0

式中， ， ，计算

域为 [80,160] km，设磁场 ， 磁场边界条件设为 ，其他边界条件和计算条件同上.

图 3给出了磁流体方程不同格式和网格计算的扰动速度，图 4给出了不同格式和网格计算的磁场结

果.从图中可以看出，对磁流体方程，与传统的 HLL格式相比，WB-HLL格式计算精度更高，收敛更快.
  

图 3    不同格式计算的磁流体扰动速度：(a) 网格数 N=20；(b) 网格数 N=100
Fig. 3    MHD perturbed velocities with different schemes: (a) grid number N=20; (b) grid number N=100

  

图 4    不同格式计算的磁流体磁场：(a) 网格数 N=20；(b) 网格数 N=100
Fig. 4    MHD magnetic results with different schemes: (a) grid number N=20; (b) grid number N=100

  

4    结　　论

本文构造了含源项的 HLL型近似 Riemann求解器，对通量计算格式进行修正，提出了保平衡的 HLL有

限体积计算格式，并给出了保平衡证明.与经典 HLL格式相比，本文的计算格式只需很小的改动.数值算例表

明，针对大尺度含重力源项的 Euler方程，在精度与收敛速度方面，本文的新格式与 Lagrange投影方法相当，

与传统 HLL格式相比有较大提高.针对大尺度含重力源项的理想磁流体方程，新格式在精度与收敛速度方面

与传统 HLL格式相比也有较大提高.
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