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摘要：　 基于 ｖｏｎ Ｋáｒｍáｎ 几何非线性板理论，导出了受横向非均匀温度场作用的幂律型功能梯度材料（ＦＧＭ）夹层

圆板的位移型几何非线性控制方程．考虑不可移夹紧边界条件，通过求解线性特征值问题，得到了系统的有量纲临

界屈曲温度差解析公式．另外，运用打靶法计算了非线性常微分方程两点边值问题．考察了几何参数、组分材料特

性、梯度指数、温度场参数和层厚比对 ＦＧＭ 夹层圆板的临界屈曲温度差、热过屈曲平衡路径和平衡构形的影响．当
厚径比、梯度层相对厚度和梯度指数增加时，ＦＧＭ 夹层圆板临界屈曲温度差均单调增加；当半径和总厚度给定时，
随 ＦＧＭ 层相对厚度增加，ＦＧＭ 夹层圆板后屈曲变形显著减小．
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０　 引　 　 言

功能梯度材料（ＦＧＭ）板壳通常是由陶瓷和金属两种组分材料沿厚度方向按照特定混合规则加工而成

的一种新型梯度复合材料．与层压及纤维增强复合材料相比较，功能梯度材料能够明显减弱乃至消除不同组

分材料之间的界面效应，从而有效解决因热膨胀失配和应力集中等不利因素导致材料失效的问题．陶瓷通常

具有突出的耐高温性能和良好的抗腐蚀性能，金属通常具有优异的延展性和机械强度．由于陶瓷⁃金属 ＦＧＭ
板壳结构兼具上述诸多优异性能，使其在诸如航空航天、热核反应、军事工业和化学工程等领域具有广阔的

应用前景．
随着 ＦＧＭ 板壳结构在现代工程领域的逐步应用，对其结构力学行为的研究吸引了诸多研究人员的注

意．常见的分析方法有忽略横向剪切变形效应的经典理论和计及横向剪切变形效应的各种剪切理论．经典理

论的数学形式简单、物理概念直观，但其分析精度稍显不足．剪切变形理论的结果更为精确，但其数学形式复

杂、推导过程繁琐．基于经典板理论（ＣＰＴ），Ｎａｊａｆｉｚａｄｅｈ 和 Ｅｓｌａｍｉ［１］讨论了 ＦＧＭ 圆板轴对称热屈曲问题，推导

得到了一般形式的平衡方程和稳定方程，给出了用于预测 ＦＧＭ 圆板临界屈曲温度的解析解．基于一阶剪切

变形理论（ＦＳＤＴ），Ｒｅｄｄｙ 等［２］导出了一个考虑三维热传导方程耦合的 ＦＧＭ 板壳热弹性边值问题，并借助有

限元方法研究了 ＦＧＭ 圆柱壳与板的动态热弹耦合响应．Ｓｈｅｎ［３］基于高阶剪切变形板理论（ＨＳＤＴ），考虑组分

材料特性的温度依赖性，推导了功能梯度板的广义 ｖｏｎ Ｋáｒｍáｎ 大挠度方程，为 ＦＧＭ 板壳的几何非线性分析

奠定了基础．Ｖａｎ Ｄｏ 等［４］介绍了一种基于 ＨＳＤＴ 的横向剪切函数和基于径向点插值方法的精确、高效的无网

格近似方法，分析了沿厚度具有不同温度分布的 ＦＧＭ 板在边缘压缩荷载下的后屈曲响应．Ｍａ 等［５］ 基于 ｖｏｎ
Ｋáｒｍáｎ 几何非线理论，针对 ＦＧＭ 圆板在热机械荷载作用下的非线性弯曲和后屈曲行为开展研究，并使用数

值打靶法求解了非线性耦合常微分方程边值问题．Ｚｈａｎｇ 等［６］ 基于 ＨＳＤＴ 和物理中面概念，研究了弹性地基

上 ＦＧＭ 矩形板的热后屈曲响应．Ｌｅｅ 等［７］针对弹性地基上的 ＦＧＭ 板，考虑厚度拉伸效应，通过修正四变量板

理论的位移场，提出了一种简单有效的高阶剪切变形理论．陈明飞等［８］ 基于平面应变理论，利用等几何有限

元方法分析了弹性边界条件下面内功能梯度三角形板的面内振动特性．
与 ＦＧＭ 板壳结构比较，由其发展得到的 ＦＧＭ 夹层板壳结构，具有更为优异的阻热、防腐和力学性能．常

见的 ＦＧＭ 夹层板壳结构有两种类型，一种为 ＦＧＭ 面层和均匀材料（陶瓷或金属）夹层连接而成的 ＦＧＭ 夹层

板壳结构（下文称此类结构为 Ａ 类 ＦＧＭ 夹层板壳结构），另一类为 ＦＧＭ 夹层连接纯陶瓷和纯金属面层构成

的 ＦＧＭ 夹层板壳结构（下文称此类结构为 Ｂ 类 ＦＧＭ 夹层板壳结构）．到目前为止，研究人员针对 ＦＧＭ 夹层

板壳结构力学行为的研究已得到了诸多研究成果．Ｓｈｅｎ 等［９］ 基于 ＨＳＤＴ，研究了考虑初始几何缺陷的 Ａ 类

ＦＧＭ 夹层板在不同热环境下的屈曲行为．Ｚｅｎｋｏｕｒ 等［１０］采用正弦剪切变形板理论推导了简支边 Ａ 类 ＦＧＭ 夹

层矩形板的稳定性方程，对不同温度场条件下的控制方程进行了解析求解．Ｗａｎｇ 等［１１］ 采用两步摄动法求解

了置于弹性地基上的 Ａ 类 ＦＧＭ 夹层矩形板的控制方程．Ａｌｉｂｅｉｇｌｏｏ［１２］ 将广义微分求积法应用于沿径向的状

态空间方程，形成半解析状态空间微分求积法，并使用这种半解析状态空间微分求积法对不同边界条件下的

Ｂ 类 ＦＧＭ 夹层圆板进行了轴对称热弹性分析．Ｍａｈｉ 等［１３］基于 ＦＳＤＴ 对幂律型简支边 Ａ 类 ＦＧＭ 夹层矩形板

进行静力分析．Ｌｉ 等［１４］基于静力平衡法推导了 Ｂ 类 ＦＧＭ 夹层板在横向分布荷载作用下的控制方程，研究了

体积分数指数、厚度与边长比和层厚比对板弯曲特性的影响．Ｖａｎ Ｄｏ 等［１５］ 提出了一种简单而精确的无网格

逼近方法，在考虑初始几何缺陷的情况下对 Ａ、Ｂ 类 ＦＧＭ 夹层矩形板在边缘压力作用下的后屈曲行为进行

了分析．
当幂律型 ＦＧＭ 板壳或夹层板壳沿厚度方向存在温差时，沿厚度方向的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 热传导温度场存在无穷

级数形式的解．数值计算时需要截取级数的多少项才能获得精度可接受的解呢？ 据笔者文献调阅所知，到目
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前为止，该问题仍未被研究人员充分关注．Ｚｈａｏ［１６］ 针对幂律型 ＦＧＭ 圆板，考察了截取的级数项数目对解的

精度的影响，获得了一些有意义的结果．本文针对夹紧边的 Ｂ 类幂律型 ＦＧＭ 夹层圆板，考虑沿厚度非均匀温

度场作用，基于层间连续性条件，给出了沿厚度方向的温度场分布函数的解析解，建立了基于经典板理论的

轴对称几何非线性位移型控制方程与其边界条件（两点边值问题）．本文首先将非线性边值问题退化为关于

挠度的四阶线性边值问题，通过分析线性特征值问题，得到了系统的有量纲临界屈曲温度差解析解．然后运

用数值打靶法求解非线性边值问题，求解时截取级数的前 ９７ 项进行计算，得到了精度很好的热过屈曲平衡

路径和平衡构形数值解，并进行了参数影响分析．当模型退化为 ＦＧＭ 板时，通过识别屈曲平衡路径上分支点

的值和用解析公式计算得到的系统的有量纲临界屈曲温度差，均能与已有文献结果很好一致．

１　 基 本 方 程

如图 １ 所示的 ＦＧＭ 夹层圆板，半径为 ａ；总厚度为 ｈ；ｈｃ，ｈＦ 和 ｈｍ 分别为纯陶瓷层、ＦＧＭ 夹层和纯金属层

的厚度．为便于分析，建立圆柱坐标系 （Ｏｒθｚ），坐标轴正向如图所示．其中 ｒＯθ 坐标面位于圆板中面内，坐标

原点位于圆板中面形心处．中面内任意点（ ｒ，θ，０） 处的径向、环向和横向位移分别由Ｕ（ ｒ，θ）（与 ｒ轴正向一致

为正）、Ｖ（ ｒ，θ）（与 θ 轴正向一致为正） 和 Ｗ（ ｒ，θ）（与 ｚ 轴正向一致为正）表示．

图 １　 ＦＧＭ 夹层圆板的几何和坐标系

Ｆｉｇ． １　 Ｇｅｏｍｅｔｒｙ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ＦＧＭ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｐｌａｔｅｓ

１．１　 几何方程

在轴对称情况下，圆板中面任意点 （ ｒ，θ，０） 处横向位移Ｗ和径向位移 Ｕ都是径向坐标 ｒ的一元函数，即
Ｗ ＝ Ｗ（ ｒ），Ｕ ＝ Ｕ（ ｒ），环向位移 Ｖ 恒等于 ０．基于 ｖｏｎ Ｋáｒｍáｎ 几何非线性板理论，圆板内任意一点 （ ｒ，θ，ｚ） 的

应变⁃位移关系为［１７］

　 　
εｒ（ ｚ）
εθ（ ｚ）

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

Ｕ，ｒ ＋ Ｗ２
，ｒ ／ ２ － ｚＷ，ｒｒ

Ｕ ／ ｒ － ｚＷ，ｒ ／ ｒ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， （１）

式中 （·） ，ｒ 代表（·） 对 ｒ 的一阶导数．
１．２　 物理方程

在轴对称情况下，考虑温度应力，ＦＧＭ 夹层圆板的本构关系［１８］表达为

　 　
σｒ（ ｚ）
σθ（ ｚ）

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

Ｅ（ ｚ）
１ － μ２

１ μ
μ １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

εｒ（ ｚ）
εθ（ ｚ）

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ － Ｅ（ ｚ）α（ ｚ）Ｔ（ ｚ）

１ － μ
１
１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （２）

式中 Ｔ（ ｚ） 表示圆板中任意点（ ｒ，θ，ｚ） 处相对初始无应力状态温度（即参考温度） 的变温值，为厚度坐标 ｚ 的
一元函数；Ｅ（ ｚ） 和 α（ ｚ） 分别是圆板中任意点（ ｒ，θ，ｚ） 处材料的等效弹性模量和等效热膨胀系数；μ 是 Ｐｏｉｓ⁃
ｓｏｎ 比，本文假定为常数．

为得到 ＦＧＭ 夹层板壳结构坐标 ｚ 处的温度应力，需要求解如下的一维 Ｆｏｕｒｉｅｒ 热传导边值问题［１９］：

　 　 － ｄ
ｄｚ

Ｋ（ ｚ） ｄＴ（ ｚ）
ｄｚ

é

ë
êê

ù

û
úú ＝ ０， Ｔ － ｈ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ Ｔｌ， Ｔ ｈ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ Ｔｕ， （３）
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式中 Ｋ（ ｚ） 是圆板中任意点（ ｒ，θ，ｚ） 处材料的等效导热系数；Ｔｌ 和 Ｔｕ 分别表示 ＦＧＭ 夹层圆板金属侧表面和

陶瓷侧表面相对参考温度的变温值，用 ΔＴ ＝ Ｔｕ － Ｔｌ 表示夹层圆板两表面之间的温度差．为了物理概念直观，
本文建模过程使用 Ｔｌ，Ｔｕ 和ΔＴ作为系统的热荷载参数．需要指出的是，当金属侧表面温度相对参考温度不变

化时（即 Ｔｌ ＝ ０ ℃），陶瓷侧的变温值 Ｔｕ 即为两表面温度差（即ΔＴ ＝ Ｔｕ）， 本文热过屈曲数值解就是在这种情

况下得到的．
假设 ＦＧＭ 层材料体积分数为幂律分布［１６］，即
　 　 Ｖｃ（ ｚ） ＝ （０．５ ＋ ｚ ／ ｈＦ） ｋ， Ｖｍ（ ｚ） ＝ １ － Ｖｃ（ ｚ），　 　 － ｈＦ ／ ２ ≤ ｚ ≤ ｈＦ ／ ２， （４）

式中 Ｖｃ 和 Ｖｍ 分别指陶瓷和金属组分材料的体积分数，非负指数 ｋ 为梯度指数．
则 ＦＧＭ 材料层坐标 ｚ处的材料等效弹性模量 Ｅ（ ｚ）、等效热膨胀系数 α（ ｚ） 和等效导热系数 Ｋ（ ｚ） 可表示

为厚度坐标 ｚ 的函数［２０］：
　 　 Ｅ（ ｚ） ＝ Ｅｍψ１（ξ）， α（ ｚ） ＝ αｍψ２（ξ）， Ｋ（ ｚ） ＝ Ｋｍψ３（ξ）， （５）

式中 Ｅｍ，αｍ 和 Ｋｍ 分别为金属组分（与金属面层材料相同）材料的弹性模量、热膨胀系数和导热系数．
ψｉ（ξ） 是无量纲坐标 ξ（ξ ＝ ｚ ／ ｈＦ） 的连续函数，其数学表达式为

　 　 ψｉ（ξ） ＝ １ ＋ ηｉ（０．５ ＋ ξ） ｋ，　 　 ｉ ＝ １，２，３， （６）
式中 ηｉ ＝ ｒｉ － １，ｒ１ ＝ Ｅｃ ／ Ｅｍ，ｒ２ ＝ αｃ ／ αｍ，ｒ３ ＝ Ｋｃ ／ Ｋｍ，其中 Ｅｃ，αｃ 和 Ｋｃ 分别为陶瓷组分材料（与陶瓷面层材料

相同）的弹性模量、热膨胀系数和导热系数．
本文所用组分材料特性［１６］如表 １ 所示．

表 １　 金属和陶瓷组分的材料特性

Ｔａｂｌｅ １　 Ｍａｔｅｒｉａｌ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ｍｅｔａｌ ａｎｄ ｃｅｒａｍｉｃ

ｍａｔｅｒｉａｌ ｐｒｏｐｅｒｔｙ ａｌｕｍｉｎｕｍ（Ａｌ） ｃｅｒａｍｉｃ（Ａｌ２Ｏ３）

ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ Ｅ ／ ＧＰａ ７０ ３８０

ｔｈｅｒｍａｌ ｅｘｐａｎｓｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ α ／ ℃ －１ ２．３×１０－５ ７．４×１０－６

ｔｈｅｒｍａｌ ｃｏｎｄｕｃｔｉｖｉｔｙ Ｋ ／ （Ｗ ／ ｍＫ） ２０４ １０．４

Ｐｏｉｓｓｏｎ’ｓ ｒａｔｉｏ μ ０．３ ０．３

　 　 将式（６）取 ｉ ＝ ３ 代入式（５）中的第三式，再将式（５）中的第三式代入式（３），考虑 Ｋ（ ｚ） ＝ Ｋｍ（ － ｈｍ － ｈＦ ／ ２
≤ ｚ ≤－ ｈＦ ／ ２）， Ｋ（ ｚ） ＝ Ｋｃ（ｈＦ ／ ２ ≤ ｚ ≤ ｈＦ ／ ２ ＋ ｈｃ） 与温度场边界条件和连续性条件，解边值问题（３）得到如

下温度场分布函数：

　 　 Ｔ（ ｚ） ＝

Ｔｃ ＋ ＡΔＴ
ｈＦ ＋ ｈｃＡ ＋ ｈｍＢ

ｚ －
ｈＦ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　

ｈＦ

２
≤ ｚ ≤

ｈＦ

２
＋ ｈｃ，

Ｔｍ ＋
ｈＦＢΔＴ

ｈＦ ＋ ｈｃＡ ＋ ｈｍＢ
∑
Ｎ

ｓ ＝ ０

（ － η３） ｓ

ｋｓ ＋ １
１
２

＋ ｚ
ｈＦ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｋｓ＋１é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，　 　 Ｎ → ∞， －

ｈＦ

２
≤ ｚ ≤

ｈＦ

２
，

Ｔｍ ＋ ＢΔＴ
ｈＦ ＋ ｈｃＡ ＋ ｈｍＢ

ｚ ＋
ｈＦ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 － ｈｍ －

ｈＦ

２
≤ ｚ ≤－

ｈＦ

２
，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（７）

式中 Ｔｃ ＝ ［ｈｃＡＴｌ ＋ （ｈＦ ＋ ｈｍＢ）Ｔｕ］ ／ （ｈＦ ＋ ｈｃＡ ＋ ｈｍＢ） 为 ＦＧＭ 夹层纯陶瓷侧相对参考温度的变温值， Ｔｍ ＝
［ｈｍＢＴｕ ＋ （ｈＦ ＋ ｈｃＡ）Ｔｌ］ ／ （ｈＦ ＋ ｈｃＡ ＋ ｈｍＢ） 为 ＦＧＭ 夹层纯金属侧相对参考温度的变温值， ΔＴ ＝ Ｔｕ － Ｔｌ 为

圆板上下表面温度差，无量纲系数 Ａ，Ｂ 分别为

　 　 Ａ ＝ ∑
Ｎ

ｓ ＝ ０
（ － η３） ｓ ∑

Ｎ

ｓ ＝ ０

（ － η３） ｓ

ｋｓ ＋ １
， Ｂ ＝ １ ∑

Ｎ

ｓ ＝ ０

（ － η３） ｓ

ｋｓ
，　 　 Ｎ → ∞ ．

在轴对称变形情况下，ＦＧＭ 夹层圆板的薄膜力和弯曲内力为

　 　 （Ｎｉ，Ｍｉ） ＝ ∫ｈＦ ／ ２＋ｈｃ
－ｈｍ－ｈＦ ／ ２

σｉ（１，ｚ）ｄｚ，　 　 ｉ ＝ ｒ，θ ． （８）

将式（１）、（５）、（７）代入式（２），再将式（２）代入式（８），得内力 ／内矩表达式如下：

　 　 Ｎｒ ＝ Ｓ０ Ｕ，ｒ ＋ μ Ｕ
ｒ

＋ １
２
Ｗ２

，ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｓ１

μ
ｒ
Ｗ２

，ｒ ＋ Ｗ，ｒｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ＮＴ， （９）
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　 　 Ｎθ ＝ Ｓ０
Ｕ
ｒ

＋ μＵ，ｒ ＋
μ
２
Ｗ２

，ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｓ１

１
ｒ
Ｗ，ｒ ＋ μＷ，ｒｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ＮＴ， （１０）

　 　 Ｍｒ ＝ Ｓ１ Ｕ，ｒ ＋ μ Ｕ
ｒ

＋ １
２
Ｗ２

，ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｓ２

μ
ｒ
Ｗ，ｒ ＋ Ｗ，ｒｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ＭＴ， （１１）

　 　 Ｍθ ＝ Ｓ１
Ｕ
ｒ

＋ μＵ，ｒ ＋
μ
２
Ｗ２

，ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｓ２

１
ｒ
Ｗ，ｒ ＋ μＷ，ｒｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ＭＴ ． （１２）

刚度系数 Ｓｉ 由下式计算：

　 　 Ｓｉ ＝ ∫－ｈＦ ／ ２

－ｈｍ－ｈＦ ／ ２

Ｅｍ

１ － μ２ ｚ
ｉｄｚ ＋ ∫ｈＦ ／ ２

－ｈＦ ／ ２

Ｅ（ ｚ）
１ － μ２ ｚ

ｉｄｚ ＋ ∫ｈＦ ／ ２＋ｈｃ
ｈＦ ／ ２

Ｅｃ

１ － μ２ ｚ
ｉｄｚ，　 　 ｉ ＝ ０，１，２， （１３）

ＮＴ 和 ＭＴ 分别为热膜力和热弯矩，可由下式计算：

　 　 （ＮＴ，ＭＴ） ＝ － ∫ｈＦ ／ ２＋ｈｃ
－ｈｍ－ｈＦ ／ ２

Ｅ（ ｚ）α（ ｚ）Ｔ（ ｚ）
１ － μ

（１，ｚ）ｄｚ ． （１４）

将式（５）中的第一式代入式（１３），通过积分运算得到刚度系数 Ｓｉ：
　 　 Ｓｉ ＝ Ａｍｈｉχ

ｉ，　 　 ｉ ＝ ０，１，２， （１５）
式中 Ａｍ ＝ Ｅｍｈ ／ （１ － μ２） 是均质金属圆板的抗拉刚度，无量纲系数 χ

ｉ 为

　 　 χ
０ ＝

ｈｍ

ｈ
＋
ｈＦ

ｈ １ ＋
η１

ｋ ＋ １
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｈｃ

ｈ
（１ ＋ η１）， （１６）

　 　 χ
１ ＝

－ ｈｍ（ｈｍ ＋ ｈＦ）
２ｈ２

＋
ｈ２

Ｆ

ｈ２ η１
１

ｋ ＋ ２
－ １
２ｋ ＋ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｈｃ（ｈｃ ＋ ｈＦ）
２ｈ２ （１ ＋ η１）， （１７）

　 　 χ
２ ＝

ｈｍ（３ｈ２
Ｆ ＋ ６ｈＦｈｍ ＋ ４ｈ２

ｍ）
１２ｈ３

＋
ｈ３

Ｆ

ｈ３

１
１２

＋ η１
１

ｋ ＋ ３
－ １
ｋ ＋ ２

＋ １
４ｋ ＋ ４

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ＋

　 　 　 　
ｈｃ（３ｈ２

Ｆ ＋ ６ｈＦｈｃ ＋ ４ｈ２
ｃ）

１２ｈ３ （１ ＋ η１） ． （１８）

将式（５）的第一、第二式和式（７）代入式（１４）得
　 　 （ＮＴ，ＭＴ） ＝ － （１ ＋ μ）ＡｍαｍＴｌ（ζ０，ｈζ１）， （１９）

无量纲系数 ζｉ（ ｉ ＝ ０，１） 的表达式为

　 　 ζ０ ＝
ｈｍ

ｈ
Ｔｍ ＋ Ｔｌ

２Ｔｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ （１ ＋ η１）（１ ＋ η２）

ｈｃ

ｈ
Ｔｕ ＋ Ｔｃ

２Ｔｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ β０， （２０）

　 　 ζ１ ＝ －
ｈｍ

２ｈ
＋

ｈ２
ｍ

２ｈ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔｍ

Ｔｌ

＋
Ｔｍ － Ｔｌ

Ｔｌ

ｈ
２ｈｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ （１ ＋ η１）（１ ＋ η２）

ｈｃ

２ｈ
＋

ｈ２
ｃ

２ｈ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔｃ

Ｔｌ

－
Ｔｕ － Ｔｃ

Ｔｌ

ｈ
２ｈｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 １
４

＋
ｈｍ

２ｈ
＋

ｈ２
ｍ

３ｈ２

æ

è
ç

ö

ø
÷
Ｔｍ － Ｔｌ

Ｔｌ

＋ （１ ＋ η１）（１ ＋ η２）
１
４

＋
ｈｃ

２ｈ
＋

ｈ２
ｃ

３ｈ２

æ

è
ç

ö

ø
÷
ｈｕ － Ｔｃ

ｈｌ

＋ β１ ． （２１）

无量纲系数 βｉ 通过下式计算：

　 　 βｉ ＝ ∫１ ／ ２
－１ ／ ２

ψ１（ξ）ψ２（ξ）ψ４（ξ）ξｉｄξ，　 　 ｉ ＝ ０，１， （２２）

式中

　 　 ψ４（ξ） ＝ １ ＋ η４ ∑
Ｎ

ｓ ＝ ０

（ － η３） ｓ

ｋｓ ＋ １
１
２

＋ ξæ

è
ç

ö

ø
÷

ｋｓ＋１é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ∑

Ｎ

ｓ ＝ ０

（ － η３） ｓ

ｋｓ ＋ １
，　 　 Ｎ → ∞， （２３）

η４ ＝ ｒ４ － １，ｒ４ ＝ Ｔｃ ／ Ｔｍ，Ｎ 为非负整数．
将式（６） （ ｉ ＝ １，２） 和式（２３）代入式（２２），得 βｉ 的表达式为

　 　 β０ ＝
Ｔｍ

Ｔｌ
１ ＋

η１ ＋ η２

ｋ ＋ １
＋

η１η２

２ｋ ＋ １
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋
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Ｔｃ － Ｔｍ

Ｔｌ
∑
Ｎ

ｓ ＝ ０

（ － η３） ｓ

ｋｓ ＋ １
１

ｋｓ ＋ ２
＋

η１ ＋ η２

ｋ（ ｓ ＋ １） ＋ ２
＋

η１η２

ｋ（ ｓ ＋ ２） ＋ ２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ∑

Ｎ

ｓ ＝ ０

（ － η３） ｓ

ｋｓ ＋ １
，　 　 Ｎ → ∞，

（２４）

　 　 β１ ＝
Ｔｍ

Ｔｌ
（η１ ＋ η２）

１
ｋ ＋ ２

－ １
２ｋ ＋ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ η１η２

１
２ｋ ＋ ２

－ １
４ｋ ＋ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ＋

　 　 　 　
Ｔｃ － Ｔｍ

Ｔｌ
∑
Ｎ

ｓ ＝ ０

（ － η３） ｓ

ｋｓ ＋ １
１

ｋｓ ＋ ３
－ １
２ｋｓ ＋ ４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ （η１ ＋ η２）

１
ｋ（ ｓ ＋ １） ＋ ３

－ １
２ｋ（ ｓ ＋ １） ＋ ４

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê ＋

　 　 　 　 η１η２
１

ｋ（ ｓ ＋ ２） ＋ ３
－ １
２ｋ（ ｓ ＋ ２） ＋ ４

æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
úú ∑

Ｎ

ｓ ＝ ０

（η３） ｓ

ｋｓ ＋ １
，　 　 Ｎ → ∞ ． （２５）

１．３　 平衡方程

轴对称情况下，功能梯度夹层圆板的平衡微分方程为

　 　 （ ｒＮｒ） ，ｒ － Ｎθ ＝ ０， （２６）
　 　 （ ｒＭｒ） ，ｒｒ － Ｍθ，ｒ ＋ （ ｒＮｒＷ，ｒ） ，ｒ ＋ ｑｒ ＝ ０， （２７）

其中 ｑ 为横向均匀分布荷载，与 ｚ 轴正向一致为正．

２　 边 值 问 题

２．１　 控制方程

为便于数值计算，引入下列无量纲变量：
　 　 ｘ ＝ ｒ ／ ａ， （ｗ，δ） ＝ （Ｗ，ａ） ／ ｈ， ｕ ＝ Ｕａ ／ ｈ２， λ ＝ （１ ＋ μ）αｍＴｌζ０

χ
０δ２ ／ （χ０

χ
２ － χ２

１），
　 　 Ｑ ＝ （１ － μ２）ｑδ４χ

０ ／ ［Ｅｍ（χ０
χ
２ － χ２

１）］，
其中 ｘ 为无量纲径向坐标变量，ｗ，ｕ 分别为圆板中面上任意一点的横向和径向无量纲位移，λ 为相对参考温

度的无量纲变温，Ｑ 为无量纲横向均布荷载．
将式（９）—（１２）代入式（２６）、（２７），考虑前述无量纲变换关系，得到一组无量纲位移型几何非线性常微

分控制方程如下：

　 　 Ñ２Ñ２ｗ ＋ λ Ñ２ｗ －
χ２
０

χ
０
χ
２ － χ２

１

（ｕ，ｘ ＋ ｗ２
，ｘ ／ ２ ＋ μｕ ／ ｘ）ｗ，ｘｘ ＋ ｕ ／ ｘ ＋ μ ｕ，ｘ ＋ μ （ｗ，ｘ） ２ ／ ２[ ] ｗ，ｘ ／ ｘ{ } ＋

　 　 　 　
χ
０
χ
１

χ
０
χ
２ － χ２

１

［（２μ ｗ，ｘｘ ＋ ｗ，ｘ ／ ｘ）ｗ，ｘ ／ ｘ ＋ （ｗ，ｘｘ） ２］ ＝ Ｑ， （２８）

　 　 ｕ，ｘｘ ＋ ｕ，ｘ ／ ｘ － ｕ ／ ｘ２ ＋ ｗ，ｘｗ，ｘｘ ＋ （１ － μ）ｗ２
，ｘ ／ ２ｘ － χ

１ ／ χ０ （Ñ２ｗ） ，ｘ ＝ ０， （２９）
式中 Ñ２（·） ＝ （·） ，ｘ ／ ｘ ＋ （·） ，ｘｘ，（·） ｘ 表示关于 ｘ 的一阶导数．
２．２　 边界条件

不可移夹紧边界条件为

　 　 ｗ（１） ＝ ０， ｗ，ｘ（１） ＝ ０， ｕ（１） ＝ ０； （３０）
中心对称条件为

　 　 ｗ，ｘ（０） ＝ ０， ｌｉｍ
ｘ→０

（ｗ，ｘｘｘ ＋ ｗ，ｘｘ ／ ｘ － ｗ，ｘ ／ ｘ２） ＝ ０， ｕ（０） ＝ ０． （３１）

３　 线性特征值分析

我们已经知道，周边夹紧的 ＦＧＭ 夹层圆板的热屈曲属于分岔屈曲问题．结构的临界屈曲温度差可以通

过识别结构热过屈曲平衡路径上的分岔点对应的值来确定，也可以通过求解线性特征值问题得到．考虑到分

岔点对应的变形是微小的，因此忽略非线性控制方程中的径向位移函数 ｕ 及其各阶导数与全部非线性项，得
到一个关于挠度 ｗ 的四阶线性微分方程如下：

　 　 Ñ４ｗ ＋ λÑ２ｗ ＝ ０． （３２）
方程式（３２）与边界条件式（３０）中的前二式和中心对称条件式（３１）中的前二式构成一个线性特征值问题．通
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过求解该特征值问题，可以得到无量纲临界屈曲温度 λｃｒ （即特征值）．考虑到工程设计人员对该系统的最低

临界屈曲温度（即最小特征值）更感兴趣，而最小特征值对应于圆板的一阶轴对称屈曲的分岔点解，因此，为
了得到最小特征值，可以假设一个圆板中心挠度有限的一元挠度函数如下：

　 　 ｗ（ｘ） ＝ Ｃ１ ＋ Ｃ２Ｊ０（ λ ｘ）， （３３）
式中 Ｊ０为零阶 Ｂｅｓｓｅｌ 函数， Ｃ１ 和 Ｃ２ 为积分常数．

将式（３３）代入边界条件式（３０）中的前二式，得到如下齐次线性代数方程组：

　 　
１ Ｊ０（ λ ）

０ － λ Ｊ０，ｘ（ λ ）

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

Ｃ１

Ｃ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

０
０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （３４）

式中 Ｊ０，ｘ 代表 Ｊ０ 对 ｘ 的一阶导数．
在屈曲状态下，积分常数 Ｃ１ 和 Ｃ２ 不全为零，根据 Ｃｒａｍｅｒ 法则，线性代数方程式（３４）的系数矩阵的行列

式必然为零，再考虑到最小特征值 λ ≠ ０， 因此有

　 　 Ｊ０，ｘ（ λ ） ＝ ０． （３５）
根据著名的 Ｂｅｓｓｅｌ 函数关系，有

　 　 Ｊ０，ｘ（ λ ｘ） ＝ － λ Ｊ１（ λ ｘ）， （３６）
式中 Ｊ１ 为一阶 Ｂｅｓｓｅｌ 函数．

对式（３６），当 ｘ ＝ １ 时，考虑式（３５），有

　 　 Ｊ１（ λ ） ＝ ０． （３７）
基于式（３７），可以得到系统最小的特征值为

　 　 λｃｒ ＝ １４．６８４． （３８）
根据式（３８），再结合前文给出的无量纲温度与有量纲温度变换关系，对于具有实际参数的不可移夹紧

边 ＦＧＭ 夹层圆板，当金属侧表面相对初始参考温度变温值为 Ｔｌ 时，系统的有量纲临界屈曲温度（Ｔｕ） ｃｒ 为

　 　 （Ｔｕ） ｃｒ ＝
１
λ－－

１４．６８４（χ０
χ
２ － χ２

１）
（１ ＋ μ）αｍ

χ
０δ２

－ ｈ－－Ｔｌ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （３９）

式中无量纲系数 λ－－ 和 ｈ－－ 表示如下：

　 　 λ－－ ＝
ｈ２

ｍＢ
２ｈ

＋ （１ ＋ η１）（１ ＋ η２）
ｈｃ（２ｈＦ ＋ ｈｃＡ ＋ ２ｈｍＢ）

２ｈ
＋{ １ ＋

η１ ＋ η２

ｋ ＋ １
＋

η１η２

２ｋ ＋ １
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｈｍＢ ＋

　 　 　 　 ｈＦＢ∑
Ｎ

ｓ ＝ ０

（ － η３） ｓ

ｋｓ ＋ １
１

ｋｓ ＋ ２
＋

η１ ＋ η２

ｋ（ ｓ ＋ １） ＋ ２
＋

η１η２

ｋ（ ｓ ＋ ２） ＋ ２
ù

û
ú
ú

é

ë
ê
ê } １

ｈＦ ＋ ｈｃＡ ＋ ｈｍＢ
，　 　 Ｎ → ∞，

（４０）

　 　 ｈ－－ ＝
ｈｍ（２ｈＦ ＋ ２ｈｃＡ ＋ ｈｍＢ）

２ｈ
＋ （１ ＋ η１）（１ ＋ η２）

ｈ２
ｃＡ
２ｈ

＋{ １ ＋
η１ ＋ η２

ｋ ＋ １
＋

η１η２

２ｋ ＋ １
æ

è
ç

ö

ø
÷ （ｈＦ ＋ ｈｃＡ） －

　 　 　 　 ｈＦＢ∑
Ｎ

ｓ ＝ ０

（ － η３） ｓ

ｋｓ ＋ １
１

ｋｓ ＋ ２
＋

η１ ＋ η２

ｋ（ ｓ ＋ １） ＋ ２
＋

η１η２

ｋ（ ｓ ＋ ２） ＋ ２
ù

û
ú
ú

é

ë
ê
ê } １

ｈＦ ＋ ｈｃＡ ＋ ｈｍＢ
，　 　 Ｎ → ∞ ．

（４１）
在式（３９）的基础上，可进一步定义有量纲临界屈曲温度差如下：

　 　 ΔＴｃｒ ＝
１
λ－－

１４．６８４（χ０
χ
２ － χ２

１）
（１ ＋ μ）αｍ

χ
０δ２

－ （ｈ－－ ＋ λ－－）Ｔｌ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （４２）

由式（４２）易见，系统的临界屈曲温度差不但依赖于系统本身的几何物理参数、梯度指数和所截取的级

数项数目，也与变温值 Ｔｌ 有关．需要说明的是，本文仅针对 Ｔｌ ＝ ０ ℃的情况进行计算，故系统的临界屈曲温度

差在数值上等于使系统发生临界屈曲时陶瓷侧表面的温升值．换句话说，当 Ｔｌ ＝ ０ ℃时，用式（３９）计算得到

的 （Ｔｕ） ｃｒ 和用式（４２）计算得到的 ΔＴｃｒ 在数值上是相等的．另外需要指出，式（３９）和式（４２）经退化，可用于梯

度材料圆板和均匀材料圆板的分析计算．
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４　 热过屈曲分析

控制方程（２８）、（２９）与边界条件（３０）和中心对称条件（３１）构成几何非线性常微分方程两点边值问题，
可以用其考察固定边 ＦＧＭ 夹层圆板在轴对称热机械荷载作用下的几何非线性力学行为．当横向荷载 Ｑ 充分

小时，可以用其考察系统的热过屈曲问题．限于篇幅，本文仅运用上述非线性边值问题讨论系统的热过屈曲

问题，并进行相应的参数影响分析．考虑到模型属于几何非线性两点边值问题，因此本文运用数值打靶法对

其求解．
４．１　 打靶法求解简单说明

为了用打靶法求解上述两点边值问题，现假设［２１］

　 　 Ｙ ＝ ［ｙ１ 　 ｙ２ 　 ｙ３ 　 ｙ４ 　 ｙ５ 　 ｙ６］ Ｔ ＝ ［ｗ　 ｗ′　 ｗ″　 ｗ‴　 ｕ　 ｕ′］ Ｔ ． （４３）
考虑方程（２８）、（２９）和中心对称条件式（３１）中的第二式在 ｘ ＝ ０ 处具有奇异性，数值计算时，可在区间 ［Δｘ，
１］ 上（本文计算时取 Δｘ ＝ １０ －４） 计算．为了运用打靶法求解，需将原两点边值问题转化为以下初值问题：

　 　 ｄＹ
ｄｘ

＝ Ｈ（Ｙ，ｘ） ＝ ［ｙ２ 　 ｙ３ 　 ｙ４ 　 φ１ 　 ｙ６ 　 φ２］ Ｔ，　 　 ｘ ∈ ［Δｘ，１］， （４４）

式中 φ ｉ（ ｉ ＝ １，２） 可从方程（２８）和（２９）中得到．
由于位移函数在 ｘ ＝ ０ 处连续可微，当 Δｘ 足够小时，可以用 ｘ ＝ Δｘ 处的值替代 ｘ ＝ ０ 处的值，即在 ｘ ＝ ０

处的中心对称条件可表示如下：
　 　 Ｙ（Δｘ） ＝ ［Ｖ１ 　 ０　 Ｖ２ 　 － Ｖ２ ／ ｘ　 ０　 Ｖ３］ Ｔ， （４５）

式中 ζ 为 ｘ ＝ Δｘ 处的初始挠度（赋值）； Ｖｉ（ ｉ ＝ １，２，３） 为待定参数，由 ｘ ＝ １ 处的边界条件确定．以上是本文数

值求解过程中对打靶法使用方法的简单说明，有关打靶法数值求解方法更为详细的介绍和具体实现步骤和

程序可以参阅文献［２２⁃２３］．
４．２　 结果验证

将本文 ＦＧＭ 夹层圆板退化为 ＦＧＭ 圆板，考虑沿厚度非均匀温度场作用（取温度级数解前 ７ 项计算），在
金属侧表面相对参考温度未发生变温（即 Ｔｌ ＝ ０ ℃）的情况下，表 ２ 给出了不同厚径比和不同梯度指数的

ＦＧＭ 圆板临界屈曲温度差 ΔＴｃｒ （从识别过屈曲平衡路径上分岔点处的值和用式（４２）进行计算两种途径得

到），表中同时给出了文献［２４］的结果．可以看出，本文结果与文献结果几乎一致．
表 ２　 具有不同厚径比和梯度指数的 ＦＧＭ 圆板在 Ｔｌ ＝ ０ ℃时对应的临界屈曲温度差 ΔＴｃｒ

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃｒｉｔｉｃａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ΔＴｃｒ ｏｆ ＦＧＭ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｐｌａｔｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ
ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ⁃ｒａｄｉｕｓ ｒａｔｉｏｓ ａｎｄ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｉｎｄｅｘｅｓ ｆｏｒ Ｔｌ ＝ ０ ℃

ｋ 　
ｈ ／ ａ

０．０５ ０．０４ ０．０３ ０．０２ ０．０１

０
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｉｎ ｒｅｆ． ［２４］ ６３５．８２８ ４０５．８２１ ２２８．８９８ １０１．５９０ ２５．４３３

ｐｒｅｓｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ６３６．０００ ４０７．０４０ ２２８．９６０ １０１．７６０ ２５．４４０

０．５
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｉｎ ｒｅｆ． ［２４］ ４７５．２３０ ３０４．１４６ １７１．０８３ ７６．０３７ １９．００９

ｐｒｅｓｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ４７５．０６１ ３０４．０３９ １７１．０２１ ７６．００９ １９．００２

１
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｉｎ ｒｅｆ． ［２４］ ３８４．６００ ２４６．１５３ １３８．４５６ ６１．５３６ １５．３８４

ｐｒｅｓｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ３８４．４５３ ２４６．０５０ １３８．４３３ ６１．５１２ １５．３７８

４．３　 热过屈曲分析

我们已经知道，当幂律型功能梯度板两侧存在温度差时，其沿厚度方向的温度场函数可以表达为无穷级

数．由于级数收敛慢，需要取相当多项才能获得精度可接受的解［１６］ ．在给定层厚比为 ２ ∶ １ ∶ ２、底面温度相对

参考温度不改变（即 Ｔｌ ＝ ０ ℃）、梯度指数 ｋ ＝ １和厚径比 ｈ ／ ａ ＝ ０．０５的情况下，图 ２给出了一组不同的温度级

数项数 Ｎ 对应的 ＦＧＭ 夹层圆板（固定边界）的热过屈曲平衡路径．其中 Ｎ ＝ ０ 为对应级数的前两项的计算结

果，此种情况下沿板厚的温度场退化成了线性温度场．由图 ２ 可以判断，当幂律型梯度夹层板 ／壳在两表面之

间存在温度差时，如果将沿厚度的温度场退化为线性温度场，数值解会严重失真．当 Ｎ ≥ １ 时，沿梯度层厚度
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方向的温度场为非线性温度场，沿均质面层依然为线性温度分布．从图中可以看出，当 Ｎ ＝ ９５ 时（对应级数的

前 ９７ 项），数值解收敛到了一个很理想的程度．因此对于两表面存在温差的 ＦＧＭ 夹层圆板，为了保证解具有

足够的精度，除非特别说明，本文数值结果均为对应级数前 ９７ 项的结果．
为了考察厚径比对 ＦＧＭ 夹层圆板热过屈曲平衡路径的影响，在给定层厚比为 ２ ∶ １ ∶ ２、底面相对参考

温度的温升 Ｔｌ ＝ ０ ℃、梯度指数 ｋ ＝ １ 的情况下，针对一组不同的厚径比 ｈ ／ ａ，图 ３ 给出了固定边的 ＦＧＭ 夹层

圆板的一组热过屈曲平衡路径．从图中可以看出，随着厚径比的增加，板的临界屈曲温度差 ΔＴｃｒ 增加．因为当

厚径比 ｈ ／ ａ 增加时，板的弯曲刚度随之增大，结构抗屈曲能力增加，该现象与定性结论一致．

图 ２　 不同的温度级数项数目对应的 ＦＧＭ 夹层圆板热屈曲平衡路径

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅｒｍａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｐａｔｈｓ ｏｆ ＦＧＭ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｐｌａｔｅｓ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ

ｔｏ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｕｍｂｅｒｓ ｏｆ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｓｅｒｉｅｓ ｔｅｒｍｓ

为了考察梯度指数 ｋ 对 ＦＧＭ 夹层圆板热过屈曲平衡路径的影响， 在给定厚径比 ｈ ／ ａ ＝ ０．０５、 层厚比为

２ ∶ １ ∶ ２、 底面温升 Ｔｌ ＝ ０ ℃的情况下，图 ４ 给出了多个梯度指数 ｋ 对应的 ＦＧＭ 夹层圆板的热过屈曲平衡路

径．从图可以看出，临界屈曲温度 ΔＴｃｒ 随着 ｋ 的增加而增大，这里再次表明，对于层厚比为 ２ ∶ １ ∶ ２ 的 ＦＧＭ
夹层圆板，当梯度指数 ｋ 增加时，结构抵抗热屈曲的能力是增加的．另外可以看出，随着梯度指数 ｋ 的增加，
其对于临界屈曲温度差 ΔＴｃｒ 的影响逐渐减小，这是因为当梯度指数 ｋ 较小时，ｋ 对组分材料体积分数的影响

更为显著，而随着 ｋ 的增加，其对组分材料体积分数的影响逐渐减小．

图 ３　 厚径比对 ＦＧＭ 夹层圆板的热过屈曲 图 ４　 梯度指数对 ＦＧＭ 夹层圆板的热过屈曲

平衡路径的影响 平衡路径的影响

Ｆｉｇ． ３　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ⁃ｒａｄｉｕｓ ｒａｔｉｏｓ ｏｎ ｔｈｅｒｍａｌ Ｆｉｇ． ４　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｉｎｄｅｘｅｓ ｏｎ ｔｈｅｒｍａｌ

ｐｏｓｔｂｕｃｋｌｉｎｇ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｐａｔｈｓ ｏｆ ＦＧＭ ｐｏｓｔｂｕｃｋｌｉｎｇ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｐａｔｈｓ ｏｆ ＦＧＭ

ｓａｎｄｗｉｃｈ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｐｌａｔｅｓ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｐｌａｔｅｓ

为了考察层厚比对 ＦＧＭ 夹层圆板热过屈曲平衡路径的影响，图 ５ 给出了不同层厚比对应的 ＦＧＭ 夹层
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圆板的热过屈曲平衡路径．从图中可以看出，在厚径比 ｈ ／ ａ、梯度指数 ｋ和底面相对参考温度的温升 Ｔｌ 给定的

情况下，随着梯度层相对厚度的增加，临界屈曲温度 ΔＴｃｒ 增加．
给定半径 ａ ＝ １２０ ｍｍ、梯度指数 ｋ ＝ １、底面温升 Ｔｌ ＝ ０ ℃、上表面温升 Ｔｕ ＝ ４８０ ℃和层厚比为 １ ∶ ２ ∶ １

的情况下，图 ６ 给出了不同厚度的 ＦＧＭ 夹层圆板的热过屈曲平衡构形．可以看出，厚度 ｈ 越小，过屈曲变形

越大，该现象与预期结果一致．

图 ５　 层厚比对 ＦＧＭ 夹层圆板的热过屈曲平衡路径的影响 图 ６　 不同厚度下 ＦＧＭ 夹层圆板的热过屈曲平衡构形

Ｆｉｇ． ５　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｌａｙｅｒ⁃ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｒａｔｉｏｓ ｏｎ ｔｈｅｒｍａｌ Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅｒｍａｌ ｐｏｓｔｂｕｃｋｌｉｎｇ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓ

ｐｏｓｔｂｕｃｋｌｉｎｇ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｐａｔｈｓ ｏｆ ＦＧＭ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｏｆ ＦＧＭ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｐｌａｔｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｃｉｒｃｕｌａｒ ｐｌａｔｅｓ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓｅｓ

给定半径 ａ ＝ １２０ ｍｍ、厚度 ｈ ＝ ６ ｍｍ、梯度指数 ｋ ＝ １、底面温升 Ｔｌ ＝ ０ ℃、上表面温升 Ｔｕ ＝ ４８０ ℃时，图
７ 给出了不同层厚比下 ＦＧＭ 夹层圆板的热过屈曲平衡构形．从图中可以看出，在厚度和半径给定的情况下，
梯度层相对厚度越小，ＦＧＭ 夹层圆板后屈曲变形越大．该现象表明，在 ＦＧＭ 夹层圆板半径和厚度不变的情况

下，通过改变层厚比，就可以显著改变 ＦＧＭ 夹层圆板后屈曲变形程度，为工程中的弹性元件和结构设计提供

了重要参考信息．

图 ７　 不同层厚比的 ＦＧＭ 夹层圆板的热过屈曲平衡构形 图 ８　 不同梯度指数的 ＦＧＭ 夹层圆板的热过屈曲平衡构形

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅｒｍａｌ ｐｏｓｔｂｕｃｋｌｉｎｇ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓ Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅｒｍａｌ ｐｏｓｔｂｕｃｋｌｉｎｇ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓ

ｏｆ ＦＧＭ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｐｌａｔｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｏｆ ＦＧＭ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｐｌａｔｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｌａｙｅｒ⁃ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｒａｔｉｏｓ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｉｎｄｉｃｅｓ

给定半径 ａ ＝ １２０ ｍｍ、厚度 ｈ ＝ ６ ｍｍ、 底面温升 Ｔｌ ＝ ０ ℃、上表面温升 Ｔｕ ＝ ４８０ ℃和层厚比为 １ ∶ ２ ∶ １
的情况下，图 ８ 给出了不同梯度指数对应的 ＦＧＭ 夹层圆板的热过屈曲平衡构形．从图中可以看出，梯度指数

ｋ 越小，ＦＧＭ 夹层圆板后屈曲变形越大．该现象表明，在 ＦＧＭ 夹层圆板半径、厚度以及层厚比不变的情况下，
通过调整 ＦＧＭ 层的梯度指数，可以显著改变 ＦＧＭ 夹层圆板后屈曲变形程度，同样为工程中的弹性元件和结

构设计提供了重要的参考信息．
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５　 结　 　 论

本文基于经典板理论，详细考察了横向非均匀温度场作用的边界夹紧的幂律型 ＦＧＭ 夹层圆板的临界屈

曲温度差和热过屈曲特性，得到了如下主要结论：
给定层厚比和梯度指数，随厚径比的增加，ＦＧＭ 夹层圆板的临界屈曲温度差单调增加．给定层厚比和厚

径比，随梯度指数的增加，ＦＧＭ 夹层圆板的临界屈曲温度差单调增加．给定厚径比和梯度指数，随 ＦＧＭ 层相

对厚度的增加，ＦＧＭ 夹层圆板的临界屈曲温度差单调增加．给定半径和厚度，随着面板相对厚度增加，ＦＧＭ
夹层圆板的热过屈曲变形显著增加；随着梯度指数减小，ＦＧＭ 夹层圆板的热过屈曲变形显著增加．
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