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摘要：　 该文主要研究了一类具有时变时滞的离散时间切换奇异系统在正性约束下的 ｌ１ 滤波器的设计问题．通过

构造合适的共正 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数并且利用平均驻留时间的方法，以线性规划的形式给出使得相应的滤波误差系统是

正的、正则的、因果的、指数稳定的充分条件．另外，外部扰动输入对系统性能的影响也被加以分析和讨论，并在稳定

性的基础上进一步给出滤波误差系统具有给定 ｌ１ 增益性能的充分条件和相应滤波器的设计方法．最后，通过数值

算例来验证所给方法的有效性和可行性．

关　 键　 词：　 时变时滞；　 切换奇异系统；　 正系统；　 平均驻留时间；　 指数稳定性；　 滤波器设计

中图分类号：　 Ｏ１７５　 　 　 文献标志码：　 Ａ　 　 　 ＤＯＩ： １０．２１６５６ ／ １０００⁃０８８７．４３０１２５

Ｔｈｅ ｌ１ Ｆｉｌｔｅｒ ｆｏｒ Ｄｉｓｃｒｅｔｅ⁃Ｔｉｍｅ Ｓｗｉｔｃｈｅｄ Ｓｉｎｇｕｌａｒ
Ｐｏｓｉｔｉｖｅ Ｓｙｓｔｅｍｓ Ｗｉｔｈ Ｔｉｍｅ⁃Ｖａｒｙｉｎｇ Ｄｅｌａｙｓ

ＷＡＮＧ Ｊｉｎｌｉｎｇ，　 ＨＯＵ Ｙｕｘｉａｏ，　 ＬＩ Ｑｉａｎｇ，　 ＸＩＥ Ｂａｏｙｉｎｇ
（Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅ， Ａｎｈｕｉ Ａｇｒｉｃｕｌｔｕｒａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， Ｈｅｆｅｉ ２３００３６， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｔｈｅ ｄｅｓｉｇｎ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｌ１ ｆｉｌｔｅｒｓ ｗａｓ ｓｔｕｄｉｅｄ ｆｏｒ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｄｉｓｃｒｅｔｅ⁃ｔｉｍｅ ｓｗｉｔｃｈｅｄ ｓｉｎｇｕｌａｒ ｓｙｓｔｅｍｓ
ｗｉｔｈ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ａｎｄ ｔｉｍｅ⁃ｖａｒｙｉｎｇ ｄｅｌａｙｓ． Ｔｈｒｏｕｇｈ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ｏｆ ａｎ ａｐｐｒｏｐｒｉａｔｅ ｃｏ⁃ｐｏｓｉｔｉｖｅ Ｌｙａｐｕｎｏｖ
ｆｕｎｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ａｖｅｒａｇｅ ｄｗｅｌｌ ｔｉｍｅ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ， ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｉｎ ｔｈｅ ｆｏｒｍ ｏｆ ｌｉｎｅａｒ ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ
ｗｅｒｅ ｐｒｏｖｉｄｅｄ ｔｏ ｅｎｓｕｒｅ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｆｉｌｔｅｒｉｎｇ ｅｒｒｏｒ ｓｙｓｔｅｍ ｔｏ ｂｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ， ｒｅｇｕｌａｒ， ｃａｕｓａｌ ａｎｄ ｅｘｐｏｎｅｎ⁃
ｔｉａｌｌｙ ｓｔａｂｌｅ． Ｉｎ ａｄｄｉｔｉｏｎ， ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｔｈｅ ｅｘｏｇｅｎｏｕｓ ｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ ｉｎｐｕｔ ｏｎ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｗａｓ ａｌｓｏ ａｎａ⁃
ｌｙｚｅｄ ａｎｄ ｄｉｓｃｕｓｓｅｄ． Ｔｈｅ ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｄｅｓｉｇｎ ｍｅｃｈａｎｉｓｍｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｆｉｌｔｅｒ ｔｏ ｅｎｓｕｒｅ ｔｈａｔ
ｔｈｅ ｆｉｌｔｅｒｉｎｇ ｅｒｒｏｒ ｓｙｓｔｅｍ ｈａｓ ｔｈｅ ｐｒｅｓｃｒｉｂｅｄ ｌ１ ｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ ａｔｔｅｎｕａｔｉｏｎ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｗｅｒｅ ａｌｓｏ ｇｉｖｅｎ． Ｆｉｎａｌｌｙ， ａ
ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｅｘａｍｐｌｅ ｗａｓ ｐｒｏｖｉｄｅｄ ｔｏ ｖｅｒｉｆｙ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓ ａｎｄ ｆｅａｓｉｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｔｉｍｅ⁃ｖａｒｙｉｎｇ ｄｅｌａｙ； ｓｗｉｔｃｈｅｄ ｓｉｎｇｕｌａｒ ｓｙｓｔｅｍ； ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｓｙｓｔｅｍ； ａｖｅｒａｇｅ ｄｗｅｌｌ ｔｉｍｅ； ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ
ｓｔａｂｉｌｉｔｙ； ｆｉｌｔｅｒ ｄｅｓｉｇｎ

７５８

应用数学和力学
４４ 卷 ７ 期　 ２０２３ 年 ７ 月

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ
　 　 　 　 　 Ｖｏｌ．４４，Ｎｏ．７，Ｊｕｌ．，２０２３

∗ 收稿日期：　 ２０２２⁃０４⁃０８； 修订日期：　 ２０２２⁃０６⁃１７
基金项目：　 国家自然科学基金项目（６２００３００２）；安徽省自然科学基金项目（２００８０８５ＱＦ３２７）
作者简介：　 王金玲（１９８９—）， 女， 副教授， 博士（通讯作者． Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｊｉｎｌｉｎｇｗａｎｇ＠ ａｈａｕ．ｅｄｕ．ｃｎ）；

侯玉晓（１９９６—）， 女， 硕士生（Ｅ⁃ｍａｉｌ： １５２０１６９０６０５＠ １６３．ｃｏｍ）；
李强（１９９１—）， 男， 副教授， 博士（Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｓｅｕｌｉｑｉａｎｇ＠ ａｈａｕ．ｅｄｕ．ｃｎ）；
谢宝英（１９８１—）， 女， 讲师， 硕士（Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｘｉｅｂｙ１０１４＠ １６３．ｃｏｍ）．

引用格式：　 王金玲， 侯玉晓， 李强， 谢宝英． 具有时变时滞的离散时间切换奇异正系统的 ｌ１ 滤波［Ｊ］ ． 应用数学和力

学， ２０２３， ４４（７）： ８５７⁃８６９．



０　 引　 　 言

１９８９ 年，Ｄａｉ 出版了关于奇异系统理论的第一本专著，系统地介绍了有关奇异系统的基本理论，该著作

的发表标志着奇异系统理论的正式形成［１］ ．奇异系统可以看作是对由微分 ／差分方程描述的状态空间模型的

一种推广．根据应用领域的不同，奇异系统又常常被称作描述系统、隐式系统、广义状态空间系统、半状态系

统、微分代数系统等［２⁃３］ ．由于奇异系统既包含由微分方程（连续系统）或差分方程（离散系统）描述的慢变子

系统，又包含由代数方程描述的快变子系统，因此，对奇异系统相关动力学行为的研究往往比对由单独的微

分或差分方程描述的状态空间模型的研究更复杂［４］ ．值得指出的是，奇异系统模型存在于社会生活的诸多领

域，比如常见的 Ｌｅｏｎｔｉｅｆ 经济模型、Ｈｏｐｆｉｅｌｄ 神经网络模型、害虫治理模型、电路系统、机器人系统、核反应堆

系统等［５］ ．近年来，这类特殊但与现实密切相关的系统开始受到国内外学者的广泛关注［６⁃８］ ．奇异系统具有广

泛的应用背景，其优点是能更确切地反映现实系统中变量之间的关系．然而，由奇异系统的定义可知，很多对

于一般系统成立的结论都不能直接应用到该系统中去，这也是笔者撰写本文的动机之一．
为了更好地刻画越来越复杂的工程实践过程，由多个子系统和一个切换信号所组成的切换系统应运而

生．切换系统理论能有效地描述很多复杂的动力学行为，为探索与研究复杂系统的性质提供了一种有效的途

径［９］ ．切换信号的选取对系统的稳定性有很大的影响，具体地： 即使所有的子系统都是稳定的，仍然可以通

过限定切换信号来使最终的切换系统是不稳定的［１０］； 另一方面，当所有的子系统都不稳定时，在某些特定

的切换信号下，也能使最终的切换系统是稳定的［１１⁃１２］ ．在研究切换系统的稳定性时，为了降低所得结果的保

守性，目前较为成熟和有效的方法是对其切换信号加以平均驻留时间的约束，即在平均意义下，限制两个连

续切换时刻之间的时间差［１３］ ．另外，考虑到信息传递的延迟性和外界环境的复杂多变性，将时变时滞引入到

切换系统中进一步完善，使其更接近真实系统是很有必要的［１４］ ．时滞的存在可能会导致系统性能的破坏，甚
至会改变系统的稳定性，这是值得探究的外部因素．近些年来，时滞切换系统逐渐成为控制领域中一个热门

的研究课题，并且在稳定性分析［１５］、滤波器设计［１６］、性能分析［１７］等方面取得了很多喜人的成果．
前面提到的奇异系统和切换系统，其状态变量和输出变量可以在整个实数空间中取值．然而，很多现实

系统都有非负的行为特性，我们称之为正系统．与一般动力系统相比，正系统的最大特性在于其正性，即系统

所有的状态变量和输出变量都只能在实数空间的第一象限内取值［１８］ ．作为一类特殊的动力学系统，正系统

在实际中有着非常广泛的应用．例如生物学中常见的捕食⁃被捕食模型、人口模型，以及很多刻画化工工业生

产的模型等都需要用正系统来描述［１９］ ．很显然，在对这类特殊的系统进行稳定性分析时，也可以采用经典的

二次 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数方法，但是这样就不能体现其正性这一有别于一般系统的特性．因而得到的结果必然会

有一定的保守性．为了充分利用正系统状态变量非负的特性，本文将通过选取共正 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数这一线性

形式的函数来研究其稳定性．一般地，共正 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数的结构相对简单，并且相比于二次 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数来

说能得到具有更少保守性的条件，所得结果对工程实践具有重大的指导价值［２０］ ．众所周知，在研究奇异系统

的稳定性时，首先要验证其正则性和因果性是否成立，以确保解的存在唯一性．当将时变时滞、切换机制和正

性引入后，再分析奇异系统的正则、因果、稳定时难度将大大提升．和已有文献相比，本文所考虑的系统更具

一般性，所得结果也更具实用性．
另外，在状态空间模型中，往往很难直接测量得到系统的状态，需要通过系统地输入和输出信息将其重

构出来，这就是所谓的滤波问题．滤波问题在工程应用，尤其是在生物学、信号处理、网络控制和过程控制等

领域中都具有重要的作用［２１］ ．若所研究的系统中存在外部干扰信号，我们经常对其设计 Ｈ∞ 滤波器，此滤波

器的好处在于： 不需要知道外部干扰信号确切的统计特性，因而具有一定的鲁棒性．设计 Ｈ∞ 滤波器旨在找

到一个估计器使得相应的滤波误差系统是稳定的，并且扰动输入到估计误差的传递函数的 Ｈ∞ 范数小于某

个给定的值 γ［２２］ ．然而，对于正系统来说，考虑到其状态变量和输出变量的正性，研究其 １⁃范数更符合实际，
也就是说，对其设计 ｌ１ 滤波器更为合适［２１］ ．现有文献中已有很多关于滤波器设计问题的结果［２３⁃２６］，这些文献

分别对不确定时滞摄动系统、时变重复过程、切换系统、切换奇异系统设计了合适的滤波器．然而，系统固有

的正性却均未涉及，这是书写本文内容的另一个动机．受上述讨论的启发，本文旨在研究具有时变时滞的离

散时间切换奇异正系统的 ｌ１ 滤波器的设计问题．本文的主要创新点和贡献可以概括为以下几个方面： ① 考
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虑到现实生产过程和外界干扰的复杂多变性，本文探讨了时变时滞、切换以及系统的正性等普遍存在的现象

对奇异系统的影响； ② 本文首次对奇异切换正系统设计了具有指数稳定性和 ｌ１ 增益性能的滤波器； ③ 通

过利用平均驻留时间和共正 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数的方法，给出了滤波误差系统指数稳定和有 ｌ１ 增益性能的充分条

件和相应滤波器的设计方法．
本文使用的符号意义如下： Ｚ表示非负整数的集合；Ａ⪰０（⪯０） 表示矩阵Ａ的所有元素均非负（非正），

ＡＴ 表示矩阵 Ａ 的转置， ｄｅｔ（Ａ） 表示矩阵 Ａ 的行列式， ｄｅｇ（·）表示多项式的次数， ｒａｎｋ（Ａ） 表示矩阵 Ａ 的

秩； Ｒ（Ｒ ＋） 表示所有的实数（正实数）所组成的集合， Ｒｎ 表示 ｎ 维实向量空间，Ｒｎ
＋ 表示 ｎ 维正实向量空间，

Ｒｎ
０，＋ 表示 ｎ 维非负实向量空间，Ｒｍ×ｎ 表示所有 ｍ × ｎ 维实矩阵所组成的集合；Ａｐ，ｑ 表示矩阵 Ａ 的第 ｐ 行、第 ｑ

列处的元素，Ａｒ，ａ 表示矩阵 Ａ 的第 ａ 行， Ａｃ，ａ 表示矩阵 Ａ 的第 ａ 列； ｘｐ 表示向量 ｘ 的第 ｐ 个分量， ‖ｘ‖１ ≜

∑ ｎ

ｐ ＝ １
｜ ｘｐ ｜ 表示向量 ｘ ∈ Ｒｎ 的 １ 范数， ‖Ａ‖１ ≜ ｍａｘ１≤ｑ≤ｍ∑ ｎ

ｐ ＝ １
｜ Ａｐ，ｑ ｜ 表示矩阵 Ａ ∈ Ｒｎ×ｍ 的 １ 范数， ｘ

∈ ｌ１［０，∞ ） 表示向量值函数 ｘ： Ｚ→ Ｒｎ 满足∑∞

ｋ ＝ ０
‖ｘ（ｋ）‖１ ＜ ∞；１ｎ ∈ Ｒｎ 表示所有元素都为 １ 的 ｎ 维列

向量，对于任意的 ν ∈ Ｒｎ，ρ－（ν） 表示向量 ν 分量的最大值， ρ
－
（ν） 表示向量 ν 分量的最小值．

１　 问 题 描 述

考虑如下具有时变时滞的离散时间切换奇异系统：

　 　

Ｅｘ（ｋ ＋ １） ＝ Ａσ（ｋ）ｘ（ｋ） ＋ Ａｄ，σ（ｋ）ｘ（ｋ － ｄ（ｋ）） ＋ Ｂσ（ｋ）ｗ（ｋ），
ｙ（ｋ） ＝ Ｃσ（ｋ）ｘ（ｋ） ＋ Ｄσ（ｋ）ｗ（ｋ），
ｚ（ｋ） ＝ Ｌσ（ｋ）ｘ（ｋ），

ｘ（θ） ＝ ψ（θ），　 　 θ ＝ － ｄ
－
， － ｄ

－
＋ １，…，０，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（１）

其中， ｋ ∈ Ｚ，ｘ（ｋ） ∈ Ｒｎ 表示在时刻 ｋ 处的状态向量，ｙ（ｋ） ∈ Ｒｍ 是测量输出向量，ｚ（ｋ） ∈ Ｒｐ 是待估计的输

出向量，ｗ（ｋ） ∈ Ｒｑ 是属于 ｌ１［０，∞ ） 的扰动输入向量，ψ（θ） ∈ Ｒｎ 是系统（１）的初始状态函数， Ｅ ∈ Ｒｎ×ｎ 是

满足 ｒａｎｋ（Ｅ） ＝ ｓ ＜ ｎ 的奇异矩阵， ｄ（ｋ） 是满足 ０≤ ｄ
－
≤ ｄ（ｋ） ≤ ｄ

－
的时变时滞， ｄ

－
和 ｄ

－
分别表示时变时滞的

上界和下界， σ（·）：Ｚ → ＩＮ ≜ { １，２，…，Ｎ } 是一个切换信号，Ｎ 是子系统的个数， { ｋｒ ∈ Ｚ ｜ ｒ ∈ Ｚ，ｋ０ ＝ ０ }

表示切换时间序列，当 ｋ ∈ ［ｋｒ，ｋｒ＋１） 时，第 σ（ｋｒ） 个子系统被激活， ｋｒ＋１ － ｋｒ 表示第 σ（ｋｒ） 个子系统所运行

的时间， Ａσ（ｋ），Ａｄ，σ（ｋ），Ｂσ（ｋ），Ｃσ（ｋ），Ｄσ（ｋ），Ｌσ（ｋ） 是具有相应维数的已知常系数矩阵．值得注意的是，由于

ｒａｎｋ（Ｅ） ＝ ｓ ＜ ｎ， 故存在非奇异矩阵 Ｐ，Ｑ ∈ Ｒｎ×ｎ 使得

　 　 ＰＥＱ ＝
Ｉｓ×ｓ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， ＰＡｉＱ ＝

Ａｉ１ Ａｉ２

Ａｉ３ Ａｉ４

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， ＰＡｄ，ｉＱ ＝

Ａｄ，ｉ１ Ａｄ，ｉ２

Ａｄ，ｉ３ Ａｄ，ｉ４

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， ＰＢｉ ＝

Ｂｉ１

Ｂｉ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，

　 　 ＣｉＱ ＝ Ｃｉ１ Ｃｉ２( ) ， Ｌ ｉＱ ＝ Ｌ ｉ１ Ｌ ｉ２( ) ，　 　 ｉ ∈ ＩＮ ．
不失一般性，令

　 　
Ｅ ＝

Ｉｓ×ｓ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ａｉ ＝

Ａｉ１ Ａｉ２

Ａｉ３ Ａｉ４

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， Ａｄ，ｉ ＝

Ａｄ，ｉ１ Ａｄ，ｉ２

Ａｄ，ｉ３ Ａｄ，ｉ４

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， Ｂｉ ＝

Ｂｉ１

Ｂｉ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，

Ｃｉ ＝ Ｃｉ１ Ｃｉ２( ) ， Ｌ ｉ ＝ Ｌ ｉ１ Ｌ ｉ２( ) ，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

　 　 ｉ ∈ ＩＮ ． （２）

本文的目的是设计如下形式的滤波器：

　 　
Ｅｘｆ（ｋ ＋ １） ＝ Ａσ（ｋ）ｘｆ（ｋ） ＋ Ｋσ（ｋ）（ｙ（ｋ） － Ｃσ（ｋ）ｘｆ（ｋ）），
ｚｆ（ｋ） ＝ Ｌσ（ｋ）ｘｆ（ｋ），
ｘｆ（０） ＝ ｘｆ０，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（３）

其中， ｘｆ（ｋ） ∈ Ｒｎ 是滤波器的状态向量，ｚｆ（ｋ） ∈ Ｒｐ 是滤波器的估计输出向量，Ｋｉ ＝ （ＫＴ
ｉ１，ＫＴ

ｉ２） Ｔ 是待设计的滤

波器矩阵．
通过定义 ｘｅ（ｋ） ＝ ｘ（ｋ） － ｘｆ（ｋ），ｚｅ（ｋ） ＝ ｚ（ｋ） － ｚｆ（ｋ）， 可以得到如下的滤波误差系统：

９５８第 ７ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 王金玲，等： 具有时变时滞的离散时间切换奇异正系统的 ｌ１ 滤波



　 　

Ｅ
－
ｘ－（ｋ ＋ １） ＝ Ａ

－

σ（ｋ）ｘ
－（ｋ） ＋ Ａ

－

ｄ，σ（ｋ）ｘ
－（ｋ － ｄ（ｋ）） ＋ Ｂ

－

σ（ｋ）ｗ（ｋ），

ｚｅ（ｋ） ＝ （０，Ｌσ（ｋ））ｘ
－（ｋ），

ｘ－（θ） ＝ （ψＴ（θ），ψＴ（θ） － ｘＴ
ｆ０） Ｔ，　 　 θ ＝ － ｄ

－
， － ｄ

－
＋ １， …， ０，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（４）

其中 ｘ－（ｋ） ＝ （ｘＴ（ｋ），ｘＴ
ｅ（ｋ）） Ｔ， 相关的系数矩阵为

　 　 Ｅ
－
＝

Ｅ ０
０ Ｅ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ａ

－

ｉ ＝
Ａｉ ０
０ Ａｉ － ＫｉＣｉ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， Ａ

－

ｄ，ｉ ＝
Ａｄ，ｉ ０
Ａｄ，ｉ ０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， Ｂ

－

ｉ ＝
Ｂｉ

Ｂｉ － ＫｉＤｉ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，　 　 ｉ ∈ ＩＮ ．

为了本文研究的需要，引入下面几个定义、引理和假设．

定义 １［２６］ 　 １） 对于任意的 ｉ ∈ ＩＮ，若 ｄｅｔ（ ｓＥ
－
－ Ａ

－

ｉ） ≠ ０， 则称滤波误差系统（４）是正则的；

２） 对于任意的 ｉ ∈ ＩＮ，若 ｄｅｇ（ｄｅｔ（ ｓＥ
－
－ Ａ

－

ｉ）） ＝ ｒａｎｋ（Ｅ
－
）， 则称滤波误差系统（４）是因果的．

定义 ２［２７］ 　 如果对于任意的非负初始条件 ｘ－（θ） 和非负扰动输入 ｗ（ｋ），都有 ｘ－（ｋ） ∈ Ｒｎ
０，＋ 和 ｚｅ（ｋ） ∈

Ｒｐ
０，＋ 对所有的 ｋ ∈ Ｚ 成立，则称滤波误差系统（４）是正的．

定义 ３［２８］ 　 当 ｗ（ｋ） ≡ ０ 时，若存在常数 τ ＞ ０ 和 ０ ＜ ＜ １， 使得对于任意的非负初始条件 ｘ－（θ） 和

切换信号 σ（·）， 都有

　 　 ‖ ｘ－（ｋ）‖１ ≤ τ ｋ－ｋ０ ｓｕｐ
－ｄ
－
≤θ≤０

‖ｘ－（θ）‖１，　 　 ∀ｋ ∈ Ｚ

成立，则称滤波误差系统（４）是指数稳定的．
定义 ４［２９］ 　 滤波误差系统（４）指数稳定及零初始条件下，若对于给定的常数 α ＞ ０ 和 γ ＞ ０， 都有

　 　 ∑
∞

ｋ ＝ ｋ０

α ｋ‖ｚｅ（ｋ）‖１ ≤ γ∑
∞

ｋ ＝ ｋ０

‖ｗ（ｋ）‖１，　 　 ∀ｗ（ｋ） ∈ ｌ１［０，∞ ） （５）

成立，则称滤波误差系统（４）具有 ｌ１ 增益性能指标 γ ．
定义 ５［３０］ 　 对于任意的非负整数 Ｔ２ ＞ Ｔ１，Ｎσ（Ｔ１，Ｔ２） 为切换信号 σ（·） 在区间 ［Ｔ１，Ｔ２］ 上的切换次

数，若存在正常数 Ｎ０ 和 Ｔａ 使得不等式

　 　 Ｎσ（Ｔ１，Ｔ２） ≤ Ｎ０ ＋
Ｔ２ － Ｔ１

Ｔａ
（６）

成立，则称 Ｔａ 为切换信号 σ（·） 的平均驻留时间， Ｎ０ 为振动界．

注 １　 不失一般性，在本文中，取振动界 Ｎ０ 为 ０，从上述定义可以看出，如果切换信号 σ（·） 满足平均驻留时间的约束，那
么两个连续切换时刻之间的时间差在平均意义下是大于等于 Ｔａ 的．

引理 １［３１］ 　 若对所有的 ｉ ∈ ＩＮ，都有 Ａｉ４ 和 Ａｉ４ － Ｋｉ２Ｃｉ２ 是非奇异的，则系统（４）是正则的、因果的．
假设 １　 对所有的 ｉ ∈ ＩＮ， 系统（１）中的系数矩阵满足： Ａｉ１ ⪰ ０，Ａｉ２ ⪰ ０，Ａｉ３ ⪰ ０，Ａｉ４

－１ ⪯ ０，Ａｄ，ｉ ⪰ ０，Ｂｉ

⪰ ０ 和 Ｌ ｉ ⪰ ０．
对于所有的 ｉ ∈ ＩＮ 及任意给定的正常数 ξ，当矩阵 Ａｉ４ 非奇异，并且 Ａｉ４ － Ｋｉ２Ｃｉ２ ＝ － ξＩ 时，滤波误差系统

（４）可转化为

　 　

ｘ－ １（ｋ ＋ １） ＝ Ａ ｉ１ｘ
－
１（ｋ） ＋ Ａ ｄ，ｉ１ｘ

－
１（ｋ － ｄ（ｋ）） ＋ Ａ ｄ，ｉ２ｘ

－
２（ｋ － ｄ（ｋ）） ＋ Ｂ ｉ１ｗ（ｋ），

ｘ－ ２（ｋ） ＝ Ａ ｉ３ｘ
－
１（ｋ） ＋ Ａ ｄ，ｉ３ｘ

－
１（ｋ － ｄ（ｋ）） ＋ Ａ ｄ，ｉ４ｘ

－
２（ｋ － ｄ（ｋ）） ＋ Ｂ ｉ２ｗ（ｋ），

ｚｅ（ｋ） ＝ （０，Ｌ ｉ１）ｘ
－
１（ｋ） ＋ （０，Ｌ ｉ２）ｘ

－
２（ｋ），

ｘ－ １（θ） ＝ （ψＴ
１（θ），ψＴ

１（θ） － ｘＴ
ｆ０１） Ｔ，　 　 θ ＝ － ｄ

－
， － ｄ

－
＋ １，…，０，

ｘ－ ２（θ） ＝ （ψＴ
２（θ），ψＴ

２（θ） － ｘＴ
ｆ０２） Ｔ，　 　 θ ＝ － ｄ

－
， － ｄ

－
＋ １，…，０，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（７）

其 中 ｘ－ １（ｋ） ＝ （ｘＴ
１（ｋ），ｘＴ

ｅ１（ｋ）） Ｔ，ｘ－ ２（ｋ） ＝ （ｘＴ
２（ｋ），ｘＴ

ｅ２（ｋ）） Ｔ，ｘ（ｋ） ＝ （ｘＴ
１（ｋ），ｘＴ

２（ｋ）） Ｔ，ｘｅ（ｋ） ＝ （ｘＴ
ｅ１（ｋ），

ｘＴ
ｅ２（ｋ）） Ｔ，ｘ１（ｋ），ｘｅ１（ｋ） ∈ Ｒｓ，ｘ２（ｋ），ｘｅ２（ｋ） ∈ Ｒｎ－ｓ，ψ（θ） ＝ （ψＴ

１（θ），ψＴ
２（θ）） Ｔ，ｘｆ０ ＝ （ｘＴ

ｆ０１，ｘＴ
ｆ０２） Ｔ，ψ１（θ），ｘｆ０１

∈ Ｒ２ｓ，ψ２（θ），ｘｆ０２ ∈ Ｒ２ｎ－２ｓ， 相关的系数矩阵为

０６８ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２３ 年　 第 ４４ 卷



　 　 Ａ ｉ１ ＝
Ａｉ１ － Ａｉ２Ａ

－１
ｉ４ Ａｉ３ ０

０ Ａｉ１Ｋ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， Ａ ｄ，ｉ１ ＝

Ａｄ，ｉ１ － Ａｉ２Ａ
－１
ｉ４ Ａｄ，ｉ３ ０

Ａｄ，ｉ１Ｋ ０
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， Ａ ｄ，ｉ２ ＝

Ａｄ，ｉ２ － Ａｉ２Ａ
－１
ｉ４ Ａｄ，ｉ４ ０

Ａｄ，ｉ２Ｋ ０
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，

　 　 　 　 Ｂ ｉ１ ＝
Ｂｉ１ － Ａｉ２Ａ

－１
ｉ４ Ｂｉ２

Ｂｉ１Ｋ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， Ａ ｉ３ ＝

－ Ａ －１
ｉ４ Ａｉ３ ０
０ Ａｉ３Ｋ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， Ａ ｄ，ｉ３ ＝

－ Ａ －１
ｉ４ Ａｄ，ｉ３ ０

Ａｄ，ｉ３ ／ ξ ０
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，

　 　 Ａ ｄ，ｉ４ ＝
－ Ａ －１

ｉ４ Ａｄ，ｉ４ ０
Ａｄ，ｉ４ ／ ξ ０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， Ｂ ｉ２ ＝

－ Ａ －１
ｉ４ Ｂｉ２

Ｂｉ２Ｋ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， Ａｉ１Ｋ ＝ Ａｉ１ － Ｋｉ１Ｃｉ１ ＋ （Ａｉ２ － Ｋｉ１Ｃｉ２）（Ａｉ３ － Ｋｉ２Ｃｉ１） ／ ξ，

　 　 Ａｄ，ｉ１Ｋ ＝ Ａｄ，ｉ１ ＋ （Ａｉ２ － Ｋｉ１Ｃｉ２）Ａｄ，ｉ３ ／ ξ， Ａｄ，ｉ２Ｋ ＝ Ａｄ，ｉ２ ＋ （Ａｉ２ － Ｋｉ１Ｃｉ２）Ａｄ，ｉ４ ／ ξ， Ａｉ３Ｋ ＝ （Ａｉ３ － Ｋｉ２Ｃｉ１） ／ ξ，
　 　 　 　 Ｂｉ１Ｋ ＝ Ｂｉ１ － Ｋｉ１Ｄｉ ＋ （Ａｉ２ － Ｋｉ１Ｃｉ２）（Ｂｉ２ － Ｋｉ２Ｄｉ） ／ ξ， Ｂｉ２Ｋ ＝ （Ｂｉ２ － Ｋｉ２Ｄｉ） ／ ξ ．

引理 ２［２９］ 　 若对于所有的 ｉ∈ ＩＮ 和任意给定的正常数 ξ，都有 Ａｉ４ 非奇异，并且 Ａｉ４ － Ｋｉ２Ｃｉ２ ＝ － ξＩ， 则系

统（４）为正系统当且仅当系统（７）为正系统．
引理 ３［３２］ 　 对所有的 ｉ ∈ ＩＮ，当 Ａｉ１ － Ａｉ２Ａ

－１
ｉ４ Ａｉ３ ⪰ ０，Ａｉ１Ｋ ⪰ ０，Ａｄ，ｉ１ － Ａｉ２Ａ

－１
ｉ４ Ａｄ，ｉ３ ⪰ ０，Ａｄ，ｉ１Ｋ ⪰ ０，Ａｄ，ｉ２ －

Ａｉ２Ａ
－１
ｉ４ Ａｄ，ｉ４ ⪰ ０，Ａｄ，ｉ２Ｋ ⪰ ０，Ｂｉ１ － Ａｉ２Ａ

－１
ｉ４ Ｂｉ２ ⪰ ０，Ｂｉ１Ｋ ⪰ ０， － Ａ －１

ｉ４ Ａｉ３ ⪰ ０，Ａｉ３Ｋ ⪰ ０， － Ａ －１
ｉ４ Ａｄ，ｉ３ ⪰ ０，Ａｄ，ｉ３ ⪰ ０，

－ Ａ －１
ｉ４ Ａｄ，ｉ４ ⪰ ０，Ａｄ，ｉ４ ⪰ ０， － Ａ －１

ｉ４ Ｂｉ２ ⪰ ０，Ｂｉ２Ｋ ⪰ ０，Ｌ ｉ１ ⪰ ０，以及 Ｌ ｉ２ ⪰ ０ 都成立时，滤波误差系统（４）是一个

正系统．
本文的主要目的是设计一个形如式（３）的滤波器，并探索滤波误差系统（４）在 ｗ（ｋ） ≡ ０ 情况下的正性、

正则性、因果性及指数稳定性，另外，在 ｗ（ｋ） ≠ ０ 的情况下，外界扰动输入对滤波误差系统性能的影响也被

加以分析和讨论．

２　 稳定性分析

在本节中，我们将讨论滤波误差系统（４）的稳定性问题，并通过计算和分析给出该系统是正、正则、因果

及指数稳定的充分条件．
定理 １　 在扰动输入 ｗ（ｋ） ≡ ０ 和假设条件 １ 下，考虑滤波误差系统（４）．如果存在标量 α ∈（０，１），μ ≥

１，矩阵 Πｉ，以及向量 ν ｉ ＝ （νＴ
ｉ１，νＴ

ｉ２） Ｔ，ϕｉ ＝ （ϕＴ
ｉ１，ϕＴ

ｉ２） Ｔ，φｉ ＝ （φＴ
ｉ１，φＴ

ｉ２） Ｔ，其中 ν ｉ１，ν ｉ２，ϕｉ１，ϕｉ２，φｉ１，φｉ２ ∈ Ｒｎ
＋，使

得对所有的 ｉ ∈ ＩＮ 都有

　 　 （Πｉ） Ｔ
ｃ，（ ｓ＋ｂ）（Ｃｉ２） ｃ，ｂ１

－ （ν ｉ２） ｓ＋ｂ（Ａｉ４ ＋ ξＩ） ｂ，ｂ１
＝ ０， （８）

　 　 （ν ｉ２） ａ（Ａｉ１） ａ，ａ１
－ （Πｉ） Ｔ

ｃ，ａ（Ｃｉ１） ｃ，ａ１ ≥ ０， （９）
　 　 （ν ｉ２） ａ（Ａｉ２） ａ，ｂ － （Πｉ） Ｔ

ｃ，ａ（Ｃｉ２） ｃ，ｂ ≥ ０， （１０）
　 　 （ν ｉ２） ｓ＋ｂ（Ａｉ３） ｂ，ａ － （Πｉ） Ｔ

ｃ，（ ｓ＋ｂ）（Ｃｉ１） ｃ，ａ ≥ ０， （１１）
　 　 ‖ Ａ ｄ，ｉ４‖１ ＜ １， （１２）

　 　 （Ａｉ － αＥ） Ｔν ｉ１ ＋ （ｄ
－
－ ｄ

－
＋ １）ϕｉ１ ＋ φｉ１ ⪯ ０， （１３）

　 　 （Ａｉ － αＥ） Ｔν ｉ２ － ＣＴ
ｉ Πｉ１ｎ ＋ （ｄ

－
－ ｄ

－
＋ １）ϕｉ２ ＋ φｉ２ ⪯ ０， （１４）

　 　 Ａｄ，ｉ
Ｔ（ν ｉ１ ＋ ν ｉ２） － α ｄ

－

ϕｉ１ ⪯ ０ （１５）
成立，其中 ξ 为任意给定的正常数， ａ，ａ１ ∈ Ｉｓ ≜ { １，２，…，ｓ } ，ｂ，ｂ１ ∈ Ｉｎ－ｓ ≜ { １，２，…，ｎ － ｓ } ， 则当切换信号

的平均驻留时间满足

　 　 Ｔａ ＞ Ｔ∗
ａ ≜－ ｌｎ μ

ｌｎ α
（１６）

和

　 　 ν ｉ ⪯ μν ｊ， ϕｉ ⪯ μϕｊ， φｉ ⪯ μφｊ，　 　 ∀ｉ， ｊ ∈ ＩＮ （１７）
时，滤波误差系统（４）是正的、正则的、因果的、指数稳定的．另外，滤波器（３）中相应的系数矩阵可以设计为

　 　 （Ｋｉ） ｇ，ｔ ＝ （ν ｉ２）
－１
ｇ （Πｉ） ｔ，ｇ， （１８）

其中　 　 ｇ ∈ Ｉｎ ≜ { １，２，…，ｎ } ， ｔ ∈ Ｉｍ ≜ { １，２，…，ｍ } ．
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证明　 条件（８）意味着

　 　 （Ｋｉ２） ｒ，ｂ（Ｃｉ２） ｃ，ｂ１
－ （Ａｉ４ ＋ ξＩ） ｂ，ｂ１

＝ ０，
即

　 　 Ａｉ４ － Ｋｉ２Ｃｉ２ ＝ － ξＩ，
因而，由引理 １ 可知，滤波误差系统（４）在假设条件 １ 下是正则的、因果的．

另外，由式（１８）以及条件 ν ｉ２ ∈ Ｒｎ
＋ 可知，不等式（９）—（１１）等价于

　 　 （Ａｉ１） ａ，ａ１
－ （Ｋｉ１） ｒ，ａ（Ｃｉ１） ｃ，ａ１ ≥０， （Ａｉ２） ａ，ｂ － （Ｋｉ１） ｒ，ａ（Ｃｉ２） ｃ，ｂ ≥０， （Ａｉ３） ｂ，ａ － （Ｋｉ２） ｒ，ｂ（Ｃｉ１） ｃ，ａ ≥０，

即

　 　 Ａｉ１ － Ｋｉ１Ｃｉ１ ⪰ ０， Ａｉ２ － Ｋｉ１Ｃｉ２ ⪰ ０， Ａｉ３ － Ｋｉ２Ｃｉ１ ⪰ ０．
因此，由引理 ２ 和引理 ３ 可知，当 ｗ（ｋ） ≡ ０ 时，滤波误差系统（４） 在假设条件 １ 下是一个正系统．为了分析

滤波误差系统（４）的稳定性，我们构造如下的共正 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数：
　 　 Ｖσ（ｋ）（ｋ） ＝ Ｖσ（ｋ）１（ｋ） ＋ Ｖσ（ｋ）２（ｋ）， （１９）

其中

　 　 Ｖσ（ｋ）１（ｋ） ＝ ｘ－ Ｔ（ｋ）Ｅ
－ Ｔνσ（ｋ），

　 　 Ｖσ（ｋ）２（ｋ） ＝ ∑
ｋ－１

ｌ ＝ ｋ－ｄ（ｋ）
α ｋ－ｌ－１ｘ－ Ｔ（ ｌ）ϕσ（ｋ） ＋ ∑

ｋ－１

ｌ ＝ ｋ－ ｄ
－
α ｋ－ｌ－１ｘ－ Ｔ（ ｌ）φσ（ｋ） ＋ ∑

－ｄ－

θ ＝ － ｄ
－
＋１

∑
ｋ－１

ｌ ＝ ｋ＋θ
α ｋ－ｌ－１ｘ－ Ｔ（ ｌ）ϕσ（ｋ） ．

当 σ（ｋ） ＝ ｉ 时，函数 Ｖσ（ｋ）（ｋ） 的增量为

　 　 ΔＶｉ（ｋ） ＝ Ｖｉ（ｋ ＋ １） － αＶｉ（ｋ） ＝

　 　 　 　 ｘ－ Ｔ（ｋ ＋ １）Ｅ
－ Ｔν ｉ － αｘ－ Ｔ（ｋ）Ｅ

－ Ｔν ｉ ＋ ∑
ｋ

ｌ ＝ ｋ＋１－ｄ（ｋ＋１）
α ｋ－ｌｘ－ Ｔ（ ｌ）ϕｉ － ∑

ｋ－１

ｌ ＝ ｋ－ｄ（ｋ）
α ｋ－ｌｘ－ Ｔ（ ｌ）ϕｉ ＋

　 　 　 　 ∑
ｋ

ｌ ＝ ｋ＋１－ｄ
－
α ｋ－ｌｘ－ Ｔ（ ｌ）φｉ － ∑

ｋ－１

ｌ ＝ ｋ－ ｄ
－
α ｋ－ｌｘ－ Ｔ（ ｌ）φｉ ＋ ∑

－ｄ－

θ ＝ － ｄ
－
＋１

( ∑
ｋ

ｌ ＝ ｋ＋１＋θ
α ｋ－ｌｘ－ Ｔ（ ｌ）ϕｉ － ∑

ｋ－１

ｌ ＝ ｋ＋θ
α ｋ－ｌｘ－ Ｔ（ ｌ）ϕｉ ) ≤

　 　 　 　 ｘ－ Ｔ（ｋ ＋ １）Ｅ
－ Ｔν ｉ － αｘ－ Ｔ（ｋ）Ｅ

－ Ｔν ｉ ＋ ∑
ｋ

ｌ ＝ ｋ＋１－ｄ
－
α ｋ－ｌｘ－ Ｔ（ ｌ）ϕｉ － ∑

ｋ－１

ｌ ＝ ｋ＋１－ｄ－

α ｋ－ｌｘ－ Ｔ（ ｌ）ϕｉ － α ｄ
－

ｘ－ Ｔ（ｋ － ｄ（ｋ））ϕｉ ＋

　 　 　 　 ｘ－ Ｔ（ｋ）φｉ － α ｄ
－

ｘ－ Ｔ（ｋ － ｄ
－
）φｉ ＋ ∑

－ｄ－

θ ＝ － ｄ
－
＋１

［ｘ－ Ｔ（ｋ）ϕｉ － α －θｘ－ Ｔ（ｋ ＋ θ）ϕｉ］ ≤

　 　 　 　 ｘ－ Ｔ（ｋ ＋ １）Ｅ
－ Ｔν ｉ ＋ ｘ－ Ｔ（ｋ）［φｉ ＋ （ｄ

－
－ ｄ

－
＋ １）ϕｉ － αＥ

－ Ｔν ｉ］ － α ｄ
－

ｘ－ Ｔ（ｋ － ｄ（ｋ））ϕｉ ＝

　 　 　 　 ｘ－ Ｔ（ｋ）［（ｄ
－
－ ｄ

－
＋ １）ϕｉ ＋ φｉ ＋ （Ａ

－

ｉ － αＥ
－
） Ｔν ｉ］ ＋ ｘ－ Ｔ（ｋ － ｄ（ｋ））［Ａ

－ Ｔ
ｄ，ｉν ｉ － α ｄ

－

ϕｉ］ ． （２０）
上面的放缩过程用到了时变时滞 ｄ（ｋ） 的范围以及滤波误差系统（４）的正性，将式（１８）代入式（１３）—（１５），
可得

　 　 （Ａｉ － αＥ） Ｔν ｉ１ ＋ （ｄ
－
－ ｄ

－
＋ １）ϕｉ１ ＋ φｉ１ ⪯ ０，

　 　 （Ａｉ － αＥ － ＫｉＣｉ） Ｔν ｉ２ ＋ （ｄ
－
－ ｄ

－
＋ １）ϕｉ２ ＋ φｉ２ ⪯ ０，

　 　 ＡＴ
ｄ，ｉ（ν ｉ１ ＋ ν ｉ２） － α ｄ

－

ϕｉ１ ⪯ ０．
这意味着下面的不等式是成立的：

　 　 （ｄ
－
－ ｄ

－
＋ １）ϕｉ ＋ φｉ ＋ （Ａ

－

ｉ － αＥ
－
） Ｔν ｉ ⪯ ０，

　 　 Ａ
－ Ｔ
ｄ，ｉν ｉ － α ｄ

－

ϕｉ ⪯ ０．
因此 ΔＶｉ（ｋ） ≤ ０， 即

　 　 Ｖｉ（ｋ ＋ １） ≤ αＶｉ（ｋ） ． （２１）
由式（２１）可知，当 ｋ ∈ ［ｋｒ，ｋｒ＋１） 时，有

　 　 Ｖσ（ｋ）（ｋ） ≤ α ｋ－ｋｒＶσ（ｋｒ）（ｋｒ） ． （２２）
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根据式（１７）、（２２）和定义 ５，可得

　 　 Ｖσ（ｋ）（ｋ） ≤ α ｋ－ｋｒＶσ（ｋｒ）（ｋｒ） ≤
　 　 　 　 α ｋ－ｋｒμα ｋｒ－ｋｒ－１Ｖσ（ｋｒ－１）（ｋｒ－１） ≤ … ≤
　 　 　 　 μＮσ（ｋ０，ｋ）α ｋ－ｋ０Ｖσ（ｋ０）（ｋ０） ≤ （αμ １ ／ Ｔａ） ｋ－ｋ０Ｖσ（ｋ０）（ｋ０） ． （２３）

另外，从式（１９）中 Ｖσ（ｋ）１（ｋ） 的表达式，有
　 　 Ｖｉ１（ｋ） ＝ ｘＴ（ｋ）ＥＴν ｉ１ ＋ ｘＴ

ｅ（ｋ）ＥＴν ｉ２ ＝
　 　 　 　 ｘＴ

１（ｋ）ν ｉ１１ ＋ ｘＴ
ｅ１（ｋ）ν ｉ２１ ＝ ｘ－ Ｔ

１（ｋ）ν ｉ， （２４）
其中 ν ｉ１ ＝ （νＴ

ｉ１１，νＴ
ｉ１２） Ｔ， νｉ２ ＝（νＴ

ｉ２１，νＴ
ｉ２２） Ｔ， ν ｉ ＝ （νＴ

ｉ１１，νＴ
ｉ２１） Ｔ ．联立式（１９）和（２４），可得

　 　 Ｖσ（ｋ）（ｋ） ≥ β １‖ｘ－ １（ｋ）‖１， Ｖσ（ｋ０）（ｋ０） ≤ β ２‖ｘ－‖１ｃ， （２５）
其中

　 　 ‖ｘ－‖１ｃ ≜ ｓｕｐ
－ｄ
－
≤θ≤０

‖ｘ－（θ）‖１， β １ ≜ ｍｉｎ
∀ｉ∈ＩＮ

ρ
－
（ν ｉ），

　 　 β ２ ≜ ｍａｘ
∀ｉ∈ＩＮ

ρ－（ν ｉ） ＋
（ｄ

－
＋ ｄ

－
）（ｄ

－
－ ｄ

－
＋ １）

２
ｍａｘ
∀ｉ∈ＩＮ

ρ－（ϕｉ） ＋ ｄ
－
ｍａｘ
∀ｉ∈ＩＮ

ρ－（φｉ） ．

从式（２３）和（２５）可知，有如下不等式成立：

　 　 ‖ｘ－ １（ｋ）‖１ ≤
β ２

β １
（αμ １ ／ Ｔａ） ｋ－ｋ０‖ｘ－‖１ｃ，　 　 ∀ｋ ≥ ０， （２６）

其中 τ ≜ β ２ ／ β １ ＞ １， ≜ αμ １ ／ Ｔａ ＜ １．因而，由定义 ３ 可知， ｘ－ １（ｋ） 是指数稳定的．
接下来，我们将证明 ｘ－ ２（ｋ） 也是指数稳定的，由初始条件可知，当 ｋ ∈ ［０，ｄ（ｋ）］ 时，有

　 　 ‖ｘ－ １（ｋ － ｄ（ｋ））‖１ ≤ ‖ｘ－‖１ｃ ≤ ｋ－ｄ（ｋ）‖ｘ－‖１ｃ ≤ －ｄ
－

ｋ‖ｘ－‖１ｃ ≤ τ －ｄ
－

ｋ‖ｘ－‖１ｃ ． （２７）
另外，从式（２６）可知，当 ｋ ＞ ｄ（ｋ） 时，有

　 　 ‖ｘ－ １（ｋ － ｄ（ｋ））‖１ ≤
β ２

β １

ｋ－ｄ（ｋ）‖ｘ－‖１ｃ ≤ τ －ｄ
－

ｋ‖ｘ－‖１ｃ， （２８）

继而，易得如下不等式对所有的非负整数 ｋ 恒成立：

　 　 ‖ｘ－ １（ｋ － ｄ（ｋ））‖１ ≤ τ －ｄ
－

ｋ‖ｘ－‖１ｃ ． （２９）
为了记号上的方便，在下面的讨论中，我们令 ｐ（ｋ） ＝ Ａ ｉ３ｘ

－
１（ｋ） ＋ Ａ ｄ，ｉ３ｘ

－
１（ｋ － ｄ（ｋ））， 进而可得

　 　 ‖ｐ（ｋ）‖１ ≤ ‖ Ａ ｉ３‖１‖ｘ－ １（ｋ）‖１ ＋ ‖ Ａ ｄ，ｉ３‖１‖ｘ－ １（ｋ － ｄ（ｋ））‖１ ≤ τ １
ｋ‖ｘ－‖１ｃ，

　 　 ∀ｋ ≥ ０， （３０）

其中　 　 τ １ ≜ τ －ｄ
－
（‖ Ａ ｉ３‖１ ＋ ‖ Ａ ｄ，ｉ３‖１） ．

此外，从方程组（７）中的表达式可知 ｘ－ ２（ｋ） ＝ ｐ（ｋ） ＋ Ａ ｄ，ｉ４ｘ
－
２（ｋ － ｄ（ｋ）），因而，对于任意的 ｋ ≥ ０， 有

　 　 ‖ｘ－ ２（ｋ）‖１ ≤ ‖ｐ（ｋ）‖１ ＋ ‖ Ａ ｄ，ｉ４‖１ ‖ｘ－ ２（ｋ － ｄ（ｋ））‖１ ． （３１）

令 δ ＝ ｍａｘ { τ １， －ｄ
－

} ，若 ｋ ∈ ［０，ｄ（ｋ）］，则 ｋ － ｄ（ｋ） ∈ ［ － ｄ（ｋ），０］， 此时有

　 　 ‖ｘ－ ２（ｋ）‖１ ≤ ‖ｐ（ｋ）‖１ ＋ ‖ Ａ ｄ，ｉ４‖１‖ｘ－‖１ｃ ≤ （‖ Ａ ｄ，ｉ４‖１δ ＋ δ） ｋ‖ｘ－‖１ｃ ． （３２）
若 ｋ ∈ ［ｄ（ｋ），２ｄ（ｋ）］，那么 ｋ － ｄ（ｋ） ∈ ［０，ｄ（ｋ）］， 由式（３１）和（３２），可得

　 　 ‖ｘ－ ２（ｋ）‖１ ≤ （‖ Ａ ｄ，ｉ４‖２
１δ ＋ ‖ Ａ ｄ，ｉ４‖１δ ＋ δ） ｋ‖ｘ－‖１ｃ ． （３３）

假设对任意的 ｋ ∈ ［（ ｒ － １）ｄ（ｋ），ｒｄ（ｋ）］， 都有

　 　 ‖ｘ－ ２（ｋ）‖１ ≤ （‖ Ａ ｄ，ｉ４‖ｒ
１δ ＋ ‖ Ａ ｄ，ｉ４‖ｒ－１

１ δ ＋ … ＋ ‖ Ａ ｄ，ｉ４‖１δ ＋ δ） ｋ‖ｘ－‖１ｃ （３４）
成立．那么当 ｋ∈［ ｒｄ（ｋ），（ ｒ ＋ １）ｄ（ｋ）］，即 ｋ － ｄ（ｋ） ∈ ［（ ｒ － １）ｄ（ｋ），ｒｄ（ｋ）］ 时，通过式（３１）和（３４），可得

　 　 ‖ｘ－ ２（ｋ）‖１ ≤ ‖ Ａ ｄ，ｉ４‖１（‖ Ａ ｄ，ｉ４‖ｒ
１δ ＋ ‖ Ａ ｄ，ｉ４‖ｒ－１

１ δ ＋ … ＋
　 　 　 　 ‖ Ａ ｄ，ｉ４‖１δ ＋ δ） ｋ‖ｘ－‖１ｃ ＋ ‖ｐ（ｋ）‖１ ≤
　 　 　 　 （‖ Ａ ｄ，ｉ４‖ｒ＋１

１ δ ＋ ‖ Ａ ｄ，ｉ４‖ｒ
１δ ＋ ‖ Ａ ｄ，ｉ４‖ｒ－１

１ δ ＋ … ＋ ‖ Ａ ｄ，ｉ４‖１δ ＋ δ） ｋ‖ｘ－‖１ｃ ． （３５）
因而，由归纳假设可知对所有的 ｋ， 都有
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　 　 ‖ｘ－ ２（ｋ）‖１ ≤ （δ ＋ ‖ Ａ ｄ，ｉ４‖１δ ＋ … ＋ ‖ Ａ ｄ，ｉ４‖ｒ
１δ ＋ …） ｋ‖ｘ－‖１ｃ ． （３６）

若 ｜ Ａ ｄ，ｉ４‖１ ＜ １， 通过计算可得

　 　 ‖ｘ－ ２（ｋ）‖１ ≤ （δ ＋ ‖ Ａ ｄ，ｉ４‖１δ ＋ … ＋ ‖ Ａ ｄ，ｉ４‖ｒ
１δ ＋ …） ｋ‖ｘ－‖１ｃ ≤

　 　 　 　 δ
１ － ‖ Ａ ｄ，ｉ４‖１

ｋ‖ｘ－‖１ｃ ． （３７）

综上所述，对于所有的 ｋ ≥ ０， 都可以得到下面的不等式：
　 　 ‖ｘ－（ｋ）‖１ ≤ Ｍ ｋ－ｋ０‖ｘ－‖１ｃ ＝ Ｍ ｋ－ｋ０ ｓｕｐ

－ｄ
－
≤θ≤０

‖ｘ－（θ）‖１，

其中 Ｍ ＝ τ ＋ δ ／ （１ － ‖ Ａ ｄ，ｉ４‖１） ．因此，当 ｗ（ｋ） ≡ ０ 时，滤波误差系统（４）是指数稳定的．证毕．

３　 ｌ１ 增益分析

在本节中，我们将讨论滤波误差系统（４）的 ｌ１ 增益问题，并且给出该系统是正、正则、因果及有 ｌ１ 增益性

能的充分条件．
定理 ２　 在假设条件 １ 下，对于给定的正常数 γ， 考虑滤波误差系统（４）．如果存在标量 α ∈（０，１），μ ≥

１，矩阵 Πｉ， 以及向量 ν ｉ ＝ （νＴ
ｉ１，νＴ

ｉ２） Ｔ，ϕｉ ＝ （ϕＴ
ｉ１，ϕＴ

ｉ２） Ｔ，φｉ ＝ （φＴ
ｉ１，φＴ

ｉ２） Ｔ，其中 ν ｉ１，ν ｉ２，ϕｉ１，ϕｉ２，φｉ１，φｉ２ ∈ Ｒｎ
＋，使

得对所有的 ｉ ∈ ＩＮ 都有定理 １ 中的条件（９）—（１３）、（１５）以及

　 　 （ν ｉ２） ａ（Ｂｉ１） ａ，ｅ － （Πｉ） Ｔ
ｃ，ａ（Ｄｉ） ｃ，ｅ ≥ ０， （３８）

　 　 （ν ｉ２） ｓ＋ｂ（Ｂｉ２） ｂ，ｅ － （Πｉ） Ｔ
ｃ，（ ｓ＋ｂ）（Ｄｉ） ｃ，ｅ ≥ ０， （３９）

　 　 （Ａｉ － αＥ） Ｔν ｉ２ － ＣＴ
ｉ Πｉ１ｎ ＋ （ｄ

－
－ ｄ

－
＋ １）ϕｉ２ ＋ φｉ２ ＋ Ｌ ｉ

Ｔ１ｐ ⪯ ０， （４０）
　 　 ＢＴ

ｉ （ν ｉ１ ＋ ν ｉ２） － ＤＴ
ｉ Πｉ１ｎ － γ１ｑ ⪯ ０ （４１）

成立，其中 ｅ ∈ Ｉｑ ≜ { １，２，…，ｑ } ．则当切换信号的平均驻留时间满足条件（１６）、（１７），滤波器（３）中相应的

系数矩阵满足条件（１８）时，滤波误差系统（４）是正的、正则的、因果的，并且有 ｌ１ 增益界 γ ．
证明　 由式（１８）以及条件 ν ｉ２ ∈ Ｒｎ

＋ 可知，不等式（３８）、（３９）等价于

　 　 （Ｂｉ１） ａ，ｅ － （Ｋｉ１） ｒ，ａ（Ｄｉ） ｃ，ｅ ≥ ０， （Ｂｉ２） ｂ，ｅ － （Ｋｉ２） ｒ，ｂ（Ｄｉ） ｃ，ｅ ≥ ０，
即

　 　 Ｂｉ１ － Ｋｉ１Ｄｉ ⪰ ０， Ｂｉ２ － Ｋｉ２Ｄｉ ⪰ ０．
因此，由引理 ３ 可知，滤波误差系统（４）在假设条件 １ 下是一个正系统．另外，当定理 ２ 中的条件满足时，定理

１ 中的条件显然是成立的．因而，当 ｗ（ｋ） ≡ ０ 时，滤波误差系统（４）是指数稳定的．
为了分析滤波误差系统（４）的 ｌ１ 增益性能，我们选取与式（１９）相同的共正 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数并通过使用类

似定理 １ 的证明，可得

　 　 Ｖｉ（ｋ ＋ １） － αＶｉ（ｋ） ＋ ‖ｚｅ（ｋ）‖１ － γ‖ｗ（ｋ）‖１ ≤

　 　 　 　 ｘ－ Ｔ（ｋ）［（ｄ
－
－ ｄ

－
＋ １）ϕｉ ＋ φｉ ＋ （Ａ

－

ｉ － αＥ
－
） Ｔν ｉ ＋ Ｌ

－ Ｔ
ｉ １ｐ］ ＋

　 　 　 　 ｘ－ Ｔ（ｋ － ｄ（ｋ））［Ａ
－ Ｔ
ｄ，ｉν ｉ － α ｄ

－

ϕｉ］ ＋ ｗＴ（ｋ）（Ｂ
－ Ｔ
ｉ ν ｉ － γ１ｑ）， （４２）

其中 Ｌ
－

ｉ ＝ （０，Ｌ ｉ） ．将式（１８）代入式（１５）、（４０）、（４１），并整理可得

　 　 Ｖｉ（ｋ ＋ １） － αＶｉ（ｋ） ＋ ‖ｚｅ（ｋ）‖１ － γ‖ｗ（ｋ）‖１ ＜ ０． （４３）
因此，当 ｋ ∈ ［ｋｒ，ｋｒ＋１） 时，有

　 　 Ｖσ（ｋ）（ｋ） ≤ α ｋ－ｋｒＶσ（ｋｒ）（ｋｒ） － ∑
ｋ－１

ｌ ＝ ｋｒ

α ｋ－ｌ－１Γ（ ｌ）， （４４）

其中 Γ（ ｌ） ＝ ‖ｚｅ（ ｌ）‖１ － γ‖ｗ（ ｌ）‖１ ．由式（１７）和（４４），可得

　 　 Ｖσ（ｋ）（ｋ） ≤ α ｋ－ｋｒＶσ（ｋｒ）（ｋｒ） － ∑
ｋ－１

ｌ ＝ ｋｒ

α ｋ－ｌ－１Γ（ ｌ） ≤

　 　 　 　 μα ｋ－ｋｒ－１Ｖσ（ｋｒ－１）（ｋｒ－１） － μ∑
ｋｒ－１

ｌ ＝ ｋｒ－１

α ｋ－ｌ－１Γ（ ｌ） － ∑
ｋ－１

ｌ ＝ ｋｒ

α ｋ－ｌ－１Γ（ ｌ） ≤ … ≤
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　 　 　 　 μＮσ（ｋ０，ｋ）α ｋ－ｋ０Ｖσ（ｋ０）（ｋ０） － μＮσ（ｋ０，ｋ）∑
ｋｒ－１

ｌ ＝ ｋ０

α ｋ－ｌ－１Γ（ ｌ） － … － ∑
ｋ－１

ｌ ＝ ｋｒ

α ｋ－ｌ－１Γ（ ｌ） ＝

　 　 　 　 μＮσ（ｋ０，ｋ）α ｋ－ｋ０Ｖσ（ｋ０）（ｋ０） － ∑
ｋ－１

ｌ ＝ ｋ０

μＮσ（ ｌ，ｋ）α ｋ－ｌ－１Γ（ ｌ） ． （４５）

当初始条件为零时，显然有 Ｖσ（ｋ０）（ｋ０） ＝ ０， 进而有

　 　 ∑
ｋ－１

ｌ ＝ ｋ０

μＮσ（ ｌ，ｋ）α ｋ－ｌ－１Γ（ ｌ） ≤ ０，

即

　 　 ∑
ｋ－１

ｌ ＝ ｋ０

μＮσ（ ｌ，ｋ）α ｋ－ｌ－１‖ｚｅ（ ｌ）‖１ ≤ γ∑
ｋ－１

ｌ ＝ ｋ０

μＮσ（ ｌ，ｋ）α ｋ－ｌ－１‖ｗ（ ｌ）‖１ ． （４６）

不等式两边同乘 μ －Ｎσ（ｋ０，ｋ）， 得

　 　 ∑
ｋ－１

ｌ ＝ ｋ０

μ －Ｎσ（ｋ０，ｌ）α ｋ－ｌ－１‖ｚｅ（ ｌ）‖１ ≤ γ∑
ｋ－１

ｌ ＝ ｋ０

μ －Ｎσ（ｋ０，ｌ）α ｋ－ｌ－１‖ｗ（ ｌ）‖１ ． （４７）

由平均驻留时间的定义、条件（１６）及 μ ≥ １ 这一事实，可知

　 　 μ －Ｎσ（ｋ０，ｌ） ≥ α ｌ －ｋ０， μ －Ｎσ（ｋ０，ｌ） ≤ １．
因而

　 　 ∑
ｋ－１

ｌ ＝ ｋ０

α ｋ－１‖ｚｅ（ ｌ）‖１ ≤ γ∑
ｋ－１

ｌ ＝ ｋ０

α ｋ－ｌ－１‖ｗ（ ｌ）‖１， （４８）

进而

　 　 ∑
∞

ｋ－１
∑
ｋ－１

ｌ ＝ ｋ０

α ｋ－１‖ｚｅ（ ｌ）‖１ ≤ γ∑
∞

ｋ－１
∑
ｋ－１

ｌ ＝ ｋ０

α ｋ－ｌ－１‖ｗ（ ｌ）‖１， （４９）

即

　 　 ∑
∞

ｌ ＝ ｋ０

α ｌ‖ｚｅ（ ｌ）‖１∑
∞

ｋ ＝ ｌ＋１
α ｋ－ｌ－１ ≤ γ∑

∞

ｌ ＝ ｋ０

‖ｗ（ ｌ）‖１∑
∞

ｋ ＝ ｌ＋１
α ｋ－ｌ－１， （５０）

因此

　 　 ∑
∞

ｌ ＝ ｋ０

α ｌ‖ｚｅ（ ｌ）‖１ ≤ γ∑
∞

ｌ ＝ ｋ０

‖ｗ（ ｌ）‖１ ． （５１）

根据定义 ４ 可知，滤波误差系统（４） 是正的、 正则的、 因果的、 指数稳定的，并且具有给定的 ｌ１ 增益性能指

标 γ ．证毕．

注 ２　 从定理 １ 和定理 ２ 中的条件可以看出，当时滞的上界 ｄ
－
和上下界之差 ｄ

－
－ ｄ

－
越小时，相应的判别条件越容易满足，即

当 ｄ
－
和 ｄ

－
－ ｄ

－
越小时，系统越容易达到稳定和具有 ｌ１ 增益性能指标．

注 ３　 通过使用共正 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数方法，本文得到了线性规划形式的判定条件，此类条件便于用 ＭＡＴＬＡＢ 工具箱验证求

解，且计算复杂度较低．当定理 １ 和定理 ２ 中的条件存在可行解时，对所有的 ｉ ∈ ＩＮ， 我们都可以给出一组 ν ｉ２ 和 Πｉ 的值，使得

定理 １ 和定理 ２ 中的条件成立，将 ν ｉ２ 和 Πｉ 的值代入式（１８）中即可求出待设计滤波器的系数矩阵．

４　 数 值 例 子

下面我们将通过一个例子来展示本文方法的可行性和有效性．
例 １　 考虑包含两个子系统的系统（１），相对应的系数矩阵为

　 　 Ｅ ＝

１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０
０ ０ １ ０
０ ０ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

， Ａ１ ＝

０．１ ０ ０．１ ０．２
０．１ ０．１ ０ ０
０．２ ０ ０．４ ０．２
０ ０．１ ０ － ３

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

， Ａ２ ＝

０．０９ ０ ０．１２ ０．１５
０．１３ ０．０７ ０ ０
０．２５ ０ ０．３５ ０．２
０ ０．１１ ０ － ２．８

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

，
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　 　 Ａｄ，１ ＝

０ ０ ０ ０
０．３ ０ ０ ０．３
０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

， Ａｄ，２ ＝

０ ０ ０ ０
０．３５ ０ ０ ０．２５
０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

， Ｂ１ ＝

０
０．１
０

０．１５

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

， Ｂ２ ＝

０
０．１５
０
０．２

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

，

　 　 Ｃ１ ＝
０．３ ０．１ ０．０１ ０．０１
０．８ ０ ０．１ ０．７

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｃ２ ＝

０．２５ ０．１５ ０．０１ ０
０．７ ０ ０．１５ ０．６

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 Ｌ１ ＝
０．１ ０ ０．１ ０．４
０ ０．３ ０．１ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｌ２ ＝

０．０５ ０ ０．０８ ０．５
０ ０．２５ ０．１５ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 Ｄ１ ＝
０．６
０．１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｄ２ ＝

０．５５
０．０８

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

显然，本例中的系数矩阵满足假设 １ 和条件 ‖ Ａ ｄ，ｉ４‖１ ＜ １，通过选取 ξ ＝ ２，ｄ（ｋ） ＝ ３ ｜ ｓｉｎ（ｋπ ／ ２） ｜ ＋ １，α ＝
０．７，μ ＝ ５．１４２ ９，以及增益性能指标 γ ＝ ０．９， 并且求解定理 １ 中的条件，可以得到如下可行解：

　 　 ν１ ＝ （９．９８７ ９，０．４４２ １，３．４０６ ４，２．６３８ ８，１．９８５ ２，０．６０３ ８，１．６３６ ６，０．５７４ ３） Ｔ，
　 　 ν２ ＝ （９．９８０ ９，０．３７２ １，３．４６９ ０，２．１１６ ６，２．０７１ ８，０．５１１ ６，１．８４２ ２，０．６１７ １） Ｔ，
　 　 ϕ１ ＝ （１．３１０ ７，０．０００ １，０．００２ ９，１．３０７ １，０．００１ ４，０．０００ １，０．０００ ７，０．００３ ０） Ｔ，
　 　 ϕ２ ＝ （１．２９０ ０，０．０００ １，０．００１ ７，０．９２５ ４，０．００７ ２，０．０００ １，０．００３ ０，０．０１１ ５） Ｔ，
　 　 φ１ ＝ （０．０１２ ４，０．０００ ４，０．００５ ８，０．００４ ０，０．００７ ２，０．０００ ４，０．００２ ２，０．００３ ０） Ｔ，
　 　 φ２ ＝ （０．００６ ３，０．０００ ５，０．００４ ５，０．０１７ ４，０．０２６ ８，０．０００ ４，０．０１３ ２，０．０１１ ５） Ｔ，

　 　 Π１ ＝
－ ０．００９ ４ － ０．００９ ４ － ０．００９ ２ － ０．００７ ６
－ ０．００７ １ － ０．００７ １ － ０．００７ ０ － ０．８２０ ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 Π２ ＝
－ ０．００５ ２ － ０．００５ ２ － ０．００５ ２ － ０．００４ ９
－ ０．０１１ ４ － ０．０１１ ４ － ０．０１１ ４ － ０．８２２ ９

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

依据式（１８）和上面的结果，可以将相应的滤波器矩阵设计为

　 　 Ｋ１ ＝
－ ０．００４ ７ － ０．０１５ ６ － ０．００５ ６ － ０．０１３ ２
－ ０．００３ ６ － ０．０１１ ８ － ０．００４ ３ － １．４２８ ３

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

，

　 　 Ｋ２ ＝
－ ０．００２ ５ － ０．０１０ ２ － ０．００２ ８ － ０．００７ ９
－ ０．００５ ５ － ０．０２２ ３ － ０．００６ ２ － １．３３３ ５

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

，

将上式中的滤波器矩阵代入，即可得到滤波误差系统（４）中的各系数均为正．当 ｓ ＝ １ 时，计算可得

　 　 ｄｅｔ（Ｅ
－
－ Ａ

－

１） ＝ １．０５３ ３ ≠ ０， ｄｅｔ（Ｅ
－
－ Ａ

－

２） ＝ １．２８７ ８ ≠ ０，
另外

　 　 ｄｅｇ（ｄｅｔ（ ｓＥ
－
－ Ａ

－

１）） ＝
　 　 　 　 ｄｅｇ（６．０００ １ｓ６ － ８．０２４ ４ｓ５ ＋ ３．７７８ ８ｓ４ － ０．７７３ ６ｓ３ ＋ ０．０７５ ７ｓ２ － ０．００３ ４ｓ ＋ ５．５９６ ４ × １０ －５） ＝

　 　 　 　 ｒａｎｋ（Ｅ
－
） ＝ ６，

　 　 ｄｅｇ（ｄｅｔ（ ｓＥ
－
－ Ａ

－

２）） ＝
　 　 　 　 ｄｅｇ（５．５９９ ７ｓ６ － ６．２７０ ５ｓ５ ＋ ２．２０６ ０ｓ４ － ０．２５８ ５ｓ３ ＋ ０．０１１ １ｓ２ － ０．０００ １ｓ － １．７１２ ７ × １０ －７） ＝

　 　 　 　 ｒａｎｋ（Ｅ
－
） ＝ ６．

因而，滤波误差系统（４）为正的、正则的、因果的．
根据式（１７）可得， Ｔ∗

ａ ＝ － ｌｎ μ ／ ｌｎ α ＝ ４．５９１ ３，因此，可以将平均驻留时间取为 Ｔａ ＝ ５．本例中的初始边界

条件取为

　 　 ｘ－（θ） ＝ （０．１，０．１，０．１，０．１，０．１，０．１，０．１，０．１） Ｔ，　 　 θ ＝ － ４， － ３， － ２， － １， ０， （５２）
扰动输入取为 ｗ（ｋ） ＝ ５ －０．２ｋ ．在上面所给的边界条件（５２）和如图 １ 所示的切换序列下，滤波误差系统（４）的
状态轨迹分别如图 ２ 和图 ３ 所示．从状态轨迹图 ２ 和图 ３ 可知，滤波误差系统（４） 是正的、指数稳定的．
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在零边界条件和上面所给出的扰动输入下，我们也给出了待估计的输出误差 ｚｅ（ｋ） 的图像，详见图 ４．此
外，通过计算可以得到

　 　 ∑
∞

ｋ ＝ ｋ０

０．７ｋ‖ｚｅ（ｋ）‖１ ≐ ０．２９１ ５， ∑
∞

ｋ ＝ ｋ０

‖ｗ（ｋ）‖１ ≐ ２．６３３ ５，

进而

　 　 ∑
∞

ｋ ＝ ｋ０

０．７ｋ‖ｚｅ（ｋ）‖１ ＜ ０．９∑
∞

ｋ ＝ ｋ０

‖ｗ（ｋ）‖１ ．

因此，由定义 ４ 可知，滤波误差系统（４）有 ｌ１ 增益界 ０．９．

图 １　 例 １ 中的切换序列 图 ２　 在 ｗ（ｋ） ≡ ０ 时，系统（４）中状态 ｘ（ｋ） 的轨迹

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｉｎ ｅｘａｍｐｌｅ １ Ｆｉｇ． ２　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｘ（ｋ） ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （４） ｗｉｔｈ ｗ（ｋ） ≡ ０

图 ３　 在 ｗ（ｋ） ≡ ０ 时，系统（４）中状态 ｘｅ（ｋ） 的轨迹 图 ４　 在 ｗ（ｋ） ＝ ５ －０．２ｋ 时，系统（４）中 ｚｅ（ｋ） 的轨迹

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｘｅ（ｋ） ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （４） ｗｉｔｈ ｗ（ｋ） ≡ ０ Ｆｉｇ． ４　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｚｅ（ｋ） ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （４） ｗｉｔｈ ｗ（ｋ） ＝ ５ －０．２ｋ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本．

５　 总　 　 结

本文为一类具有时变时滞的离散时间切换奇异正系统设计了一个合适的滤波器．通过利用共正 Ｌｙａ⁃
ｐｕｎｏｖ 函数和平均驻留时间的方法，给出了使得相应的滤波误差系统满足正性、正则、因果以及指数稳定的

充分条件．当外部扰动输入不为零时，进一步给出了滤波误差系统具有给定的 ｌ１ 增益性能的限定条件．最后，
通过数值仿真检验了本文方法的可行性和有效性．
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