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摘要：   采 用 同 位 网 格 有 限 体 积 (coupled  and  linked  equations  algorithm  revised，CLEAR) 方 法 求 解 黏 性 和 XPP
(eXtended  Pom-Pom) 黏 弹 性 流 动 的 控 制 方 程，基 于 延 时 修 正 方 法 构 造 了 动 量 和 本 构 方 程 对 流 项 的 高 精 度

AVLsmart 格式.首先，为了验证该文方法的有效性，对不同 Reynolds 数下不可压黏性流体圆柱绕流问题进行了模

拟.随后，对等温及非等温不可压 XPP 黏弹性流体圆柱绕流问题进行了有效模拟，给出了速度矢量、应力分量、拉升

量以及温度的分布规律，分析了 We 数对水平速度、法向应力及拉升量的影响.该文研究成果能为精确预测复杂型腔

纤维增强黏弹性聚合物熔体动态充填过程提供理论基础.
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High Accuracy Numerical Simulation of Non-Isothermal Viscoelastic
Polymer Fluid Past a Cylinder

ZHUANG Xin1，  LIU Fujun1，  SUN Yanping1，  WANG Huiling2

（1. School of Sciences, Henan University of Engineering, Zhengzhou 451191, P.R.China；

2. School of Applied Mathematics, Shanxi University of Finance and Economics, Taiyuan 030006, P.R.China）

 
Abstract：The collocated grid finite volume CLEAR (coupled and linked equations algorithm revised) method was applied

to  solve  the  governing  equations  for  viscous  and  XPP  (eXtended  Pom-Pom)  viscoelastic  fluids.  The  high  accuracy

AVLsmart  schemes  for  the  convection  terms  of  momentum  and  constitutive  equations  were  constructed  based  on  the

deferred correction method.  Firstly,  the incompressible viscous fluids past  a  cylinder at  different  Reynolds numbers were

simulated  to  verify  the  validity  of  the  developed  numerical  method.  Then,  the  isothermal  and  non-isothermal  XPP

viscoelastic  fluids  past  a  cylinder  were  studied  numerically,  with  the  distribution  patterns  of  velocity  vectors,  stress

components, stretches and temperatures obtained. Especially, the effects of We on horizontal velocities, normal stresses and

stretches were analyzed. The results provide a theoretical foundation for accurate prediction of fiber reinforced viscoelastic

polymer dynamic filling process in complex cavities.
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引　　言

聚合物制品由于其优良的力学性能，在航空航天、国防军工、汽车制造以及生物医药等领域的应用日益

广泛.聚合物流体 (聚合物溶液 )是一类典型的非 Newton黏弹性流体，在加工成型过程中会出现既非

Hooke弹性体，又非 Newton黏性流体的复杂奇异流变行为，这种特殊流变行为对其最终制品的综合性能产生

重要影响.因此，对各向异性黏弹性聚合物流体在不同流动区域流变行为的研究，一直是流变学研究领域的难

点和热点问题，具有非常重要的理论意义和实际工程应用价值[1]
.然而，传统的解析求解和实验分析都很难解

决实际工程问题.随着计算机技术的发展，数值模拟成为研究聚合物流动过程的一种强有力的手段.与

Newton流体和非 Newton黏性流体相比，非等温黏弹性流动问题的控制方程包括质量方程、动量方程、能量

方程和本构方程.复杂非线性黏弹本构方程的引入不仅增加了控制方程未知变量的个数，同时也使得数值模

拟的计算难度显著增大.

建立黏弹流变本构方程的途径主要有唯象性方法和分子论方法两种[2]
.经典的唯象性黏弹本构方程有线

性 Maxwell模型、非线性 Oldroyd-B模型等[3]
.和唯象性方法相比，分子论方法建立的本构模型能从机理上阐

明黏弹性材料的奇异流变现象，能更清晰地揭示黏弹性流体在流动过程中的复杂力学响应.对于聚合物稀溶

液，基于分子论方法建立的有限伸展 FENE类哑铃模型[4-5] 能够有效描述其非线性黏弹流变行为.对于聚合物

浓厚体系，大分子链间相互缠结的机理和本质非常复杂.基于 Lodge网络理论的 PTT (Phan-Thien Tanner)模型[6]

虽然能够预测浓溶液的剪切变稀和应力过冲现象，但此模型在剪切流动初期时会出现虚假振荡.Mcleish和

Larson[7] 首次基于聚合物熔体蠕动和管道理论提出了非线性 PP(Pom-Pom)模型，此模型可以描述支化聚合物

熔体的奇异流变性质，是聚合物浓厚体系流变本构方程研究的一个重大突破.然而，PP模型除了在稳态拉伸流

动中出现间断现象外，其描述取向的方程在高剪切流动中还存在无界现象.Verbeeten等[8] 基于 PP模型提出了

著名的 XPP黏弹本构模型.研究结果表明[9-12]，XPP模型不仅能够正确地描述聚合物浓溶液的拉伸和剪切行

为，还能有效克服应力奇点问题，使可计算的 We 数更大.因此，近年来基于分子论方法建立的 XPP模型已被

应用于聚合物熔体注塑成型[13-14] 和挤出成型[15] 的数值预测中.然而，上述基于 XPP非线性黏弹本构方程的模

拟研究均在等温条件下进行.事实上，聚合物成型过程是非等温非稳态流动过程，温度对流动状态和受力状态

的影响不可忽略，一些非等温条件下聚合物溶液流动问题的模拟也只是采用纯黏性本构模型 [16-17]
.

目前，有限元法[9-11, 18]、有限体积法[12-13] 和有限差分法[15] 在 XPP黏弹性流动问题的数值模拟方面已取得

了一些研究成果.早在 20世纪 70年代，国外流变学者[19-20] 就已经采用有限差分法数值研究了黏弹性流动问

题.有限体积法是在有限差分法的基础上逐渐发展起来的数值计算方法.和有限元法相比，有限体积法对于守

恒型方程的离散方程可以保持守恒，并且占用计算机内存小、处理方程源项方便、数值稳定性好[21]
.近年来，随

着流变学理论的成熟和计算机的快速发展，有限体积法不仅在黏性流体力学、电磁学、声学以及传热学计算

领域得到广泛的应用和推广，而且在 Oldroyd-B黏弹性流动问题的数值模拟方面也显示出了独特的优势[22-24]
.

本文针对非等温不可压 XPP黏弹性流体流动特征建立控制方程，针对动量方程和 XPP本构方程的对流

项，采用基于延迟修正格式的高阶 AVLsmart格式.另外，为了保证黏弹性流动迭代的快速收敛，采用基于压力

的同位网格有限体积 (CLEAR)算法求解了 Newton黏性和非 Newton XPP黏弹性流动控制方程.最后，通过圆

柱绕流问题进行模拟，验证了本文数学模型及数值方法的有效性和准确性. 

1    数学模型和数值方法
 

1.1   数学模型

二维非等温不可压缩黏弹性流体的控制方程由连续性方程、动量方程、能量方程和本构方程组成.连续

性方程、动量方程和能量方程可表示为
∇ ·u = 0,　 （1）

∂(ρu)
∂t
+∇ · (ρuu) = −∇p+∇ ·τ+ηs∇2u,　　　 （2）
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∂(ρcT )
∂t

+∇ · (ρcTu) = κ∇2T +ηsγ̇
2+τ : ∇u,　　　 （3）

u = (u,v) p T ρ c κ γ̇

γ̇ =
√

2(d : d) d d = (∇u+ (∇u)T)/2 τ τxx, τxy, τyy ηs

式中， 为速度矢量， 为流体压力， 为温度； ， 和 分别为密度、比热容和热传导系数； 为剪切速率，

， 为形变速率张量， ； 为聚合物应力张量 (含有 3个应力分量 )， 为

Newton流体黏度.

基于分子理论发展而来的 XPP非线性黏弹本构模型能够描述支化聚合物熔体的奇异流变行为，非等温

XPP本构方程[25] 可写为

λ0b

(
∇
τ−τd( lnT )

dt

)
+ f (λ,τ)τ+G ( f (λ,τ)−1) I+

α

G
τ ·τ = 2ηpd, （4）

G = ηp/λ0b ηp α , 0

(
∇· )

其中， 是线性松弛模量，I是单位张量， 是聚合物黏度 (随温度变化)，当材料各向异性参数 时，

XPP模型可以预测非零第二法向应力差，符号 表示上随体导数，
∇
τ =
∂τ

∂t
+u · ∇τ− (∇u)T ·τ−τ · (∇u). （5）

f (λ,τ)函数 的表达式为

f (λ ,τ) = 2
λ0b
λ0s

eν (λ−1)
(
1− 1
λ

)
+

1
λ2

[
1− α

3G 2 tr(τ ·τ)
]
, （6）

tr(τ) τ λ0b λ0s ν q

ν = 2/q λ

其中， 表示张量 的迹， 和 分别是分子链的取向松弛和拉伸松弛时间， 与分子支链数 成反比例，取

，主链拉伸量 的表达式为

λ =

√
1+

1
3G

tr(τ). （7）

x∗ = x/L u∗ = u/U p∗ = pL/ηU T ∗ = T /T0 t∗ = Ut/L

τ∗i j = Lτ/ (ηU) T0 We We = λ0bU/L Re

Re = ρUL/η Pe Pe = ρcUL/κ Br = ηU2/κT0 β

β = ηs/η η = ηs+ηp η

控制方程 (1) ~ (4)通过下列参数进行无量纲化处理 ， ， ， ， ，

.其中，L，U 和 分别为特征长度、速度和温度； 表示弹性力和黏性力的比， ； 是

Reynolds数， ； 为 Peclet数， ；Br 为 Brinkman数， ； 表示 Newton黏度和

总黏度的比值， ， ， 为总黏度.

为书写方便，在无量纲方程中去掉“*”，则控制方程 (1) ~ (4)可化为方程 (8) ~ (11)：
∇ ·u = 0, （8）

Re
(
∂u
∂t
+∇ · (uu)

)
= −∇p+∇ ·τ+β∇2u, （9）

Pe
(
∂T
∂t
+∇ · (Tu)

)
= ∇2T +Br(βηγ̇2+τ : ∇u),　 （10）

We
(
∂τ

∂t
+u · ∇τ

)
=

2(1−β)d− f (λ,τ)τ + We
[
(∇u)T ·τ+τ · (∇u)+τ

d( lnT )
dt

]
− 1−β

We
( f (λ,τ)−1) I− αWe

1−βτ ·τ, （11）

f (λ,τ) λ其中 和 的表达式为

f (λ,τ) = 2
λ0b
λ0s

eν(λ−1)
(
1− 1
λ

)
+

1
λ2

1− (
We

1−β

)2
α

3
tr(τ ·τ)

 , （12）

λ =

√
1+

We
3(1−β) |tr(τ)|. （13）

λ0b λ0s ηp本文松弛时间 和 以及聚合物黏度 与温度的关系可表示为
λ0s(T ) = aT (T )λ0s(Tr), （14）

λ0b(T ) = aT(T )λ0b(Tr), （15）
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ηp(T ) = aT(T )ηp(Tr), （16）

Tr λ0s(Tr) λ0b(Tr) ηp(Tr)

aT(T )

其中， 是参考温度， ， 和 分别为参考温度下的松弛因子和聚合物黏度.这里，温度转换因子

采用 Arrhenius公式[8]：

aT(T ) = exp
[

E0

R

(
1
T
− 1

Tr

)]
, （17）

E0其中， 和 R 分别表示活化能常数和理想气体常数. 

1.2   数值方法

无量纲形式的控制方程 (8) ~ (11)可以写成如下统一的守恒形式：
∂(θΦ)
∂t
+∇ · (θΦu)−∇ · (δ∇Φ) = SΦ. （18）

u τ θ δ SΦ在直角坐标系中，Φ(可表示 ， 和 T)为待求解变量， 和 为常数， 为依赖于所考察方程的源项 (见表 1). 本
文采用 CLEAR法对流场、温度场和应力场的控制方程进行离散，将所有求解变量都存储于控制单元的中心.
  

表 1    方程 (18) 中函数和常数的表达式

Table 1    Definition of functions and constants in eq. (18)
 

equation Φ θ δ SΦ

continuity 1 1 0 0

u-momentum u Re 1 −∂p
∂x
+

(
∂τxx

∂x
+
∂τxy

∂y

)
+ (β−1)

(
∂2u
∂x2 +

∂2u
∂y2

)
v-momentum v Re 1 −∂p

∂y
+

(
∂τxy

∂x
+
∂τyy

∂y

)
+ (β−1)

(
∂2v
∂x2 +

∂2v
∂y2

)
τxx normal stress τxx We 0 S τxx

τxy  shear stress τxy We 0 S τxy

τyy normal stress τyy We 0 S τyy

energy T Pe 1 S T

S τxx ,S τxy ,S τyy S T表 1中， 和 的具体表达式分别为

S τxx = 2(1−β) ∂u
∂x
− f (λ,τ)τxx +2We

(
∂u
∂x
τxx +

∂u
∂y
τxy

)
+We ·τxx

d( lnT )
dt

− 1−β
We

( f (λ,τ)−1)− αWe
1−β (τ2

xx +τ
2
xy),

S τxy = (1−β)
(
∂u
∂y
+
∂v
∂x

)
− f (λ,τ)τxy+We

(
∂u
∂x
τxy+

∂v
∂y
τxy+

∂v
∂x
τxx +

∂u
∂y
τyy

)
+We ·τxy

d(lnT )
dt
− αWe

1−βτxy(τxx +τyy),

S τyy = 2(1−β) ∂v
∂y
− f (λ,τ)τyy+2We

(
∂v
∂x
τxy+

∂v
∂y
τyy

)
+We ·τyy

d( lnT )
dt

− 1−β
We

( f (λ,τ)−1)− αWe
1−β (τ2

xy+τ
2
yy),

S T = Br

βη2(∂u∂x
)2

+2
(
∂v
∂y

)2

+

(
∂u
∂y
+
∂v
∂x

)2+Br
[
τxx
∂u
∂x
+τyy

∂v
∂y
+τxy

(
∂u
∂y
+
∂v
∂x

)]
.

连续性方程在控制体积上积分可得
(ue−uw)∆y+ (vn− vs)∆x = 0. （19）

动量方程、能量方程和 XPP本构方程在控制体内作积分，并整理得 Φ的最终离散形式：
aPΦP = aEΦE+aWΦW+aNΦN+aSΦS+SΦ, （20）

SΦ aE aW aN aS aP为所对应方程的源项 (见表 1).式 (20)中的系数 ， ， ， 和 可表示如下：
aE = DeA(|Pe|)+max(−Fe,0), aW = DwA(|Pw|)+max(Fw,0),
aN = DnA(|Pn|)+max(−Fn,0), aS = DsA(|Ps|)+max(Fs,0),

aP = aE+aW+aN+aS+
θ∆x∆y
∆t
,

（21）

Pe Pw Pn Ps Fe Fw Fn Fs De Dw Dn Ds

A(|P∆|) A(|P∆|) = 1

A(|P∆|) = 1−0.5 |P∆|

其中， ， ， ， 是单元界面上的网格 Peclet数； ， ， ， 是单元界面上的数值通量；而 ， ， ， 表

示单元界面上的扩散导数； 的形式由所选取的对流项的离散格式决定，如采用迎风格式时 ，而

采用中心差分格式时 .以上各系数的表达式如下：
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Fe = θue∆y, De = δ∆y/(xE− xP), Pe = Fe/De,

Fw = θuw∆y, Dw = δ∆y/(xP− xW), Pw = Fw/Dw,

Fn = θvn∆x, Dn = δ∆x/(yN− yP), Pn = Fn/Dn,

Fs = θvs∆x, Ds = δ∆x/(yP− yS), Ps = Fs/Ds.

（22）

为了提高数值计算的精度，本文采用高精度 AVLsmart格式[25] 来离散动量和本构方程的对流项，文献 [25]
采用此格式求解了可压缩黏弹性流动问题.为了保证待求解代数方程组满足对角占优的条件，增加动量方程

和本构方程的对流项高精度格式计算的稳定性，本文采用延迟修正的方法在源项中加入高阶 AVLsmart格式

的修正项.为了增强数值计算的稳定性，提高迭代求解过程的收敛速度，本文对控制方程的离散方程组采用

CLEAR全隐式算法 [26] 进行求解.充分保证了速度与压力以及速度和应力的耦合，解决了 SIMPLE (semi-
implicit method for pressure linked equation)算法中的第二个基本假设（压力修正方程的推导中忽略了邻点速

度修正的影响）.

CLEAR算法中每一层改进后的速度和压力直接由动量方程和压力方程得出，不需要引入修正

值.CLEAR算法求解二维非等温黏弹性流动问题的实施步骤如下：

u0,v0 τ0
xx, τ

0
xy, τ

0
yy p0 T 0① 给定节点初始速度 ，初始应力 ，初始压力 和初始温度 .

û0, v̂0

û0
w, v̂

0
s

② 计算能量方程、本构方程的系数和源项，计算动量方程的系数和界面伪速度 （其他界面的伪速度

求解方法相同）：
û0

e =

∑
anbu0

nb+bx

ae
,

v̂0
n =

∑
anbv0

nb+by

an
.

（23）

p∗ p∗ u∗,v∗③ 求解压力方程得到中间压力 ，并将 代入动量方程，求得中间速度 （动量方程求解采用亚松弛

迭代）： 
u∗e =

∑
anbu∗nb+bx + [(1−αu)/αu]aeu0

e

ae/αu
+ d∗e(p∗P− p∗E),

v*n =

∑
anbv*nb+by+ [(1−αv)/αv]anv0

n

an/αv
+d∗n(p∗P− p∗N),

（24）

αu = αv = 0.6 d∗e = ∆y∆zαu/ae d∗n = ∆x∆zαv/an其中， 是松弛因子， ， .

u∗,v∗ û∗, v̂∗④ 在中间速度 的基础上，重新计算离散动量方程的系数以及伪速度 ：
û∗e =

∑
anbu∗nb+bx +

[
(1−βu)βu

]
aeu∗e

aeβu
,

v̂*n =

∑
anbv*nb+by+

[
(1−βv)/βv

]
anv*n

an/βv
,

（25）

βu = βv = 1其中， 是第二松弛因子.

û∗, v̂∗ p p û∗, v̂∗

u, v

⑤ 将伪速度 代入压力方程，求得改进的压力场 .在压力 和伪速度 的基础上获得改进的速度

： {
ue = û∗e +d∗e(pP− pE),
vn = v̂∗n+d∗n(pP− pN).

（26）

⑥ 判断是否满足收敛条件，若不满足，则返回步骤②继续执行下一时间步的迭代.

⑦ 求解本构方程以及能量方程.

⑧ 重复步骤②~⑦，直到所有变量都满足收敛条件.

u τ T上述迭代求解过程中，引入 Φ(可表示 ， 和 )的 L2 范数误差：
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E (u) =

√(
u(k)−u(k−1))2

+
(
v(k)− v(k−1))2

,

E(τ) =
√

(τxx
(k)−τxx

(k−1))2
+ (τxy

(k)−τxy
(k−1))2

+ (τyy
(k)−τyy

(k−1))2
,

E (T ) =
√(

T (k)−T (k−1))2
,

（27）

E (Φ)≤10−5其中，k 和 k−1分别表示所求变量相邻两次的迭代次数，当迭代满足收敛条件 时，迭代终止. 

2    数 值 算 例
 

2.1   Newton 黏性流体圆柱绕流

Re

Ω = [−4,12]× [−4,4]

(0, 0) u = 1− y2/16
∂u
∂x
= 0,

∂v
∂x
= 0

圆柱绕流是钝体绕流中最为经典的一种复杂流动现象，研究圆柱绕流问题在工程应用中具有非常重要的

意义[27-30]
.黏性不可压流体从无限远处流向圆柱体时，在不同的 Reynolds数 下会产生不同的流动状态.本文

将采用上述方法对黏性流体和黏弹性流体圆柱绕流问题进行模拟，并将本文结果和已有文献结果进行比较，

来说明本文方法模拟圆柱绕流问题的可靠性和有效性.图 1给出了 Newton流体圆柱绕流示意图.整个计算区

域为 ，一个半径为 R=0.5的圆柱置于管道上下两壁面的中间位置，圆柱的圆心位于

点.边界条件为：入口处速度为抛物型速度， ，v=0；出口处设速度为充分发展，即

，压力 p=0；圆柱表面和固壁面处速度为无滑移边界条件，即 u=v=0.
  

图 1    Newton流体圆柱绕流示意图

Fig. 1    Schematic diagram of the Newtonian flow past a cylinder
 

1020

区域扩充法是一种求解不规则区域流动和传热问题的有效方法[21]
.在实际计算过程中，将不规则区域扩

充为规则的计算区域（矩形区域），使得算法在程序中易于实施.以二维圆柱绕流问题为例，将扩充区域（圆面

内）流体的动力黏度设为非常大的数（如 ），这样做相当于把扩充区域看作是黏度无限大的流体，使得该区

域内“流体的速度”比其他区域流体速度小许多数量级（扩充区域内流体几乎不流动）.

图 2给出了 Re=10，20和 40时，流场达到稳态时圆柱附近的压力和流线分布.由图 2可知，在 3种 Re 下，

压力等值线光滑且呈上下对称分布；对流线而言，边界层发生分离，在圆柱的下游有一对稳定的对称漩涡，漩

涡的中心逐渐远离圆柱表面，漩涡尺寸随着 Re 的增大而不断拉长，并向下游发展，流动为定常流动.

图 3分别给出了 Re= 10，20 和 40 的水平速度 u 和垂直速度 v 的等值线图.如图所示在各种 Re 下，水平速

度 u 和垂直速度 v 都呈对称分布，本文计算结果与文献 [27]非常吻合，充分验证了本文方法的有效性.

圆柱绕流中圆柱边界受力的计算问题是关键问题之一.下面采用应力积分法计算圆柱边界表面总应力，

由曳力系数的定义得到曳力系数的公式为

CD =

z [(
−p+2ηs

∂u
∂x
+τxx

)
cos θ+

(
ηs

(
∂u
∂y

+
∂v
∂x

)
+τxy

)
sin θ

]
ds

1
2
ρu2D

, （28）

其中，D 为圆柱直径，上述所有的值均是基于当前时刻计算获得的.表 2给出了用外插方法计算出的低

Reynolds数下黏性流体圆柱绕流的曳力系数，从表中可以看出随着 Reynolds数的增大曳力系数逐渐变小，本

文计算结果和文献 [28-30]结果一致.
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图 2    不同 Re 下，圆柱附近的压力 (上)和流线分布 (下)
Fig. 2    Distributions of pressure (top) and streamlines (bottom) near the cylinder for different Re numbers

  

图 3    不同 Re 下，圆柱绕流的速度 u(上)和速度 v(下)分布

Fig. 3    Distributions of velocity u (top) and velocity v (bottom) near the cylinder for different Re numbers

注　为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同.
 

∆t图 4给出 =0.01，t=100时，在较高的 Reynolds数下，圆柱绕流周围的流线图.从图 4明显可以看出当 Re=60
时，圆柱下游呈现不对称性，流动为非定长流动；当 Re=80，100和 200时，尾流中出现周期交替脱落的旋涡，并
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最终演变为周期性的流动，圆柱后面形成交错排列的 Karman涡街，尾流保持层流状态.尽管圆柱的几何形状

十分简单，但流动却十分复杂，因此圆柱绕流常用来检验数值方法的有效性，上述模拟结果和已有文献 [31]结
果一致.因此，基于区域扩充的 CLEAR算法能够有效模拟黏性流体圆柱绕流问题.
  

表 2    不同 Re 下的曳力系数

Table 2    Drag coefficients at different Re numbers
 

reference
drag coefficient CD

Re=10 Re=20 Re=40

ref. [28] 3.07 2.18 1.713

ref. [29] 2.85 2.06 1.564

ref. [30] 3.18 2.25 1.675

present work 3.11 2.22 1.708
  

图 4    t=100时，不同 Reynolds数下圆柱绕流的流线图：(a) Re=60；(b) Re=80；(c) Re=100；(d) Re=200
Fig. 4    Streamlines of the flow near the cylinder at t=100 for different Re numbers: (a) Re=60; (b) Re=80; (c) Re=100; (d) Re=200

 

∆t为了形象地考察圆柱后面旋涡生成与脱落的过程，本文给出了当 =0.01，Re=100时，半个周期内不同时

刻的流线图.如图 5所示，在 t=T/12时，圆柱右上方有旋涡生成.随着时间的推移，这个旋涡不断扩大并向圆柱

右下方移动.在 t=6T/12时，圆柱右下方也有一个小旋涡生成，这一过程记为旋涡脱落的半周期.
  

图 5    Re=100时，半个周期内圆柱附近流线图：(a) t=T/12；(b) t=2T/12；(c) t=3T/12；(d) t=4T/12；(e) t=5T/12；(f) t=6T/12
Fig. 5    Streamlines of the flow near the cylinder in a half cycle for Re=100: (a) t=T/12; (b) t=2T/12; (c) t=3T/12; (d) t=4T/12; (e) t=5T/12; (f) t=6T/12

  

2.2   非Newton XPP 黏弹性流体圆柱绕流

Ω

圆柱绕流是模拟黏弹性流体的基准算例之一.如图 6所示，XPP黏弹性流体自左向右在两个平行平板间

流动，圆柱位于平板间的对称位置上.圆柱的半径为 R，两个平板的间距为 4R.平板的上游和下游长度均取

10R，R 为 1个单位长度.整个计算区域为 =[0,20] × [0,4]，其中圆柱的圆心位于 (10,2)，半径为 1个单位长

度.应力边界采用文献 [15]的方法进行处理，速度和压力边界条件分别为：

umax = 1.0① 入口处速度为抛物型速度， ，v = 0；
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∂u
∂x
= 0,
∂v
∂x
= 0② 出流面指定为压力出口，p = 0，速度均设为充分发展条件即 ；

③ 圆柱表面和固壁面上设置为无滑移边界条件，即 u=v=0.
  

图 6    XPP流体圆柱绕流示意图

Fig. 6    Schematic diagram of the XPP flow past a cylinder
 

We = 1.0 Re = 1.0 β = 1/9 α = 0.15 q = 2 λ0b/λ0s = 3 u , v τxx,

τxy, τyy λ

τxx

τyy

τxy λ

λ τxx τyy

λ τxy

图 7分别给出了当 ， ， ， ， ， 时的速度 ，应力分量

和拉伸量 的等值线图.从图 7可以看出 XPP流体圆柱绕流时，流体在圆柱周围区域经历了十分复杂

的变形，所有的应力分量和拉伸量在圆柱周围产生较大的梯度，因此高速度、高剪切和高拉伸现象均出现在圆

柱周围. 的最小值出现在圆柱前面，而局部最大值出现在圆柱的上下壁面附近，靠近圆柱的上下两个管道壁

面附近以及圆柱后面下流区域的位置.正好相反，第二法向应力 的最大值出现在圆柱前沿区域.由于圆柱周

围存在高的剪切率，因此剪切应力 极值的绝对值出现在圆柱周围.特别地，分子拉伸量 在圆柱前沿区域形

成一个边界，在圆柱周围和管道壁面 存在其局部极大值.另外，从图 7可以明显看出，法向应力 ， 和拉升

量 关于 y=2对称，而 关于 y=2反对称.总之，本文黏弹性流体圆柱绕流的数值模拟能够提供圆柱周围光滑

并且无振荡的应力和拉升量结果，说明了本文高精度数值模拟方法模拟黏弹性流体圆柱绕流问题的有效性.
  

图 7    We=1，Re=1时，速度、应力分量及拉升量的分布：(a) u；(b) v；(c) τxx；(d) τyy；(e) τxy；(f) λ
Fig. 7    Distributions of velocity vectors, stress components and stretches at We=1, Re=1: (a) u; (b) v; (c) τxx; (d) τyy; (e) τxy; (f) λ 

We

Re = 1.0 β = 1/9 α = 0.15 q = 2 ε = 1/3 We

We We We

We

We

We We

数是黏弹性流体流动中表征黏弹效应的一个重要参数，图 8给出了当 y=2.0(即在 y 方向中轴线上)，
， ， ， ， 时， 对速度、拉升量、第一法向应力和第二法应力的影响.由图 8可

知， 对表征黏弹性流体宏观信息的量产生极大的影响，在 较小时，弹性表现得不够明显；随着 的增大，

弹性才得以表现.这主要是由于 很小时，流体弹性与黏性相比要小的多，即此时黏弹性流体与 Newton流体

表现出相似的性质；随着 增大，弹性表现的越来越显著，流体的弹性得以充分表现.从图 8可以清晰地看出，

圆柱附近的速度值随 的增大而变小，而拉伸量随着 的增加明显增大，中轴线上靠近圆柱处的拉升量和法

向应力的绝对值明显大于其他区域.

ρ = 780 kg ·m−3

为进一步验证本文方法求解强对流占优温度方程的有效性，下面继续研究非等温条件下 XPP流体圆柱

绕流问题.聚合物熔体选用低密度聚乙烯 (low density polyethylene, LDPE)，流体密度为 ，比热容
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c = 2 540 J ·kg−1 ·K−1 κ = 0.241 W ·m−1 ·K−1 Tr = 443

Tmelt = 443 Twall = 313

为 ，热传导率为 .支链聚合物 LDPE在 时相应的 XPP模型和

Arrhenius模型参数如表 3所示[9]
.非等温圆柱绕流问题的计算区域如图 6所示.速度和应力边界条件和等温问

题相同，入口处温度为 ，上下固壁和圆柱表面温度为 .
  

图 8    当 y=2时，We 对水平速度、拉升量及法向应力的影响：(a) u；(b) λ；(c) τxx；(d) τyy

Fig. 8    Effects of We on horizontal velocities, stretches and normal stresses at y=2: (a) u; (b) λ; (c) τxx; (d) τyy 
  

Tr = 443表 3    LDPE 熔体在 时的 XPP 和 Arrhenius 流变参数[9]

Tr = 443Table 3    Rheology parameters for LDPE melt for the XPP and Arrhenius models at  [9]

 

parameters λ0b(Tr)/s λ0s(Tr)/s q α ηs/(Pa · s) η0/(Pa · s) E0/(J ·mol−1) R/(J ·mol−1 ·K−1)
value 1.741 5 0.580 5 2 0.15 200 4 600 48 200 8.314

  

图 9    不同 Pe 下的温度分布：(a) Pe=100；(b) Pe=1 000；(c) Pe=10 000；(d) Pe=100 000
Fig. 9    Distributions of temperatures at different Pe numbers: (a) Pe=100; (b) Pe=1 000; (c) Pe=10 000; (d) Pe=100 000

Pe = 100图 9给出了不同 Pe 数下圆柱绕流区域的温度分布图. 从图 9(a)中可以看出当 时，对流作用较

弱，对流导致的热传递比较弱，因此温度在固壁附近和圆柱后面比较低.随着 Pe 的增加，对流作用逐渐增加，
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Pe = 100 000对流导致的热传递作用也逐渐增强，因此相应区域温度逐渐增大.当 时 (图 9(d))，壁面低温区域基

本消失，圆柱绕流区域的温度分布和图 9(a)相差较大. 

3    结　　论

本文针对不可压 Newton流体、XPP黏弹性流体圆柱绕流问题，发展了一种耦合延迟修正技术的高阶

AVLsmart格式，采用 CLEAR算法结合区域扩充方法求解控制方程.本文研究工作能为聚合物及纤维增强聚

合物加工成型过程的研究奠定坚实的理论基础. 所得主要结论如下：

1）Newton流体在稳态情形下压力、流线、速度以及曳力系数和已有结果一致.在较高的 Re 下，尾涡的变

化趋势以及半个周期内圆柱后面旋涡生成与脱落过程都和其他研究结果相近.数值结果表明本文高精度方法

能够稳定、高效、精确地模拟 Newton黏性流动问题.

We We

2）XPP黏弹性流体圆柱绕流中速度、应力分量及拉升量等值线光滑无震荡，且均在圆柱周围达到最大

值.圆柱附近的速度值随 的增大而变小；而拉升量和第一法向应力随着 的增大而变大. 事实上，

AVLsmart格式求解 XPP流动既具有较高的数值精度，又兼具延迟修正方法求解方便、鲁棒性强、数值稳定性

好等特点.

3）Pe 对温度场的分布影响非常大，在低 Pe 下，高温区位于入口附近, 管道上下壁面以及圆柱后方温度较

低，随着 Pe 的增大，高温区逐渐向低温区域推进，壁面低温区域基本消失.
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