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摘要：  底部加热的肥皂泡是一种全新的二维热对流模型，在实验中已发现肥皂泡上的岛涡运动规律与飓风轨迹规

律一致.然而，肥皂泡的曲面特征对其准二维流场的数值模拟以及数据分析造成了较多困难.针对肥皂泡球面几何特

征，该文介绍了其直接数值模拟（DNS）方法，及其流场空间波数谱、湍流通量和结构函数的计算分析方法.开展了

的数值计算，并获得了相应的波数谱、通量和湍流结构函数.计算结果表明，肥皂泡上

速度的小尺度脉动特征满足 的理论标度律，通过湍动能与拟涡能通量特征，发现在该准二维湍流场中存在湍流

能量双级串现象.且随着 Rayleigh 数的增加，大尺度结构湍能量减小，更小尺度湍流结构能量增加.
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Abstract： The  soap  bubble  heated  at  the  bottom  was  introduced  as  a  novel  quasi-2D  turbulence  system.  The  curved
geometry of  the  bubble  brings  challenges  for  the  direct  numerical  simulations  (DNS) of  the  turbulence on the  bubble.  In
order  to  overcome the difficulties  due to the curved geometry,  a  numerical  method based on the stereographic projection
was  implemented  for  the  DNS  of  the  soap  bubble.  The  numerical  methods  to  compute  the  spectrum,  the  flux  and  the
structure  functions  of  the  flows  on  the  bubble  were  described  in  detail.  Three  different  Rayleigh  numbers

  were  used  in  the  simulation  based  on  the  present  numerical  methods.  Then,  the  related
spectrum,  flux  and  structure  functions  were  calculated.  The  results  indicate  that,  both  the  inversed  energy  cascade  and
forward  enstrophy  cascade  can  be  observed  in  all  the  calculation  cases.  The  Bo59  scaling  law  fits  the  small-scale
fluctuations on the soap bubble. With the increase of the Rayleigh number, the turbulent energy decreases for the large-scale
plumes, and the kinetic energy increases for the higher wave number structures.

Key words：soap bubble；turbulence；structure function；direct numerical simulation
 
 

*  收稿日期：  2022-04-22；修订日期：  2022-06-21
基金项目：  国家自然科学基金（11872187；12072125）
作者简介：  贺啸秋（1988—），男，博士生（E-mail：hexiaoqiu@hust.edu.cn）；

熊永亮（1981—），男，教授，博士，博士生导师（通讯作者. E-mail：xylcfd@hust.edu.cn）.
引用格式：  贺啸秋，熊永亮，徐顺，彭泽瑞，陈波. 底部加热肥皂泡上准二维湍流的数值模拟 [J]. 应用数学和力学，2022，

43（10）：1086-1104.

应用数学和力学 Applied Mathematics and Mechanics
43 卷 10 期  2022 年 10 月 Vol. 43 ，No. 10 ，Oct. ，2022

1086

http://www.applmathmech.cn
http://www.applmathmech.cn
mailto:hexiaoqiu@hust.edu.cn
mailto:xylcfd@hust.edu.cn


 

引　　言

湍流运动广泛存在于自然界中，从星系中的星际介质运动，到杯子中被搅拌的咖啡流动，虽然时空尺度差

距悬殊但都属于湍流流动[1]
.流体的湍流运动对传热传质具有重要的影响[2]

.当湍流流场中流体的运动仅具有

两个独立的空间自由度时，称之为二维湍流[3-6]
.相比三维湍流，二维湍流的结构更易于观察与分析，且在直接

数值模拟（DNS）所需要的计算资源显著减小的同时又保留着湍流的许多关键特征[3]
.另一方面，二维湍流并不

是三维湍流进行简单维度压缩的结果，它也具有与三维湍流完全不同的显著差别[3]
.其中最核心的差别是最早

由 Kraichnan[7]、Leith[8] 和 Batchelor[9] 发现的反向能量串级，即在充分发展的二维湍流中，在特定尺度范围内

存在着能量从尺寸较小的涡向尺寸较大的涡反向传递的现象.在研究海洋或者大气中的大尺度运动时，海洋

或大气的侧向尺寸远大于高度方向的尺寸，在研究较大尺度的流动问题时可以忽略掉流体在高度方向的运动

而作二维流动处理[10-11]
.因而，在地球物理与行星物理学中，二维湍流具有重要的研究价值[12]

.

严格意义下的二维湍流在实验室或自然界中并不存在[3]，研究二维湍流主要依赖于 DNS[3] 或者在实验条

件下借助肥皂膜及电磁力抑制形成准二维流动[13]
.众所周知，肥皂薄膜的厚度只有数微米，但其侧向尺寸可以

达到数十厘米以上，肥皂薄膜被广泛用于准二维湍流实验[12]
.Kellay[13] 在实验中研究了加热肥皂泡中的准二维

湍流.实验中一个半球形的肥皂泡被固定在基座上，基座以水浴的方法对肥皂泡底部进行加热，肥皂泡上的流

体在浮力的驱动下形成复杂的湍流运动[14-15]
.肥皂泡上的流体运动与大气流动都具有准二维流动特征，且具有

相似的几何特征，这使得学者以肥皂泡为简化模型开展了大气流动中尺度结构特征的研究[13-19]
.热带气旋是大

气中的一种特殊中尺度结构，对人类社会具有重要的影响，是多种极端天气与自然灾害的直接原因 [10]
.

Seychelles等[14] 在实验中观察到肥皂泡上出现了能长时间独立存在的岛涡，岛涡的运动规律与大气中的热带

气旋类似，都具有超扩散的特征[14, 16]
.此外，岛涡的强度随时间变化的规律与大气中的热带气旋类似[15]

.基于这

些特点，Meuel等[17] 基于肥皂泡上岛涡与飓风的运动特征提出了预测大气气旋运动轨迹的模型.在湍流方面，

研究者们发现肥皂泡上的流动具有其特有的曲面准二维热对流特征，通过实验与 DNS，可利用这一标准模型

开展湍流流动机理的研究与湍流理论的考察[16, 19-21]
.例如通过对肥皂泡的旋转，发现了旋转效应产生了新的温

度小尺度脉动标度关系[18]
.因而研究肥皂泡上的湍流热对流不仅具有重要的应用价值，同时也可以拓展与丰

富学界对湍流物理机制的认识.

1×108
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借助赤平极射投影法，Xiong等[20] 首先实现了具有半球面几何的二维流场 DNS.他们计算了 Rayleigh数

为 的肥皂泡流场，由于缺乏能量耗散，所得到的计算结果并不稳定[20]
.Meuel等[15] 通过实验研究了肥皂

泡上的漩涡结构特征，并与 DNS计算结果进行了对比，发现两者符合得较好.此后，Bruneau等[19] 在 DNS代码

中引入了能量耗散项，使得计算得到的流场能够达到统计稳态，计算获得的流场与实验观察到的肥皂泡上的

流动具有相同的特征，同时还发现 DNS计算结果对一定的外部耗散并不敏感，他们还通过 DNS结果发现了

肥皂泡对流具有 标度律，这与实验中肥皂泡上观察到的结果一致.最近，Meuel等 [18] 同时使用实验与

DNS方法研究了旋转肥皂泡上的温度脉动，他们的研究中实验与 DNS获得了非常相近的结果.经过近十年的

发展，肥皂泡上热对流的 DNS已日趋成熟，相比实验方法，使用 DNS研究肥皂泡上的湍流热对流也展露出较

大的优势.首先，目前的实验手段在获得肥皂泡上的空间特征结构关联上还具有一定难度，难以同时测量整个

流场[13-14, 17]
.对肥皂泡上的准二维湍流的深入研究有必要获得包含全部尺度特征的完整流场信息，而采用

DNS方法可以满足这一需求[22]
.其次，实验方法也难以精确地在曲面几何中测量如能量级串、结构函数等湍

流的小尺度特征[23-24]
.而 DNS获得的流场包含全部尺度的特征，可以使用编程后处理的方法高效快捷地计算

湍流的小尺度特征.另外，使用 DNS方法可以方便地在更大、更明确的参数空间内研究肥皂泡曲面空间上的

热对流，并规避了如非 Boussinesq效应、不均匀加热边界、材质与外界扰动等实验中常见的误差来源.本文将

详细介绍这一套简便求解肥皂泡上流场的并行计算 DNS方法，以及针对球面二维湍流的分析方法.

文中通过该方法对多个高 Rayleigh数下的热对流开展了 DNS，并探索了肥皂泡上的湍流双级串现象与

小尺度脉动的标度关系. 
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1    模型介绍与控制方程

Oxyz O ex ey ez x y z ez

x2+ y2+ z2 = R2(z≥0) x2+ y2 = R2

Orϕθ er eϕ eθ
ϕ∗Oθ∗ ϕ∗ = ϕ

θ∗ = 90◦− θ 90◦ θ∗ = 90◦ 0◦ θ∗ = 0◦ eϕ∗ = eϕ
eθ∗ = −eθ u

本文研究的是在底部加热的半球形肥皂泡上的准二维湍流.肥皂薄膜的厚度远小于肥皂泡的半径 R，可以

忽略流体在肥皂薄膜厚度方向的运动，使用二维半球面来近似肥皂泡的几何外形.赤道是肥皂泡与基座接触

的边界，几何外形为一个半径为 R 的圆周.首先，需要建立坐标系描述肥皂泡上流体微元的空间位置.三维直

角坐标系 以二维半球面的球心 为原点， ， 和 分别为 ， 和 方向上的单位基矢，其中 方向与重力方

向相反.在直角坐标系下，肥皂泡用曲面方程 描述，赤道的曲线方程为 .采用球

坐标系 ，其中 r≡R 可方便地将该问题简化为二维，球坐标系的单位基矢用 ， 和 表示.与球坐标类似，

地理坐标系 能更加直观地描述肥皂泡上任意一点的空间位置，经度定义为 ，纬度定义为

.肥皂泡顶部纬度为 （ ） , 而在赤道纬度为 （ ），地理坐标系的基矢为 ，

.对于肥皂泡上的速度场 有如下定义：
u = uex + vey+wez = uϕeϕ+ vθeθ = uϕ∗eϕ∗ + vθ∗eθ∗. （1）

T = T0,u = 0

ST Fu
S F

肥皂泡上流场的唯一边界是赤道，边界条件为恒温无滑移（ ）边界条件.若肥皂泡的初始温度

远小于肥皂泡的赤道温度，随着时间的推进，在赤道附近的流体，通过赤道从外界吸收热量，使其温度升高密

度降低.此时，流体在浮力的驱动下向肥皂泡顶部运动，肥皂泡中产生热对流.数值模拟中，Boussinesq近似常

被用来描述流体温度与密度的关系.当流体运动至远离赤道的位置时，热量向周围的低温空气扩散，导致温度

下降密度逐渐上升，受到的浮力逐渐减弱.观察实验中的肥皂泡流场可以发现，由于肥皂泡既向冷空气散热又

与冷空气产生摩擦，肥皂泡上的湍流热对流不断持续并达到了统计平衡态[13-18]
.为了使 DNS中肥皂泡进入统

计平衡态，外冷却项 和外摩擦项 被分别加入到能量方程与动量方程中，用于描述流体与环境冷空气的散

热与摩擦， 为外冷却系数，而 是外摩擦因数.以往的研究表明，外冷却项和外摩擦项可以较好地描述肥皂泡

与实验环境之间的能量交换[19-21]
.因此，流体在肥皂泡上运动的控制方程可写为

∇ ·u = 0,
∂u
∂t
+ (u · ∇)u = − 1

ρ0
∇p+ ν∆u+gρ0βTeg−Fu,

∂T
∂t
+ (u · ∇)T = α∆T −S T,

（2）

eg其中， 为重力加速度方向的单位矢量.

R T0 uc =
√

gβT0R为了使研究更具有普适性，用肥皂泡半径 ，赤道温度 ，以及自由下落速度 对方程 (2)进行

无量纲化：

x̂ =
x
R
, T̂ =

T
T0
, û =

u
uc
, p̂ =

p
ρ0u2

c
, t̂ =

t
R/uc

, （3）

x̂ = (x̂, ŷ, ẑ) T̂ û p̂

t̂

其中， 为无量纲化的空间位置矢量， 为无量纲化的温度， 为无量纲化的速度矢量， 为无量纲化的

压强， 为无量纲化的时间.无量纲化的控制方程为

∇ · û = 0,
∂û
∂t̂
+ (û · ∇)û = −∇ p̂+

1
√

Ra/Pr
∆û+ T̂ êg− F̂û,

∂T̂
∂t̂
+ (û · ∇)T̂ =

1
√

Ra×Pr
∆T̂ − Ŝ T̂.

（4）

Ŝ =
SR
uc

F̂ =
FR
uc

Ra

其中， 和 分别为无量纲化的外冷却与外摩擦因数.方程（4）的控制参数为两个无量纲数，

Rayleigh数 和 Prandtl数 Pr，它们的定义分别如下：

Ra =
gβT0R3

να
, （5）

Pr =
ν

α
. （6）
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Ra建立了流体受到的浮力与黏性力之间的一个关系，Pr 则反映了动量传输及热量传输速率之比，对于特定的

物质，Pr 是流体本身的属性，此处为一定值.
  

图 1    赤平极射投影法示意图

Fig. 1    An illustration of the stereographic projection

注　为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同.
 

x̃Oỹ B B

Ox̂ŷẑ (0,0,−1) A A B AB
C C A

A B C Ox̃ỹ

x̃ x̂ ỹ ŷ

is

考虑到需要在球坐标系下求解控制方程（4），则在肥皂泡的顶点处引入了奇异性.而在直角坐标系下无法

对这一曲面进行二维描述，采用三维描述并进行离散则降低了曲面的光滑性.通过赤平极射投影法引入的投

影空间坐标系 可以规避以上全部缺点.首先，定义肥皂泡的顶点关于赤道平面的镜像点为 点， 点在无量

纲直角坐标系 中的坐标为 .令 点为肥皂泡上任意一点，存在唯一直线经过 点与 点，直线 与

赤道平面的交点为 ， 点就是 点的赤平极射投影点.图 1展示了赤平极射投影几何关系，其中橙色平面为赤

道平面， 是肥皂泡上任意一点， 为肥皂泡顶点关于赤道平面的镜像点， 为投影点.投影坐标系 的原点为

肥皂泡的球心， 轴与 轴重合， 轴与 轴重合.由简单的几何关系可以推导出，无量纲的直角坐标系向投影空

间的正变换 为

x̃ =
x̂

1+ ẑ
, ỹ =

ŷ
1+ ẑ

, （7）

i−1
s而对应的逆变换 为

x̂ =
2x̃

1+ x̃2+ ỹ2 , ŷ =
2ỹ

1+ x̃2+ ỹ2 , ẑ =
1− (x̃2+ ỹ2)
1+ x̃2+ ỹ2 . （8）

x̃2+ ỹ2≤1投影后，肥皂泡转换为一个半径为 1的平面圆，表达式为 .投影空间的 Lamé系数为

L1 =

∣∣∣∣∣∂x̂
∂x̃

∣∣∣∣∣ =
√(

∂x̂
∂x̃

)2

+

(
∂ŷ
∂x̃

)2

+

(
∂ẑ
∂x̃

)2

=
2

x̃2+ ỹ2+1
, （9）

L2 =

∣∣∣∣∣∂x̂
∂ỹ

∣∣∣∣∣ =
√(

∂x̂
∂ỹ

)2

+

(
∂ŷ
∂ỹ

)2

+

(
∂ẑ
∂ỹ

)2

=
2

x̃2+ ỹ2+1
, （10）

L1 x̃ L2 ỹ L1 L2其中， 为 方向的 Lamé系数， 为 方向的 Lamé系数.可以发现， 与 相等，所以令

L = L1 = L2 =
2

x̃2+ ỹ2+1
. （11）

h1 h2

x̃ ỹ

Lamé系数随着空间不同位置产生变化，这是因为赤平极射投影是非线性的非保距变换. 与 分别为投

影空间内 与 方向上的单位基矢.直角空间与投影空间基矢的变换为

h1 =
1
L
∂x̂
∂x̃
=

1
L
∂x̂
∂x̃

e1+
1
L
∂ŷ
∂x̃

e2+
1
L
∂ẑ
∂x̃

e3 =
−x̃2+ ỹ2+1
x̃2+ ỹ2+1

e1+
−2x̃ỹ

x̃2+ ỹ2+1
e2+

−2x̃
x̃2+ ỹ2+1

e3, （12a）

h2 =
1
L
∂x̂
∂ỹ
=

1
L
∂x̂
∂ỹ

e1+
1
L
∂ŷ
∂ỹ

e2+
1
L
∂ẑ
∂ỹ

e3 =
−2x̃ỹ

x̃2+ ỹ2+1
e1+

x̃2− ỹ2+1
x̃2+ ỹ2+1

e2+
−2ỹ

x̃2+ ỹ2+1
e3, （12b）
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而对应的逆变换为

e1 =
1
L
∂x̂
∂x̃

h1+
1
L
∂x̂
∂ỹ

h2 =
−x̃2+ ỹ2+1
x̃2+ ỹ2+1

h1+
−2x̃ỹ

x̃2+ ỹ2+1
h2, （13a）

e2 =
1
L
∂ŷ
∂x̃

h1+
1
L
∂ŷ
∂ỹ

h2 =
−2x̃ỹ

x̃2+ ỹ2+1
h1+

x̃2− ỹ2+1
x̃2+ ỹ2+1

h2, （13b）

e3 =
1
L
∂ẑ
∂x̃

h1+
1
L
∂ẑ
∂ỹ

h2 =
−2x̃

x̃2+ ỹ2+1
h1+

−2ỹ
x̃2+ ỹ2+1

h2. （13c）

在计算空间内，基矢不再是常向量，而随着空间坐标变化而变化.通过基矢的变换（12）与逆变换（13）可以

方便地求得在投影空间与物理空间的矢量之间的转换公式.例如，速度在投影空间与物理空间的分量具有以

下关系：

û =
dx̂
dt
= ûê1+ v̂ê2+ ŵê3 = ũh1+ ṽh1. （14）

使用基矢的逆变换（13）代入到速度定义（14）中，即可获得速度的逆变换公式：

û =
∂x̂
∂x̃

ũ
L
+
∂x̂
∂ỹ

ṽ
L
=
−x̃2+ ỹ2+1
x̃2+ ỹ2+1

ũ+
−2x̃ỹ

x̃2+ ỹ2+1
ṽ, （15a）

v̂ =
∂ŷ
∂x̃

ũ
L
+
∂ŷ
∂ỹ

ṽ
L
=
−2x̃ỹ

x̃2+ ỹ2+1
ũ+

x̃2− ỹ2+1
x̃2+ ỹ2+1

ṽ, （15b）

ŵ =
∂ẑ
∂x̃

ũ
L
+
∂ẑ
∂ỹ

ṽ
L
=

−2x̃
x̃2+ ỹ2+1

ũ+
−2ỹ

x̃2+ ỹ2+1
ṽ. （15c）

is在投影空间中求解控制方程 (4)还需要计算矢量算符在投影空间中的形式.变换 的 Jacobi矩阵为

Ji−1
s
=


∂x̃ x̂ ∂ỹ x̂
∂x̃ŷ ∂ỹŷ
∂x̃ẑ ∂ỹẑ

 , （16）

G = (Gi j) = J t
i−1
s

Ji−1
s

G−1 = (Gi j) ψ U = [U1,U2] V = [V1,V2]度量张量 ，而度量张量的逆为 .定义 为任意标量场， 和 为任

意向量场，相应的梯度与散度为

(∇ψ)i = ∂iψ =Gi j∂ jψ, (U ·V)i = (U ·GV)i, div U =
1
√
|G|

∂i(
√
|G|Ui), （17）

∆ψ = div(∇ψ) =
1
√
|G|

∂i(
√
|G|(Gi j)∂ jψ), ∆U = gi j(∇∂i∇∂ j U−∇∇∂i∂ j U), （18）

∇∂i∂ j = Γ
k
i j∂k i, j,k = 1,2 Γk

i j∂k其中张量场的协变导数为 ， . 是 Christoffel符号，

Γ1
11 =

−2x̃
1+ x̃2+ ỹ2 , Γ

2
11 =

2ỹ
1+ x̃2+ ỹ2 , Γ

1
12 =

−2ỹ
1+ x̃2+ ỹ2 , Γ

2
12 =

−2x̃
1+ x̃2+ ỹ2 , （19）

Γ1
21 =

−2ỹ
1+ x̃2+ ỹ2 , Γ

2
21 =

−2x̃
1+ x̃2+ ỹ2 , Γ

1
22 =

2x̃
1+ x̃2+ ỹ2 , Γ

2
22 =

−2ỹ
1+ x̃2+ ỹ2 . （20）

将坐标变换代入 Jacobi矩阵定义，可以得到

Ji−1
s
=



2(1− x̃2+ ỹ2)
(1+ x̃2+ ỹ2)2

−4x̃ỹ
(1+ x̃2+ ỹ2)2

−4x̃ỹ
(1+ x̃2+ ỹ2)2

2(1+ x̃2− ỹ2)
(1+ x̃2+ ỹ2)2

−4x̃
(1+ x̃2+ ỹ2)2

−4ỹ
(1+ x̃2+ ỹ2)2


. （21）

G可以计算共形度量张量 为

G =
4

(1+ x̃2+ ỹ2)2

[1 0
0 1

]
, （22）
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G−1及其逆 为

G−1 =
(1+ x̃2+ ỹ2)2

4

[1 0
0 1

]
. （23）

此时，计算空间内部分矢量算符有如下形式：

(∇ψ)i =
(1+ x̃2+ ỹ2)2

4
(∇ψ)i, （24）

(U · ∇)iψ = (U ·GG−1∇)iψ = (U · ∇)iψ, （25）

(div U)i = (div U)i−
4x̃U1+4ỹU2

1+ x̃2+ ỹ2 , （26）

(∆ψ)i =
(1+ x̃2+ ỹ2)2

4
(∆ψ)i. （27）

控制方程（2）中还包括速度矢量的对流导数算符与 Laplace算符，其中对流导数可写为

(U · ∇)iU = ∇UU = U1∇∂x̃ +U2∇∂ỹ U =

U2
1∇∂x̃∂x̃ +U1(∂x̃U1)∂x̃ +U1U2∇∂x̃∂ỹU1(∂x̃U2)∂ỹ+U1U2∇∂ỹ∂x̃+

U2(∂ỹU1)∂x̃ +U2
2∇∂ỹ∂ỹ+U2(∂ỹU2)∂ỹ =

(U · ∇)iU+
2

1+ x̃2+ ỹ2

[
−x̃U2

1 −2yU1U2+ x̃U2
2

ỹU2
1 −2xU1U2− ỹU2

2

]
. （28）

U u将 替换为速度矢量场 就可以得到控制方程中对流项.而对于 Laplace算符，

(∇U)i =G11(∇∂x̃∇∂x̃ U−∇∇∂x̃∂x̃
U)+G22(∇∂ỹ∇∂ỹ U−∇∇∂ỹ∂ỹ

U), （29）

其中

∇∂x U =
∂x̃U1+U1Γ

1
11+U2Γ

1
12

∂x̃V1+U1Γ
1
11+U2Γ

1
12

 , （30）

∇∂y U =
∂ỹU1+U1Γ

1
21+U2Γ

1
22

∂ỹV1+U1Γ
1
21+U2Γ

1
22

 , （31）

∇∂x∇∂x U =
∂2

x̃U1+∂x̃(U1Γ
1
11+U2Γ

1
12)+ (∂x̃U1+U1Γ

1
11+U2Γ

1
12)Γ1

11+ (∂x̃V1+U1Γ
1
11+U2Γ

1
12)Γ1

12

∂2
x̃U2+∂x̃(U1Γ

2
11+U2Γ

2
12)+ (∂x̃U1+U1Γ

1
11+U2Γ

1
12)Γ2

11+ (∂x̃V1+U1Γ
1
11+U2Γ

1
12)Γ2

12

 , （32）

∇∂x∇∂x U =
∂2

ỹU1+∂ỹ(U1Γ
1
21+U2Γ

1
22)+ (∂ỹU1+U1Γ

1
21+U2Γ

1
22)Γ1

21+ (∂ỹV1+U1Γ
1
21+U2Γ

1
22)Γ1

22

∂2
ỹU2+∂ỹ(U1Γ

2
21+U2Γ

2
22)+ (∂ỹU1+U1Γ

1
21+U2Γ

1
22)Γ2

21+ (∂ỹV1+U1Γ
1
21+U2Γ

1
22)Γ2

22

. （33）

将以上公式代入 Laplace算符表达式，最终可以得到

(∆U)i =
(1+ x̃2+ ỹ2)2

4
(∆U)i−U− (1+ x̃2+ ỹ2)

[
x̃∂x̃U1+ ỹ∂ỹu+ ỹ∂x̃U2− x̃∂ỹU2

x̃∂ỹU1− ỹ∂x̃u+ x̃∂x̃U2+ ỹ∂ỹU2

]
. （34）

U u将 用 替换并乘以黏度，则可以得到控制方程中的黏性力项.将计算空间中算符的表达式代入控制方程

（4）并整理后可得到计算空间中的连续性方程为
∂ũ
∂x̃
+
∂ṽ
∂ỹ
=

2(x̃ũ+ ỹṽ)
x̃2+ ỹ2+1

; （35）

动量方程为

∂ũ
∂t
+

x̃2+ ỹ2+1
2

(
ũ
∂ũ
∂x̃
+ ṽ

∂ũ
∂ỹ

)
+ ṽ(x̃ṽ− ỹũ) =

− x̃2+ ỹ2+1
2

∂p
∂x̃
− 2x̃

x̃2+ ỹ2+1
T − F̂ũ+

1
√

Ra/Pr
(x̃2+ ỹ2+1)2

4

(
∂2ũ
∂x̃2 +

∂2ũ
∂ỹ2

)
+

x̃2+ ỹ2+1
√

Ra/Pr

(
x̃
∂ṽ
∂ỹ
− ỹ

∂ṽ
∂x̃

)
− x̃2+ ỹ2

√
Ra/Pr

ũ; （36）
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∂ṽ
∂t
+

x̃2+ ỹ2+1
2

(
ũ
∂ṽ
∂x̃
+ ṽ

∂ṽ
∂ỹ

)
+ ũ(ỹũ− x̃ṽ) =

− x̃2+ ỹ2+1
2

∂p
∂ỹ
− 2ỹ

x̃2+ ỹ2+1
T − F̂ṽ+

1
√

Ra/Pr
(x̃2+ ỹ2+1)2

4

(
∂2ṽ
∂x̃2 +

∂2ṽ
∂ỹ2

)
+

x̃2+ ỹ2+1
√

Ra/Pr

(
ỹ
∂ũ
∂x̃
− x̃

∂ũ
∂ỹ

)
− x̃2+ ỹ2

Ra/Pr
ṽ; （37）

能量方程为

∂T̂
∂t
+ ũ

x̃2+ ỹ2+1
2

∂T̂
∂x̃
+ ṽ

x̃2+ ỹ2+1
2

∂T̂
∂ỹ
=

1
√

Ra×Pr

(x̃2+ ỹ2+1)2

4

(
∂2T̂
∂x̃2 +

∂2T̂
∂ỹ2

)
− Ŝ T̂. （38）

 

2    数 值 方 法

ûeqtr = 0 T̂eqtr = 1
û− ûeqtr

D
T̂ − T̂eqtr

D D x̃2+ ỹ2 < 1 D = 1016

x̃2+ ỹ2≥1 D = 10−16

δt δx̃ δỹ

在投影空间内，控制方程（4）的计算域可置于边长略大于 2的正方形之中.采用正方形计算域可方便采用

正交结构化交错网格离散，其中温度与压强存放于网格的中心，速度变量存放于网格的边界中点，如图 2所

示，网格中心为温度与压强节点，而网格边界中点为速度节点.DNS使用 L2 惩罚法在计算域中实现浸入边界

条件.令 和 分别为边界（赤道）上的速度与温度，并且在动量方程与能量方程中分别添加惩罚项

和 ，变量 随着空间位置不同而取值不同.在肥皂泡内时（ ）， ；而在肥皂泡外时

（ ）， .这相当于令渗透率极低的多孔介质填充在所关心的肥皂泡计算区域之外，并且多孔介

质保持恒温，使赤道成为恒温无滑移边界.而在肥皂泡内部，惩罚项的作用可以忽略不记.有限差分作为一种

经典实用的数值方法，在对流扩散问题中具有广泛的应用[25]
.本文中采用有限差分离散控制方程（4）, 时间离

散步长为 ，空间离散步长分别为 和 .时间离散格式为二阶 Gear格式，控制方程中的线性部分作隐式处理，

非线性部分作显式处理.以速度场为例，下一个待求时间步的 Lagrange导数用二阶 Gear格式近似为(
D
Dt

û
)m

=
3ûm

2δt
− 4ûm−1− ûm−2

2δt
+2(ûm−1 · ∇)ûm−1− (ûm−1 · ∇)ûm−2, （39）

ûm T̂ m其中 和 为当前待求时间步的速度场与温度场.
  

图 2    交错网格示意图

Fig. 2    The scheme of the staggered mesh
 

ũ −ũ
∂

∂x̃
ũ− ṽ

∂

∂ỹ
ũ动量方程的对流项使用三阶 Murman-like格式离散.例如速度 的对流导数 在 Murman-

like格式下的近似为

−
ũi, j

3
∆i, jũ
δx̃
−

5ũi−1, j

6
∆i−1, jũ
δx̃

+
ũi−2, j

6
∆i−2, jũ
δx̃

, ũi−1, j > 0,

−
ũi−1, j

3
∆i−1, jũ
δx̃

−
5ũi, j

6
∆i, jũ
δx̃
+

ũi+1, j

6
∆i+1, jũ
δx̃

, ũi, j < 0,

−
ṽi−1/2, j+1/2

3
∆i−1/2, j+1/2ũ

δỹ
−

5ṽi−1/2, j−1/2

6
∆i−1/2, j−1/2ũ

δỹ
+

ṽi−1/2, j−3/2

6
∆i−3/2, j−3/2ũ

δỹ
, ṽi−1/2, j−1/2 > 0,

−
ṽi−1/2, j−1/2

3
∆i−1/2, j−1/2ũ

δỹ
−

5ṽi−1/2, j+1/2

6
∆i−1/2, j+1/2ũ

δỹ
+

ṽi−1/2, j+3/2

6
∆i−3/2, j+3/2ũ

δỹ
, ṽi−1/2, j+1/2 < 0,

ũi, j =
1
2

(ũi+1/2, j+ ũi−1/2, j) ṽi−1/2, j+1/2 =
1
2

(ṽi, j+1/2+ ṽi−1, j+1/2) ∆i, jũ =其中，  和   是速度在网格中心点的线性插值；而
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(ũi+1/2, j− ũi−1/2, j) ∆i−1/2, j+1/2ũ = (ũi−1/2, j+1− ũi−1/2, j) 和   是相邻网格节点速度之差.

¯̄AT = C ¯̄LU = B ¯̄A
C

¯̄A ¯̄AT = C ξ

¯̄AT = C

离散之后的控制方程（4）变为线性方程组，这里应用时间分裂法求解离散后获得的方程组，先求解温度线

性方程组 再求解速度压力耦合线性方程组 .在温度线性方程组中， 为离散算子，是一个对角五

分块矩阵；T是待求的无量纲温度场，写为列向量的形式；而 是能量方程的显式项，也写为列向量形式.在投

影空间内， 并不是 Hermite矩阵，可以使用共轭梯度法来求解线性方程组 .这里用 代表求解线性方程

组的误差限.求解 的算法如下所示.

　　算法1　共轭梯度算法

r = ¯̄AT−C　　1　 ;
d = r　　2　 ;

∥ ¯̄AT−C∥≥ξ　　3　while　 　do

a =
rTr

dT ¯̄Ad
　　4　 ;

T = T+ ad　　5　 ;

β̇ =

∣∣∣∣ ¯̄AT−C
∣∣∣∣2

|r|2　　6　 ;

r = ¯̄AT−C　　7　 ;

d = r+ β̇d　　8　 .

¯̄LU = B ¯̄L U

Gn n = 1,2,3, · · · ,q G1 4×4 Gq

n ¯̄Ln Bn S̃ n n

n Rn+1
n n+1 n

Pn
n+1 n n+1 U0

p

在离散化之后的速度压强耦合方程 中， 为离散算子，为一个矩阵； 是待求的无量纲速度场，为一

个列向量；B是方程的显式项，同样是一个列向量.这里使用 V循环的多重网格法来求解.首先，在计算域上生

成一系列网格 ( ). 是最粗网格只包含 个网格，而 是最细网格，也是 DNS需要求解速度

场与压强场的网格.第 个网格对应离散算符 和显式量的向量 . 代表在第 个网格上的光滑算符，用于求

解出第 个网格上的线性方程组的近似数值解. 代表将近似解从 个网格向下线性插值到 个网格的操

作. 则代表相反的操作，将变量从第 个网格线性插值到 个网格上.令 代表迭代的初始值，V循环算法

如下所示.

　　算法2　V循环算法

∥Up− ¯̄LpBp∥≥ξ　　1　while  　do

Up = S̃ n( ¯̄Lp,U0
p,Bp)　　2　 ;

　　　　/* Correction on coarse grids　　　　　　*/

n = q−1,q−2,q−3, · · · ,2　　3　for　 　do

U̇n = Rn+1
n Un+1　　4　 ;

Bi = Rn+1
n (Bn+1− ¯̄Ln+1Un+1)+ ¯̄LnU̇n　　5　 ;

Un = S̃ n( ¯̄Ln, U̇n,Bn)　　6　 ;

　　　　/* Updating the fine grids　　　　　　　*/

n = 2,3,4, · · · ,q　　7　for　 　do

Ün = Un+Pn
n+1(Un−1− U̇n−1)　　8　 ;

Un = S̃ n( ¯̄Ln, Ün,Bn)　　9　 ;

U0
p = Up　　10　 .                // Update initial solution

n S̃ n x̃在第 个网格中，光滑算符 的同时采用 Gauss-Seidel迭代法逐个网格迭代求解线性方程组.对于在 方向
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i ỹ j 5×5索引为 ，在 方向索引为 的网格，迭代过程就是求解一个如下的 线性方程组：

A 0 0 0 1/δx̃

0 A 0 0 −1/δx̃

0 0 A 0 1/δỹ

0 0 0 A −1/δỹ

−1/δx̃ 1/δx̃ −1/δỹ 1/δỹ 0





ũi−1/2, j

ũi+1/2, j

ṽi, j−1/2

ṽi, j+1/2

p̃i, j


=



Ḃi−1/2, j

Ḃi+1/2, j

Ḃi, j−1/2

Ḃi, j+1/2

0


,

A = 1
δt
+

2
Ra

(
1
δx̃
+

1
δỹ

)
Ḃ

5×5

其中， ，而 则代表了每个网格节

点上线性方程组的常数项.每个网格的 线性方程

组都使用 Cramer法直接耦合求解.由于 DNS的网格

量大，本文采取了 Message Passing Interface (MPI)软
件库通过分区并行计算实现计算加速.如图 3所示

（图中红、蓝、绿色块代表不同时刻不同处理器完成

的网络计算），以三核对计算网格进行等量划分为例，

当网格采用自上而下，从左到右的扫描顺序时，处理

上部网格的 process 1完成第一列网格计算后，通过

MPI传递给下方网格计算的 process 2.此时 process
1开始第二列的计算，而 process 2开始其分区的第一

列的网格计算，依次类推可保障计算各线程计算各列

网格后及时将数据传递出去，不产生额外的数据等待

延迟，且所得的并行计算结果与串行计算结果完全一

致.而早期的并行计算未能保障每个线程获得最新的数据结果，从而既增加了迭代次数也无法保障结果与串

行计算完全一致. 

3    结 果 讨 论
 

3.1   算例信息与瞬时流场

Ra 3×107 3×109

3×1011 7

Ŝ = F̂ = 0.06

256×256 512×512 1 024×1 024 1 536×1 536 2 048×2 048 2 560×2 560

50

2 048×2 048

2 048×2 048

Ra = 3×1011

本文一共设置了三个算例用以分析 Rayleigh数对流场的影响，三个算例的 分别为 ， 和

，详细信息见表  1.所有算例的 Pr 固定为 ，因为肥皂水的物理性质与水近似.以往的研究表明

是一个合理的选择[19, 21]，本文计算中也采用该值.为了消除网格分辨率对结果的影响，对每个算例

都尝试了多个网格分辨率： ， ， ， ， 和 .图 4显

示了算例 2在不同网格分辨率下，系统总拟涡能随时间的变化曲线.从图中可以观察到，不同的网格分辨率下

肥皂泡上的总拟涡能都在 个无量纲时间单位内达到了统计稳态.在本文所有的数值模拟中，每个算例都保

证足够的计算时长，使流场达到统计稳态，并对结果进行长时间的统计计算.随着网格分辨率的提升，总拟涡

能的统计平均值在缓慢增加，但当网格分辨率超过 时，DNS已可以获得网格独立结果.得益于并

行计算效率的提升，本文首次使用 的网格分辨率开展了肥皂泡上热对流的 DNS，同时也将

DNS的 Rayleigh数提升到 .
  

表 1    算例参数信息

Table 1    Information for the simulated cases
 

case number Ra Pr Ŝ F̂ resolution

1 3×107 7 0.06 0.06 1 024×1 024

2 3×109 7 0.06 0.06 2 048×2 048

3 3×1011 7 0.06 0.06 2 048×2 048
  

 

 
图 3    并行算法示意图

Fig. 3    The scheme of the parallel algorithm
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图 4    不同网格分辨率下，算例 2的总拟涡能随时间的变化曲线（左）和拟涡能总量的统计值随网格分辨率变化曲线（右）

Fig. 4    The temporal evolution of the total enstrophy on the bubble with different mesh resolutions (left) & the variation of the mean total enstropy with the

mesh resolutions (right)
 

  

图 5    瞬时流场图：（a） 无量纲瞬时温度场，Ra=3×107；（b） 无量纲瞬时温度场，Ra=3×109；（c） 无量纲瞬时温度场，Ra=3×1011；（d） 无量纲瞬时动能场，

Ra=3×107；（e） 无量纲瞬时动能场，Ra=3×109；（f） 无量纲瞬时动能场，Ra=3×1011；（g） 无量纲瞬时拟涡能场，Ra=3×107；（h） 无量纲瞬时拟涡能场，

Ra=3×109；（i） 无量纲瞬时拟涡能场，Ra=3×1011

Fig. 5    The  instantaneous  flow  field:  (a)  dimensionless  instantaneous  temperature  field,  Ra=3×107;  (b)  dimensionless  instantaneous  temperature  field,

Ra=3×109;  (c)  dimensionless  instantaneous  temperature  field,  Ra=3×1011;  (d)  dimensionless  instantaneous  kinetic  energy  field,  Ra=3×107;  (e)

dimensionless  instantaneous  kinetic  energy  field,  Ra=3×109;  (f)  dimensionless  instantaneous  kinetic  energy  field,  Ra=3×1011;  (g)  dimensionless

instantaneous enstrophy field, Ra=3×107; (h) dimensionless instantaneous enstrophy field, Ra=3×109; (i) dimensionless instantaneous enstrophy field,

Ra=3×1011
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u2/2 ω2/2

通过观察瞬态流场云图可以直观地分析肥皂泡上流场的宏观特点.图 5展示了三个算例的瞬时温度场 ，

瞬时动能场 和瞬时拟涡能场 .从图 5中可以清晰地观察肥皂泡上非常卷曲的羽流以及尺度较大的岛

涡.在经典的 Rayleigh-Bénard对流中，流场由冷热羽流所自组织的大尺度环流（large scale circulation）所主

导.当对流槽具有特定的纵横比时，在合适的 Rayleigh数控制下，流场中还会出现角涡.肥皂泡没有冷边界，流

场中不存在冷羽流；而肥皂泡同时也没有侧向边界及其形成的角涡，肥皂泡上的相干结构主要由热羽流及其

演化形成.从温度云图上可以观察到，边界层上产生了大量的羽流，羽流在浮力的作用下向更高纬度运动.而

同一时刻的拟涡能云图则显示羽流的形成与运动过程中产生了不同尺寸的涡，一些涡相互融合后形成了尺度

较大的岛涡，岛涡主要居于较高纬度，与实验中观察到的情况相同[15, 17]
.从动能云图中可以发现流场的动能集

中在一些尺寸较大的岛涡中.

Ra Ra = 3×107

Ra 3×109

Ra = 3×1011

而随着 的增加，瞬时流场出现了明显变化.当 时，羽流和涡的尺寸较大，动能分布在较大的流

动结构中，而且可以从温度云图中清晰的观察到边界层.当 增加到 时，羽流更加细小与卷曲，而涡的尺

寸也明显变小，同时羽流和涡的数量有明显增加，动能集中在更加细长的流动结构中.另外，温度边界层的厚

度大幅减小，从温度云图中已经无法清晰观察到边界层.而当 时，羽流和涡变得更加小，而其数量

更进一步增加时，动能云图显示流动结构的尺寸将继续减小. 

3.2   动能与拟热能的波数谱与通量

Ψ

流场量的波数谱和通量表征了湍流场不同尺度的涡之间的相互作用，对于三维流场或二维平面流场，计

算波数谱和通量需要进行空间 Fourier变换.肥皂泡上的流场具有曲面几何，需要专门的数学工具来计算波数

谱和通量.任意球对称空间函数 均可以展开为球谐函数的级数：

Ψ (θ,ϕ) =
+∞∑
k=0

+k∑
m=−k

Ψm
k Ym

k (θ,ϕ), （40）

Ym
k k m其中， 为 级 阶的球谐函数，其定义为

Ym
k (θ,ϕ) =

√
2k+1
π

(k−m)!
(k+m)!

Pm
k (cos(θ))eimϕ, （41）

Pm
k Ψm

k Ψm
k其中， 为对应的伴随 Legendre多项式， 是分解系数.利用球谐函数的正交性， 可以由如下公式计算：

Ψm
k =

w 2π

0

w π/2

0
Ψ (θ,ϕ)(Ym

k (θ,ϕ))∗ sin(θ)dθdϕ, （42）

∗ Ψ (θ,ϕ) Ψm
k

Ψ

代表取复共轭.实际上，函数 的球谐函数展开就是二重广义 Fourier级数的展开， 等价于 Fourier级数

中的频域系数.函数 的模满足以下公式：

|Ψ |2 =
+∞∑
l=0

(Ψ̃ (k))2 =

+∞∑
k=0

+k∑
m=−k

|Ψm
k |2, （43）

Ψ̃ (k)其中， 的定义为

Ψ̃ (k) =

 +k∑
m=−k

|Ψm
k |2


1/2

, （44）

Ψ k即是 的波数谱，而 等价于 Fourier功率谱中的波数.

u(θ,ϕ) T (θ,ϕ)

T (θ,ϕ)

肥皂泡上的流场量，如速度 与温度 都是球对称函数.因此，使用球谐分解来计算速度与温度的

波数谱.肥皂泡上的温度场 的球谐分解为

T (θ,ϕ) =
+∞∑
k=0

+k∑
m=−k

T m
k Ym

k (θ,ϕ), （45）

T m
k而系数 的计算公式为

T m
k =

w 2π

0

w π/2

0
T (θ,ϕ)(Ym

k (θ,ϕ))∗ sin(θ)dθdϕ. （46）
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这里将温度的平方定义为拟热能，拟热能的功率谱由下式计算：

T̃ (k) =

 k∑
m=−k

|T m
k |2


1/2

. （47）

E(ϕ,θ) =
1
2

u2 W(ϕ,θ) =
1
2
ω2 ω =

∇×u W

同样还可以定义肥皂泡上单位质量流体的动能函数 和拟涡能函数 ，其中

为涡量，E 和 的球谐分解分别为

E(θ,ϕ) =
+∞∑
k=0

+k∑
m=−k

Em
k Ym

k (θ,ϕ), （48）

W(θ,ϕ) =
+∞∑
k=0

+k∑
m=−k

Wm
k Ym

k (θ,ϕ). （49）

利用相同的方法可以计算肥皂泡上流场的动能谱与拟涡能谱：

Ẽ(k) =

 k∑
m=−k

|Em
k |2


1/2

, （50）

W̃(k) =

 k∑
m=−k

|Wm
k |2


1/2

. （51）

ΠE另外，使用球谐分解也可以计算动能、拟涡能以及拟热能的通量.动能的通量 由 Fourier空间中 NS方

程的对流项计算而来，定义为

ΠE(k) =
w +∞

k
ΓE(k′)dk′, （52）

ΓE(k)其中， 定义为

ΓE(k) =
w
F ∗(u) · F ((u · ∇)u)dω′, （53）

F F ∗
r

(·)dω′

m

是 Fourier变换， 是 Fourier变换的共轭，而 是对 Fourier变换的角频率积分.在肥皂泡上使用球谐分

解代替 Fourier变换；而用阶数 累加代替角频率积分.对于三维直角坐标系下的速度场进行球谐分解得到

u(θ,ϕ) =
+∞∑
k=0

+k∑
m=−k

um
k Ym

k (θ,ϕ), （54）

v(θ,ϕ) =
+∞∑
k=0

+k∑
m=−k

vm
k Ym

k (θ,ϕ), （55）

w(θ,ϕ) =
+∞∑
k=0

+k∑
m=−k

wm
k Ym

k (θ,ϕ), （56）

而对流项三个分量也进行球谐分解得到

(u · ∇)u(θ,ϕ) = u̇(θ,ϕ) =
+∞∑
k=0

+k∑
m=−k

u̇m
k Ym

k (θ,ϕ), （57）

(u · ∇)v(θ,ϕ) = v̇(θ,ϕ) =
+∞∑
k=0

+k∑
m=−k

v̇m
k Ym

k (θ,ϕ), （58）

(u · ∇)w(θ,ϕ) = ẇ(θ,ϕ) =
+∞∑
k=0

+k∑
m=−k

ẇm
k Ym

k (θ,ϕ). （59）

所以
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ΓE(k) =
w
F ∗(u) · F ((u · ∇)u)dω′ =

k∑
m=−k

[(um
k )∗u̇m

k + (vm
k )∗v̇m

k + (wm
k )∗ẇm

k ]. （60）

最后，使用累加代替积分

ΠE(k) =
+∞∑
k′=k

ΓE(k′). （61）

再使用同样的方法计算拟涡能和拟热能的通量，拟涡能通量的定义为

ΠW (k) =
w +∞

k
ΓW (k′)dk′, （62）

其中

ΓW (k) =
w
F ∗(W)F ((u · ∇)W)dω′; （63）

拟热能通量的定义为

ΠT (k) =
w +∞

k
ΓT (k′)dk′, （64）

其中

ΓT (k) =
w
F ∗(T )F ((u · ∇)T )dω′. （65）

同样，这里用球谐分解代替 Fourier变换：

(u · ∇)W(θ,ϕ) = Ẇ(θ,ϕ) =
+∞∑
k=0

+k∑
m=−k

Ẇm
k Ym

k (θ,ϕ), （66）

(u · ∇)T (θ,ϕ) = Ṫ (θ,ϕ) =
+∞∑
k=0

+k∑
m=−k

Ṫ m
k Ym

k (θ,ϕ). （67）

m ΓW ΓT用阶数 代替积分后， 和 分别为

ΓW (k) =
k∑

m=−k

(Wm
k )∗Ẇm

k , （68）

ΓT (k) =
k∑

m=−k

(T m
k )∗Ṫ m

k . （69）

所以，拟涡能和拟热能的通量的计算公式分别为

ΠW (k) =
+∞∑
k′=k

ΓW (k′), （70）

ΠT (k) =
+∞∑
k′=k

ΓT (k′). （71）

Bo59 Bo59

eik·r eik·r k
2π
|k| Ẽ(k) |k| = k T̃ (k)

2π
k

Ẽ(k) T̃ (k) k

Bo59

当流动是由浮力所驱动时，假设流场中存在一个尺度范围，在其中浮力与惯性力起主导作用，而黏性力可

以忽略.在这个尺度范围内，在惯性力与浮力相互平衡的前提下，推导出稳定分层湍流中能量级串的标度规

律，即 标度率.近几十年来，探索 标度律是否存在于 Rayleigh-Bénard对流中一直是学术热点问题[3]
.

利用 Fourier变换，速度场在波数空间中被分解为基底 的积分，每一个基底函数 代表一个具有波矢 的

涡，这个涡的尺度为 .能量谱 是满足 的全部波矢所对应涡的总动能.同理，拟热能的波数谱 则

是所有尺度为 的涡所具有的拟热能的总和.能量谱 与拟热能的波数谱 随波数 的变化标度则代表了

不同尺度的涡之间的能量与拟热能传递规律.Boffetta和 Mazzino[26] 在理论上预测了存在能量逆级串时，满足

标度律的动能与拟热能的波数谱具有以下标度特征：

Ẽ(k) ∼ k−11/5, （72）
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W̃(k) ∼ k−7/5
. （73）

Bo59

Bo59 Bo59

θ∗ gcosθ∗ θ∗ gsinθ∗

Bo59

Bo59 Bo59

在肥皂泡上寻找 标度律需要考虑曲面几何带来的影响.由于肥皂泡上不同纬度上的重力投影随着纬

度而变化，这是 假设中所不包含的特点.这暗示只有在重力随纬度变化较小的区域内，有可能发现 标

度律.对于纬度为 ，重力加速度在球面切向的投影为 ，对之求 的导数为 ，这说明越接近赤道重

力投影随纬度的变化越小.然而，在导出 标度律的理论中假定边界条件不产生影响，因而只有在足够远离

赤道才能发现 标度律.结合以上几点考虑， 标度律只在一定纬度范围内有效.

Bo59

5≤kR≤100 Bo59 Ra

Ra

Bo59

Bo59 Ra

Ra k

本文三个算例的动能与拟热能的波数谱如图 6所示，图中虚线为 标度参考线.观察图 6中的动能波

数谱可以发现，在 的范围内， 标度律准确地描述了不同 下的动能谱随波数的标度规律.相反

的是，图 6中的拟热能的波数谱则表明，在本文所考虑的三个 条件下，肥皂泡的拟热能波数谱标度特征没有

观察到 标度律.在肥皂泡上流场中，边界层中流体的温度最高，而当流体随着羽流上升离开边界层后，温

度快速下降.He等[21] 发现，边界层的平均温度与脉动温度均远大于肥皂泡其余部分，这暗示边界层对肥皂泡

上温度场具有很强的影响.图 6中的拟热能波数谱包含了整个肥皂泡上温度场的脉动信息，温度边界条件对

波数谱的影响无法忽略，所以拟热能波数谱相比动能包含了更多边界的影响而没有 标度律.随着 的增

加，在小波数的范围内，动能谱和拟热能有较明显的减小，这与瞬时流场中羽流和涡的尺寸随着 Ra 增加而明

显变小的规律相符合.对于图 6中所有 的波数谱，随着波数 的增加，动能谱与拟热能谱逐渐减小.这表明肥

皂泡上尺寸越大的流动结构具有更大的动能与拟热能，与从瞬时流场观察到的现象相同.
  

图 6    动能与拟热能的波数谱：（a） 动能；（b） 拟热能

Fig. 6    The wave number spectra for the kinetic energy and entropy: (a) the kinetic energy; (b) the entropy
 

0

0

Ra ΠE ΠE > 0 ΠE

ΠE ΠE ΠE > 0 ΠE

Ra

通量（flux）代表了湍流场中不同尺度的涡之间的物理量传递，大于 的通量表明物理量从大尺度的涡向小

尺度的涡级串 .反之当通量小于 时，物理量从小尺度的涡向大尺度涡逆级串 .Kraichnan[7]、Leith[8] 和
Batchelor[9] 的二维湍流理论预言了双级串的现象：一个尺度范围中，动能能级逆级串而拟涡能保持正向级

串.图 7显示了整个肥皂泡上动能、拟涡能、拟热能和浮力项的通量，图中包含全部三个算例的结果.在三个不

同的 条件下，图 7中的 曲线都具有相同的规律，在较小波数的区间 ，随着波数的增加， 快速减小

到负值.在 达到最小值之后， 随着波数的增加逐渐增加，重新达到 ，此时 随波数的变化较小.三个

算例中的流场均出现了动能能级逆级串的现象，随着 的增加，能级拟级串的尺度区间逐渐变大.

ΠW 0

Ra ΠW ΠW

0

Ra = 3×1011 Ra = 3×109 ΠT

Ra = 3×107

通过观察图 7中的拟涡能通量曲线可以发现，三个算例的 始终大于 ，肥皂泡上拟涡能始终保持从大

涡向小涡的传递方向.在不同的 下， 在较小波数的范围内保持稳定，但随着波数的增加， 先快速增加，

达到最大值之后又快速减少.三个算例的拟热能的通量同样始终大于 ，这说明温度也始终是由较大的涡传递

给较小的涡.从瞬时温度场可以观察到，羽流和涡在赤道处产生时尺寸较大，在向高纬度运动的过程中破碎消

散，这一过程符合拟热能通量所描述的逆热能传递特征.当 与 时， 随着波数的增加单

调缓慢减小.而在 的条件下，拟涡能通量曲线随着波数的增加先增加后减小，出现一个极大值.

Teθ∗浮力通量是对整个肥皂泡上的浮力场 进行球谐分解后计算获得，计算方法与动能的通量计算方法相

同.由于肥皂泡上的流体运动是由浮力所驱动，浮力通量具有特别的重要性.图 7中的浮力通量曲线显示三个
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ΠBuoy 0 Ra kR≤5 ΠBuoy

kR≥10 ΠBuoy

Ra ΠBuoy Ra

算例的 始终大于 .不同 下的浮力通量曲线具有相同的变化规律.在区间 中， 随着波数增加

保持稳定.在 的条件下，浮力通量随着波数的增加而增加，达到最大值之后又快速减小. 的上升暗

示一个在较小尺度上存在局部的湍流动能注入，而这个湍流动能注入来源是动能能量逆级串：小尺度涡向大

尺度涡注入了湍流动能.随着 的增加， 显著减小.由于 的增加会使得羽流的尺寸快速减小，而且小尺

寸的热羽流受到的浮力更小，于是浮力通量在整个波数范围上都减小了.
  

图 7    肥皂泡上的动能通量、拟涡能通量、拟热能通量和浮力的通量：（a） 动能；（b） 拟涡能；（c） 拟热能；（d） 浮力

Fig. 7    The fluxes of kinetic energy, enstrophy, entropy and buoyancy on the soap bubble: (a) the kinetic energy; (b) the enstrophy; (c) the entropy; (d) the

buoyancy
  

3.3   结构函数

n

Kolmogrov在 1941年提出各向同性均匀湍流假设，并使用结构函数来描述不同尺度涡之间的能量交

换.结构函数被定义在物理空间中，更加直观地揭示出流场脉动的特点，并且能够给出更高阶的流场信息. 阶

速度结构函数的定义如下：

S u
n ≡

⟨(
| [u(x+ d, t)−u(x, t)] · d|

d

)n⟩
, （74）

x d d = |d| n ⟨·⟩
n

是空间中一点的位置矢量，而 为距离矢量， ， 为正整数， 算符代表系综平均.按照同样的方法，可以

定义 阶温度结构函数：

S T
n ≡ ⟨|T (x+ d, t)−T (x, t)|n⟩. （75）

S u
n S T

n d

x t

在各向同性湍流的假设条件下， 和 仅依赖于 .而本文研究对象是肥皂泡上充分发展的湍流，此时肥

皂泡进入统计稳态.这里通过对空间位置 与时间 进行平均来求得统计规律：

S u
n(d) =

⟨(
|[u(x+ d, t)−u(x, t)] · d|

d

)n⟩
x,t
, （76）
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S T
n (d) = ⟨|T (x+ d, t j)−T (x, t j)|n⟩x,t, （77）

f (x, t)其中，对于任意时空函数 定义为

⟨ f ⟩x = lim
N→∞

1
N

∞∑
i=1

f (xi), （78）

⟨ f ⟩t = lim
N→∞

1
N

∞∑
i=1

f (ti). （79）

d d = |d| (θ̂c, ϕ̂d)

c = 0,1,2, · · · ,Mc d = 0,1,2, · · · ,Md θ̂c ϕ̂d

在式（76）与（77）中， 可以为任意方向，但必须保证 .结构化网格 是地理坐标系中对肥皂泡划分节

点数，其中 ， .坐标 和 的计算公式分别为

θ̂c =
π
2

c
Mc

, （80）

ϕ̂d = 2π
d

Md
. （81）

(θ̂c, ϕ̂d) d d

x+ d x d P1 x = (θ̂c, ϕ̂d) P2

x+ d = (θ̂P2 , ϕ̂P2 )

在计算结构函数时，网格 中的全部节点都被用于计算空间平均.这里有两种方式选取 的方向： 使

点与 点处于同一纬度或者同一经度.两种方式选取的 如图 8所示， 的位矢为 ， 的位矢为

.
  

图 8    结构函数计算方法

Fig. 8    The scheme of the distance for calculating the structure function
 

P2 P1 P2当 与 处于相同经度时， 的地理坐标可以如下计算：

θ̂P2 = θ̂c+ arccos
(

2(Rcos θ̂c)2−d2

2(Rcos θ̂c)2

)
, （82）

ϕ̂P2 = ϕ̂d. （83）

此时，结构函数反映的是纬度方向上流场量的变化, 定义为纬度结构函数.

P2 P1 P2而当 和 处于相同纬度时， 的地理坐标则如下计算：

θ̂P2 = θ̂c, （84）

ϕ̂P2 = ϕ̂d + arccos
(

2R2−d2

2R2

)
. （85）

此时，结构函数反映的是经度方向上流场量的变化，是经度结构函数.

Bo59在考虑了浮力的作用之后得到的 标度律中，二维湍流的温度与速度结构函数具有以下标度规律[26]：

S u
n ∼ d3n/5, （86）

S T
n ∼ dn/5

. （87）

d n

0◦≤ϕ∗≤360◦

10◦≤θ∗≤90◦

由于温度场与速度场的具有连续性，当 足够小时，温度与速度结构函数的标度系数退化为 以满足 Taylor展
开特性.在计算结构函数时，需要对物理量的差值进行时间，经度和纬度上的平均.所有达到统计平衡态之后

的时间步都在时间平均的范围内，而经度平均的范围在 .为了能在消除边界层的影响同时保证计

算的准确性，纬度平均的范围被限制在 .图 9显示了纬度与经度方向上的从 2到 9阶结构函数，其
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Bo59

中纬度方向上的结构函数在左边，经度方向上的结构函数在右边.将纬度方向上的温度或速度结构函数与经

度方向上的结构函数相对比，可以发现两者的标度规律非常接近，但是数值有一些微小的差别.这与 标度

律成立的前提条件相符合：速度或温度的差值仅与两点之间的距离相关，与方向无关.
  

图 9    纬度与经度方向上 2到 9阶的温度和速度结构函数：（a） 纬度方向的温度结构函数；（b） 纬度方向的速度结构函数；（c） 经度方向的温度结构函

数；（d） 经度方向的速度结构函数

Fig. 9    The temperature and velocity structure functions in the latitude and longitude directions, n=2~9: (a) the temperature structure functions in the latitude

direction; (b) the velocity structure functions in the latitude direction; (c) the temperature structure functions in the longitude direction; (d) the velocity

structure functions in the longitude direction
 

d/R≤O(0.01) n 0.01≤d/R≤0.1

Bo59 n

Bo59

从图 9可以观察到，速度结构函数在 的范围内，标度系数为 .而在 的区间中，

标度律较好地描述了速度结构函数的标度特征.在阶数 逐渐增加的情况下，速度结构函数始终能在同一

区间内较好地满足 标度律，但受到湍流间歇的影响，其指数在高阶时并非线性增加.

d/R≤O(0.01) S T
n ∼ (d/R)n

0.01≤d/R≤0.1 Bo59

另一方面，观察温度结构函数曲线上可以发现，温度结构函数在 的区间内满足 ，而

在  的区间内较好地符合 标度律.由于排除了边界层的影响，结构函数得到的结果与波数谱

不同. 

4    结论与展望

Ra = 3×107 Ra = 3×109 Ra = 3×1011

Ra = 3×1011

Bo59

Bo59

Bo59

本文介绍了底部加热的半个肥皂泡这一新的准二维湍流，同时详细介绍了其 DNS方法.计算中针对肥皂

泡二维球面的曲面几何特点，借助球极投影，将物理空间的控制方程转换到投影坐标系中，降低了离散化控制

方程的难度.此后还介绍了球面上利用球谐分解计算波数谱与通量，以及计算结构函数的分析方法.最后，针

对 ， ， 三个算例，本文计算了动能和拟热能的波数谱，以及动能、拟热能、拟

涡能和浮力的通量.另外也计算了 算例的温度与速度结构函数.不同 Ra 的结果都表明了肥皂泡上

存在二维湍流中双级串的现象.湍流动能波数谱较好地满足了 标度律的理论预示，但拟热能由于主要受

边界的影响较大，其波数谱中没有观察到足 标度律.但通过湍流结构函数，在去除了赤道边界的高温边界

层影响后，无论速度还是温度结构函数，都在一定范围较好地符合 的理论预示.未来可进一步通过增加

Rayleigh数范围，研究 Rayleigh数与能量注入尺度以及不同维度上浮力作用间的联系.
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