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摘要：　 基于分数阶微积分基本定理和三次 Ｂ 样条理论，构造了求解线性 Ｃａｐｕｔｏ⁃Ｆａｂｒｉｚｉｏ 型分数阶微分方程数值解

的三次 Ｂ 样条方法，利用分数阶微积分基本定理将初值问题转化为关于解函数的表达式，再使用三次 Ｂ 样条函数

逼近表达式中积分项的被积函数，进而计算了一类 Ｃａｐｕｔｏ⁃Ｆａｂｒｉｚｉｏ 型分数阶微分方程的数值解．给出了所构造的三

次 Ｂ 样条方法的误差估计、收敛性和稳定性的理论证明．数值实验表明，该文数值方法在求解一类 Ｃａｐｕｔｏ⁃Ｆａｂｒｉｚｉｏ
型分数阶微分方程数值解时具有一定的可行性和有效性，且计算精度和计算效率优于现有的两种数值方法．
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０　 引　 　 言

由于分数阶微分方程的非局部性可用来描述不同物质的“记忆性”和“遗传性”等物理特征，因此，其在

众多科学和工程领域中具有重要的应用价值．分数阶导数有多种定义，较为常用的是 Ｃａｐｕｔｏ 型定义，作为弱

奇异的分数阶导数定义，Ｃａｐｕｔｏ 型定义比其他经典定义更适合于分数阶微分方程的描述，在进行 Ｌａｐｌａｃｅ 变

换时，其物理意义更加明确，因此，众多学者对 Ｃａｐｕｔｏ 型分数阶微分方程进行了广泛研究［１⁃２］，但缺点是其定

义中存在一个奇异核．２０１５ 年，Ｃａｐｕｔｏ 和 Ｆａｂｒｉｚｉｏ［３⁃４］ 提出了一个新的分数阶导数定义，即 Ｃａｐｕｔｏ⁃Ｆａｂｒｉｚｉｏ 型

定义，其为指数函数与一阶导数的卷积，不存在奇异项，修正后的定义形式［５］如下：

　 　 ＣＦＤα
ｔ ｕ（ ｔ） ＝ １

１ － α ∫
ｔ

０
ｕ′（τ）ｅｘｐ － α（ ｔ － τ）

１ － α
é

ë
êê

ù

û
úú ｄτ，

其中， α ∈ （０，１），ｔ ∈ ［０，Ｔ］，ＣＦＤα
ｔ 为 Ｃａｐｕｔｏ⁃Ｆａｂｒｉｚｉｏ 定义下的分数阶微分算子．与 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数相比，

新的导数在材料应用领域中具有一些好的特性［６⁃７］：① 已经证明材料的异质性和不同尺度的波动可以用 Ｃａ⁃
ｐｕｔｏ⁃Ｆａｂｒｉｚｉｏ 分数阶导数来具体描述，但不能用著名的局部理论或具有奇异核的分数阶导数来很好地描述；
② Ｃａｐｕｔｏ⁃Ｆａｂｒｉｚｉｏ 分数阶导数可以用来研究与原子间非局部通信相关的某些材料的宏观行为．鉴于此，该定

义下的分数阶微分方程在生物学［８⁃９］、经济学［１０］、物理学［１１］、流体力学［１２］、黏弹性材料［１３］等众多科学和工程

领域中均具有广泛的应用．本文将研究如下分数阶微分方程初值问题：

　 　
ＣＦＤα

ｔ ｕ（ ｔ） ＝ ｆ（ ｔ），
ｕ（０） ＝ ｕ０，

{ （１）

式中， α ∈ （０，１）， ｆ（ ｔ） ∈ Ｃ［０，Ｔ］ 为线性光滑函数，且问题（１）存在唯一解 ｕ（ ｔ） ．
然而，对于一般的右端项，通常很难获得精确解，因此在该定义下，方程数值方法的研究显得很有必要．

许多学者对此展开了研究，２０１７ 年，Ｏｗｏｌａｂｉ 等［６］提出了线性和非线性具有 Ｃａｐｕｔｏ⁃Ｆａｂｒｉｚｉｏ 导数的分数阶微

分方程的三步 Ａｄａｍｓ⁃Ｂａｓｈｆｏｒｔｈ 格式，该格式具有条件稳定性．２０２０ 年，Ｃａｏ 等［１４］ 针对 Ｃａｐｕｔｏ⁃Ｆａｂｒｉｚｉｏ 型分数

阶常微分方程，构造了一种改进 ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ 算法．Ｇｕｏ 等［１５］基于 Ｌａｇｒａｎｇｅ 多项式，提出了求解 Ｃａｐｕｔｏ⁃Ｆａｂ⁃
ｒｉｚｉｏ 型分数阶微分方程的有限差分方法．２０２１ 年，Ａｌ⁃Ｓｍａｄｉ 等［１６］提出了一个 Ｃａｐｕｔｏ⁃Ｆａｂｒｉｚｉｏ 型非线性分数阶

Ａｂｅｌ 微分方程的再生核方法，该方法具有较好的稳定性．Ｄｏｕａｉｆｉａ 等［１７］ 基于 Ｎｅｗｔｏｎ 插值提出了一种适用于

Ｃａｐｕｔｏ⁃Ｆａｂｒｉｚｉｏ 型分数阶微分方程的预测⁃校正数值格式．何广婷［１８］提出了一种基于 Ｌ２ 方案和递推关系的快

速高阶数值方法，求解 Ｃａｐｕｔｏ⁃Ｆａｂｒｉｚｉｏ 型的分数阶常微分方程，该算法大大降低了存储容量和总计算成本．
通过现有文献发现，这些数值方法还存在一些不足之处：求解效率较低，求解精度有待进一步提高等．众

所周知，样条插值函数非常接近被插值函数［１９］，而三次 Ｂ 样条函数具有计算简单、稳定性、收敛性有保证且

易于在计算机上实现等优点，可以克服现有方法的缺点．本文基于分数阶微积分基本定理和三次 Ｂ 样条函数

构造 Ｃａｐｕｔｏ⁃Ｆａｂｒｉｚｉｏ 型分数阶微分方程的数值格式．并对所构造的三次 Ｂ 样条方法的误差进行估计，对收敛

性和稳定性进行理论证明．数值实验表明，三次 Ｂ 样条方法具有一定的可行性和有效性，在计算精度和计算

效率上具有明显优势．

１　 基 础 知 识

１．１　 Ｃａｐｕｔｏ⁃Ｆａｂｒｉｚｉｏ分数阶导数的基本定义

下面，给出 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数具体的定义形式．
定义 １［２０］ 　 函数 ｕ（ ｔ） 的 α 阶 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数定义为

　 　 ＣＤα
ｔ ｕ（ ｔ） ＝ １

Γ（１ － α） ∫
ｔ

０
（ ｔ － τ） －αｕ′（τ）ｄτ， （２）

其中， ｕ（ ｔ） ∈ Ｈ１（０，ｂ），ｂ ＞ ０，α ∈ （０，１），Γ（·） 为 Ｇａｍｍａ 函数．
２０１５ 年，Ｃａｐｕｔｏ 和 Ｆａｂｒｉｚｉｏ［３］提出了一个具有光滑核的分数阶导数新定义，其定义如下．
定义 ２［３］ 　 令 ｕ（ ｔ） ∈ Ｈ１（０，ｂ），ｂ ＞ ０， 并且 α∈（０，１）， 通过用函数 ｅｘｐ（ － α（ ｔ － τ） ／ （１ － α）） 替换核

（ ｔ － τ） －α， 用 Ｍ（α） ／ （１ － α） 替换 １ ／ Γ（１ － α）， 函数 ｕ（ ｔ） 的 α 阶 Ｃａｐｕｔｏ⁃Ｆａｂｒｉｚｉｏ 分数阶导数定义为
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　 　 ＣＦＤα
ｔ ｕ（ ｔ） ＝ Ｍ（α）

１ － α ∫
ｔ

０
ｕ′（τ）ｅｘｐ － α（ ｔ － τ）

１ － α
é

ë
êê

ù

û
úú ｄτ， （３）

其中， Ｍ（α） 是一个标准化函数．与式（２）相比，新定义在 ｔ ＝ τ 时无奇异核．
Ｌｏｓａｄａ 和 Ｎｉｅｔｏ［５］对 Ｃａｐｕｔｏ⁃Ｆａｂｒｉｚｉｏ 分数阶导数进行了修正，首先有以下定义．
定义 ３［５］ 　 假设 ｕ（ ｔ） ∈ Ｈ１（０，ｂ），α ∈ （０，１）， 将 Ｃａｐｕｔｏ⁃Ｆａｂｒｉｚｉｏ 分数阶导数定义为

　 　 ＣＦＤα
ｔ ｕ（ ｔ） ＝ （２ － α）Ｍ（α）

２（１ － α） ∫ｔ
０
ｕ′（τ）ｅｘｐ － α（ ｔ － τ）

１ － α
é

ë
êê

ù

û
úú ｄτ ． （４）

Ｌｏｓａｄａ 和 Ｎｉｅｔｏ［５］提供了 Ｍ（α） 的一个显式公式： Ｍ（α） ＝ ２ ／ （２ － α） ．将 Ｍ（α） 的显式公式代入式（４），
即得式（３）修正后的公式［５］：

　 　 ＣＦＤα
ｔ ｕ（ ｔ） ＝ １

１ － α ∫
ｔ

０
ｕ′（τ）ｅｘｐ － α（ ｔ － τ）

１ － α
é

ë
êê

ù

û
úú ｄτ ． （５）

接下来，对于一个一般的 α，α ∈ （０，１） 阶 Ｃａｐｕｔｏ⁃Ｆａｂｒｉｚｉｏ 型分数阶微分方程（１），利用分数阶微积分基

本定理［５］可将其转换为

　 　 ｕ（ ｔ） ＝ ｕ（０） ＋ α ∫ｔ
０
ｆ（τ）ｄτ ＋ （１ － α） ｆ（ ｔ），　 　 ｔ ≥ ０． （６）

由上式易得，当且仅当 ｆ（０） ＝ ０ 时，式（１）中的 ｕ（ ｔ） 满足初始条件 ｕ（０） ＝ ｕ０ ．鉴于此，求解式（１）的数值

解即转化为逼近式（６）右端项中积分的问题．
１．２　 ｍ 次 Ｂ样条插值函数

将区间 ［０，Ｔ］ 剖分成等距的 Ｎ 个小区间，对于给定的任一整数 Ｎ ＞ ０， 其小区间的步长为 ｈ ＝ Ｔ ／ Ｎ ．对
于 ｊ ＝ ０，１，…，Ｎ，ｔ ｊ ＝ ｊｈ ，并且 ０ ＝ ｔ０ ＜ ｔ１ ＜ … ＜ ｔＮ－１ ＜ ｔＮ ＝ Ｔ ．对于任意整数 ｍ ≥ １，ｍ 次样条插值函数［２１］

如下：

　 　 Ｓｍ（ ｔ） ＝ ∑
Ｎ＋ｍ－１

ｊ ＝ ０
β ｊＢｍ

ｊ （ ｔ）， （７）

其中，样条函数 Ｓｍ（ ｔ） ∈ Ｃｍ－１［０，Ｔ］，β ｊ 为常系数， Ｂｍ
ｊ （ｔ） 为第 ｊ 个 ｍ 次的 Ｂ 样条基函数，简称 Ｂ 样条基函数．

Ｂ 样条基函数 Ｂｍ
ｊ （ ｔ） 有如下的递推关系［２２］：

　 　 Ｂ０
ｊ （ ｔ） ＝

１，　 　 ｔ ∈ ［ ｔ ｊ，ｔ ｊ ＋１），
０，　 　 ｏｔｈｅｒｓ，{ （８）

　 　 Ｂｍ
ｊ （ ｔ） ＝

ｔ － ｔ ｊ
ｔ ｊ ＋ｍ － ｔ ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｂｍ－１

ｊ （ ｔ） ＋
ｔ ｊ ＋ｍ＋１ － ｔ
ｔ ｊ ＋ｍ＋１ － ｔ ｊ ＋１

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｂｍ－１

ｊ ＋１ （ ｔ），　 　 ｍ ≥ １． （９）

在 ｍ 次 Ｂ 样条插值函数中，相比于低次和高次的 Ｂ 样条函数，三次 Ｂ 样条函数具有需要较少的信息、精
度高、计算简单和易于实现编程的优势［２３］ ．因此，本文使用三次 Ｂ 样条函数求解一类 Ｃａｐｕｔｏ⁃Ｆａｂｒｉｚｉｏ 型分数

阶微分方程．

２　 三次 Ｂ 样条方法数值格式的构造

首先，考虑右端项与 ｕ（ ｔ） 无关的线性初值问题（１），即

　 　
ＣＦＤα

ｔ ｕ（ ｔ） ＝ ｆ（ ｔ），
ｕ（０） ＝ ｕ０ ．

{ （１０）

使用三次 Ｂ 样条插值函数 Ｓ３（τ） 来近似代替式（６）中积分里的函数 ｆ（τ）， 可得

　 　 ｕ（ ｔｋ） ＝ ｕ（０） ＋ α ∫ｔｋ
０
ｆ（τ）ｄτ ＋ （１ － α） ｆ（ ｔｋ） ≈

　 　 　 　 ｕ（０） ＋ α∑
ｋ

ｊ ＝ １
∫ｔ ｊ
ｔ ｊ －１

Ｓ３（τ）ｄτ ＋ （１ － α） ｆ（ ｔｋ） ＝

　 　 　 　 ｕ（０） ＋ α
６ｈ３∑

ｋ

ｊ ＝ １
∫ｔ ｊ
ｔ ｊ －１

β ｊ －１（ ｔ ｊ － τ） ３ ＋ β ｊ（ｈ３ ＋ ３ｈ２（ ｔ ｊ － τ） ＋ ３ｈ（ ｔ ｊ － τ） ２ － ３（ ｔ ｊ － τ） ３） ＋[
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　 　 　 　 β ｊ ＋１（ｈ３ ＋ ３ｈ２（τ － ｔ ｊ －１） ＋ ３ｈ（τ － ｔ ｊ －１） ２ － ３（τ － ｔ ｊ －１） ３） ＋ β ｊ ＋２（τ － ｔ ｊ －１） ３ ] ｄτ ＋
　 　 　 　 （１ － α） ｆ（ ｔｋ） ＝

　 　 　 　 ｕ（０） ＋ αｈ
２４∑

ｋ

ｊ ＝ １
（β ｊ －１ ＋ １１β ｊ ＋ １１β ｊ ＋１ ＋ β ｊ ＋２） ＋ （１ － α） ｆ（ ｔｋ），

其中， １ ≤ ｋ ≤ Ｎ ．由此得出 Ｓ３ 公式，并使用符号 ｕＳ３（ ｔｋ） 表示，即

　 　 ｕＳ３（ ｔｋ） ＝

ｕ（０） ＋ αｈ
２４

（β０ ＋ １１β１ ＋ １１β２ ＋ β３） ＋ （１ － α） ｆ（ ｔ１），　 　 　 　 　 　 　 　 ｋ ＝ １，

ｕ（０） ＋ αｈ
２４

（β０ ＋ １２β１ ＋ ２２β２ ＋ １２β３ ＋ β４） ＋ （１ － α） ｆ（ ｔ２）， ｋ ＝ ２，

ｕ（０） ＋ αｈ
２４

（β０ ＋ １２β１ ＋ ２３β２ ＋ ２３β３ ＋ １２β４ ＋ β５） ＋ （１ － α） ｆ（ ｔ３）， ｋ ＝ ３，

ｕ（０） ＋ αｈ
２４

（β０ ＋ １２β１ ＋ ２３β２ ＋ ∑
ｋ－３

ｊ ＝ １
２４βｋ－ｊ ＋ ２３βｋ ＋ １２βｋ＋１ ＋ βｋ＋２） ＋

　 　 （１ － α） ｆ（ ｔｋ）， ４ ≤ ｋ ≤ Ｎ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

（１１）

其中， β０，β１，…，βＮ＋２ 为常系数，求出 β 的 Ｎ ＋ ３ 个系数则得到 ｕＳ３（ ｔｋ） ．
根据三次 Ｂ 样条插值函数理论， ｕＳ３（ ｔｋ） 满足 Ｎ ＋ １ 个插值条件：在节点 ｔ ｊ 上的函数值 ｙ ｊ ＝ ｆ（ ｔ ｊ）（ ｊ ＝ ０，１，

…，Ｎ）， 且 Ｓ３（ ｔ ｊ） ＝ ｙ ｊ（ ｊ ＝ ０，１，…，Ｎ） 成立．此外，还需要 ２ 个边界条件才能求出 β 的 Ｎ ＋ ３ 个系数，边界条件

有多种类型［２２］ ．为便于求解，本文选择普适性较强的固定边界条件 Ｓ′３（ ｔ０） ＝ ｆ′（ ｔ０），Ｓ′３（ ｔＮ） ＝ ｆ′（ ｔＮ） ．由插值条

件和边界条件可得系数 β 满足线性方程组 Ｍβ ＝ ｆ， 其中 ｆ ＝ ［ ｆ′（ ｔ０）， ｆ（ ｔ０）， ｆ（ ｔ１），…， ｆ（ ｔＮ）， ｆ′（ ｔＮ）］ Ｔ，β ＝
［β ０，β １，…，βＮ＋２］ Ｔ， 且矩阵 Ｍ 为

　 　 Ｍ ＝ １
６

－ ３
ｈ

０ ３
ｈ

１ ４ １
１ ４ １

⋱ ⋱ ⋱
１ ４ １

－ ３
ｈ

０ ３
ｈ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

．

矩阵 Ｍ 是对角占优矩阵，因此系数 β 是唯一确定的，使用追赶法［２２］ 即可获得．其他边界类型的三次 Ｂ 样条

函数也可以类似应用，且 β 同样易获得．
接下来，考虑右端项与 ｕ（ ｔ） 有关的线性初值问题［６］：

　 　
ＣＦＤα

ｔ ｕ（ ｔ） ＝ ｕ（ ｔ） ＋ ｇ（ ｔ），
ｕ（０） ＝ ｕ０，

{ （１２）

其中， ｇ（ ｔ） 是一个已知函数．根据式（１２），有

　 　 １
１ － α ∫

ｔ

０
ｕ′（τ）ｅｘｐ － α（ ｔ － τ）

１ － α
é

ë
êê

ù

û
úú ｄτ ＝ ｕ（ ｔ） ＋ ｇ（ ｔ） ＝ Ｆ（ ｔ） ．

同理，使用 Ｓ３（τ） 来近似代替式（６）中积分里的函数 Ｆ（τ）， 可得

　 　 ｕ（ ｔｋ） ＝ ｕ（０） ＋ α ∫ｔｋ
０
Ｆ（τ）ｄτ ＋ （１ － α）Ｆ（ ｔｋ） ≈

　 　 　 　 ｕ（０） ＋ α∑
ｋ

ｊ ＝ １
∫ｔ ｊ
ｔ ｊ －１

Ｓ３（τ）ｄτ ＋ （１ － α）［ｕ（ ｔｋ） ＋ ｇ（ ｔｋ）］ ＝

　 　 　 　 ｕ（０） ＋ α
６ｈ３∑

ｋ

ｊ ＝ １
∫ｔ ｊ
ｔ ｊ －１

［β ｊ －１（ ｔ ｊ － τ） ３ ＋ β ｊ（ｈ３ ＋ ３ｈ２（ ｔ ｊ － τ） ＋ ３ｈ（ ｔ ｊ － τ） ２ － ３（ ｔ ｊ － τ） ３） ＋

　 　 　 　 β ｊ ＋１（ｈ３ ＋ ３ｈ２（τ － ｔ ｊ －１） ＋ ３ｈ（τ － ｔ ｊ －１） ２ － ３（τ － ｔ ｊ －１） ３） ＋ β ｊ ＋２（τ － ｔ ｊ －１） ３］ｄτ ＋
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　 　 　 　 （１ － α）［ｕ（ ｔｋ） ＋ ｇ（ ｔｋ）］ ＝

　 　 　 　 ｕ（０） ＋ αｈ
２４∑

ｋ

ｊ ＝ １
（β ｊ －１ ＋ １１β ｊ ＋ １１β ｊ ＋１ ＋ β ｊ ＋２） ＋ （１ － α）［ｕ（ ｔｋ） ＋ ｇ（ ｔｋ）］ ．

令 ｕｋ ≈ ｕ（ ｔｋ）， 因此，得出关于初值问题（１２）的 Ｓ３ 公式，并使用符号 ｕＳ３（ ｔｋ） 表示，即

　 　 ｕＳ３（ ｔｋ） ＝ ｕｋ ＝ ｕ（０） ＋ αｈ
２４∑

ｋ

ｊ ＝ １
（β ｊ －１ ＋ １１β ｊ ＋ １１β ｊ ＋１ ＋ β ｊ ＋２） ＋ （１ － α）［ｕｋ ＋ ｇ（ ｔｋ）］， （１３）

其中， β ０，β １，…，βＮ＋２ 为常系数， ｕＳ３（ ｔｋ） 满足 Ｎ ＋ １ 个插值条件 ｙ ｊ ＝ ｕ ｊ ＋ ｇ（ ｔ ｊ）（ ｊ ＝ ０，１，…，Ｎ），且 Ｓ３（ ｔ ｊ） ＝ ｙ ｊ（ ｊ
＝ ０，１，…，Ｎ） 成立．同理，选择固定边界条件 Ｓ′３（ ｔ０） ＝ ｕ′（０） ＋ ｇ′（０），Ｓ′３（ ｔＮ） ＝ ｕ′（ ｔＮ） ＋ ｇ′（ ｔＮ）， 由此可得系

数 β 满足线性方程组 Ｍβ ＝ Ｆ， 即

　 　 １
６

－ ３
ｈ

０ ３
ｈ

１ ４ １
１ ４ １

⋱ ⋱ ⋱
１ ４ １

－ ３
ｈ

０ ３
ｈ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

β ０

β １

β ２

︙
βＮ＋１

βＮ＋２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

＝

ｕ′（０） ＋ ｇ′（０）
ｕ０ ＋ ｇ（０）
ｕ１ ＋ ｇ（ ｔ１）

︙
ｕＮ ＋ ｇ（ ｔＮ）

ｕ′（ ｔＮ） ＋ ｇ′（ ｔＮ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

． （１４）

根据上式，需要 ｕ′（０） 和 ｕ′（ ｔＮ） 的值，它们分别由以下四阶正向差分公式和四阶反向差分公式［２４］来近似，即

　 　
ｕ′（０） ≈ １

１２ｈ
（ － ２５ｕ０ ＋ ４８ｕ１ － ３６ｕ２ ＋ １６ｕ３ － ３ｕ４），

ｕ′（ ｔＮ） ≈ １
１２ｈ

（２５ｕＮ － ４８ｕＮ－１ ＋ ３６ｕＮ－２ － １６ｕＮ－３ ＋ ３ｕＮ－４） ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１５）

由式（１３）—（１５）即可求得 ｕ（ ｔｋ） 的近似数值 ｕｋ ．

３　 三次 Ｂ 样条方法的误差估计、收敛性和稳定性分析

３．１　 三次 Ｂ样条方法的误差估计

首先，在对三次 Ｂ 样条方法进行误差估计之前，给出以下定理．
定理 １［２５］ 　 设函数 ｆ ∈ Ｃ４［０，Ｔ］， 则函数 ｆ 与三次样条插值函数 Ｓ３ 之间的距离为

　 　 ‖ｆ（ ｒ） － Ｓ（ ｒ）
３ ‖∞ ≤ Ｃｒｈ４－ｒ‖ｆ（４）‖∞ ，　 　 ｒ ＝ ０，１，２，

其中， ｒ 为函数的导数阶次，常数 Ｃｒ 依赖于 ｒ 而不依赖于 ｆ， 且 Ｃ０ ＝
５

３８４
，Ｃ１ ＝

１
２４

，Ｃ２ ＝
３
８

．其证明过程可参见

文献［２５］．
定理 ２　 若 ｆ ∈ Ｃ４［０，ｔｋ］， 且 Ｒ（ ｔｋ） ＝ ｕ（ ｔｋ） － ｕＳ３（ ｔｋ）， 则有

　 　 Ｒ（ ｔｋ） ≤ ５
３８４

αｈ４‖ｆ（４）（ ｔｋ）‖∞ ，　 　 ｋ ＝ １，２，…，Ｎ ． （１６）

证明　 对于任意的 １ ≤ ｋ ≤ Ｎ， 根据定理 １ 可得

　 　 Ｒ（ ｔｋ） ＝ ｕ（ ｔｋ） － ｕＳ３（ ｔｋ） ＝

　 　 　 　 [ｕ（０） ＋ α ∫ｔｋ
０
ｆ（τ）ｄτ ＋ （１ － α） ｆ（ ｔｋ） ] － [ｕ（０） ＋ α ∫ｔｋ

０
Ｓ３（τ）ｄτ ＋ （１ － α） ｆ（ ｔｋ） ] ＝

　 　 　 　 α ∫ｔｋ
０
［ ｆ（τ） － Ｓ３（τ）］ｄτ ≤

　 　 　 　 ５
３８４

αｈ４ ‖ｆ（４）（ ｔｋ）‖∞ ．

定理 ２ 证毕．

８４７ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２３ 年　 第 ４４ 卷



３．２　 三次 Ｂ样条方法的收敛性分析

下面给出三次 Ｂ 样条方法的收敛性分析．
定理 ３　 三次 Ｂ 样条方法在区间 ［０，Ｔ］ 上是一致收敛的，即当 ｈ → ０ 时， ‖Ｒ３（ ｔｋ）‖∞ → ０．
证明　 根据定理 ２ 中三次 Ｂ 样条方法的误差估计，可得

　 　 ‖Ｒ（ ｔｋ）‖∞ ＝ α ∫ｔｋ
０
［ ｆ（τ） － Ｓ３（τ）］ｄτ

∞
≤

　 　 　 　 ５
３８４

αｈ４‖ｆ（４）‖∞ ，

其中， ｆ ∈ Ｃ４［０，Ｔ］， 当 ｈ → ０ 时，有

　 　 ‖Ｒ（ ｔｋ）‖∞ ＝ α ∫ｔｋ
０
［ ｆ（τ） － Ｓ３（τ）］ｄτ

∞
→ ０．

因此，此数值格式在区间 ［０，Ｔ］ 上是一致收敛的．定理 ３ 证毕．
３．３　 三次 Ｂ样条方法的稳定性分析

接下来对三次 Ｂ 样条方法进行稳定性分析．
定理 ４　 三次 Ｂ 样条方法在区间 ［０，Ｔ］ 上是无条件稳定的．

证明　 在利用三次 Ｂ 样条方法进行实际计算时，由于舍入误差的影响， Ｓ３ 公式往往有误差，即 Ｓ
－

３ ≈ Ｓ３，

记 Ｒ
－
＝ ｕＳ３（ ｔｋ） － ｕＳ

－
３（ ｔｋ）， 则有

　 　 Ｒ
－

＝ α ∫ｔｋ
０
［Ｓ３（τ） － Ｓ

－

３（τ）］ｄτ ≤ αＴ‖Ｓ３（ ｔｋ） － Ｓ
－

３（ ｔｋ）‖∞ ，　 　 ｋ ＝ １，２，…，Ｎ ．

因此，三次 Ｂ 样条方法是无条件稳定的．定理 ４ 证毕．

４　 数 值 算 例

本节主要给出几个数值算例来验证在前几节中三次 Ｂ 样条方法（本节简记为 Ｓ３） 的理论结果，并与文

献［１４］中改进的 ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ 算法和文献［１８］中的快速高阶数值方法进行比较．假设 ｔＮ ＝ Ｔ ＝ １， 各节点的

精确解记为 ｕｋ ＝ ｕ（ ｔｋ）， 利用三次 Ｂ 样条方法求得的数值解记为 ｕｋ
Ｓ３ ＝ ｕＳ３（ ｔｋ），ｋ ＝ １，２，…，Ｎ， 则各节点的误

差 ＥＮ ＝ ｕＮ － ｕＮ
Ｓ３ ， 并且收敛阶被定义为如下形式：

　 　 ｒ ＝ ｌｏｇ２
ＥＮ

Ｅ２Ｎ，

其中， Ｎ 为各数值方法在［０，１］区间分割的份数，也为待求未知量的个数，代表以上各数值方法在数值求解

的计算量大小，且 ３ 种数值方法的带状矩阵皆采用 Ｇａｕｓｓ 消元法来计算．所有程序均在 ＣＰＵ 为 Ｉｎｔｅｒ Ｃｏｒｅ ｉ５
Ｐｒｏｃｅｓｓｏｒ ２．３０ ＧＨｚ、内存为 ８ ＧＢ 的笔记本电脑环境下运行，利用 ＭＡＴＬＡＢ ２０１８ａ 平台实现．

例 １　 本文考虑具有两个不同右端项的初值问题［１４，１８］：
情况 １

　 　
ＣＦＤα

ｔ ｕ（ ｔ） ＝ Ｇ１（ ｔ），
ｕ（０） ＝ ｕ０ ．

{ （１７）

情况 ２

　 　
ＣＦＤα

ｔ ｕ（ ｔ） ＝ Ｇ２（ ｔ） ＋ ｕ（ ｔ），
ｕ（０） ＝ ｕ０ ．

{ （１８）

两种情况的初值均为 ｕ０ ＝ ０， 精确解均为 ｕ（ ｔ） ＝ ｔ３， 并且右端项中 Ｇ１（ ｔ） 和 Ｇ２（ ｔ） 分别为

　 　 Ｇ１（ ｔ） ＝ ３
α

ｔ２ － ６（１ － α）
α２ ｔ ＋ ６（１ － α） ２

α３
－ ６ （１ － α） ２

α３ ｅｘｐ － α
１ － α

ｔæ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 Ｇ２（ ｔ） ＝ Ｇ１（ ｔ） － ｔ３ ．
可见，情况 １ 与情况 ２ 均属于线性初值问题，情况 ２ 的右端项与 ｕ（ ｔ） 有关，且 Ｇ１（０） ＝ ０，Ｇ２（０） ＋ ｕ（０） ＝ ０．
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下面，使用本文提出的三次 Ｂ 样条方法分别求解情况 １ 和情况 ２ 的初值问题．
求解情况 １　 已知插值条件 Ｓ３（ ｔ ｊ） ＝ Ｇ１（ ｔ ｊ）（ ｊ ＝ ０，１，…，Ｎ） 和固定边界条件 Ｓ′３（０） ＝ Ｇ′１（０）， Ｓ′３（１） ＝

Ｇ′１（１） 成立，使用三次 Ｂ 样条方法求解不同的分割数 Ｎ（Ｎ ＝ ４，８，１６，３２，６４，１２８）与不同 α（α ＝ ０．３，０．７）阶的

Ｃａｐｕｔｏ⁃Ｆａｂｒｉｚｉｏ 型分数阶微分方程数值解，并与文献［１４］中改进的 ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ 算法和文献［１８］中的快速

高阶数值方法进行对比．当 α ＝ ０．３ 时，３ 种数值方法的最大误差和收敛阶对比如表 １ 所示，３ 种数值方法的

最大误差比较如图 １ 所示．当 α ＝ ０．７ 时，３ 种数值方法的最大误差和收敛阶对比如表 ２ 所示，３ 种数值方法的

最大误差比较如图 ２ 所示．
表 １　 当 α ＝ ０．３ 时，３ 种数值方法的最大误差和收敛阶（情况 １）

Ｔａｂｌｅ １　 Ｍａｘｉｍｕｍ ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｒｄｅｒｓ ｏｆ ３ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ α ＝ ０．３ （ｃａｓｅ １）

Ｎ ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ ｒｅｆ． ［１４］ ｒａｔｅ ｒ ＣＰＵ ｔｉｍｅ Ｔ ／ ｓ ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ ｒｅｆ． ［１８］ ｒａｔｅ ｒ ＣＰＵ ｔｉｍｅ Ｔ ／ ｓ Ｓ３ ｒａｔｅ ｒ ＣＰＵ ｔｉｍｅ Ｔ ／ ｓ

４ ２．８６３ ３Ｅ－４ － ０．０００ ６ ４．２４４ ２Ｅ－４ － ０．０００ ３ ４．８６１ ４Ｅ－６ － ０．０００ １

８ ２．１８１ ２Ｅ－５ ３．７１４ ５ ０．００１ ５ ２．６３４ ４Ｅ－５ ４．００１ ０ ０．００１ １ ３．０３９ ０Ｅ－７ ３．９９９ ７ ０．０００ ２

１６ １．４９５ ５Ｅ－６ ３．８６６ ４ ０．００４ ３ １．６４０ ７Ｅ－６ ４．００５ １ ０．００１ ２ １．８９９ ５Ｅ－８ ３．９９９ ９ ０．０００ ２

３２ ９．７７６ ７Ｅ－８ ３．９３５ １ ０．０１０ ７ １．０２３ ６Ｅ－７ ４．００２ ６ ０．０１５ ７ １．１８７ ２Ｅ－９ ４．０００ ０ ０．０００ ４

６４ ６．２４７ ４Ｅ－９ ３．９６８ ０ ０．０４６ ２ ６．３９１ ９Ｅ－９ ４．００１ ３ ０．０３３ １ ７．４２０ ７Ｅ－１１ ３．９９９ ９ ０．００２ ８

１２８ ３．９４７ ８Ｅ－１０ ３．９８４ １ ０．２９２ １ ４．８２１ １Ｅ－１０ ３．７２８ ８ ０．１８５ １ ４．６４５ ２Ｅ－１２ ３．９９７ ８ ０．００５ ６

表 ２　 当 α ＝ ０．７ 时，３ 种数值方法的最大误差和收敛阶（情况 １）
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｍａｘｉｍｕｍ ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｒｄｅｒｓ ｏｆ ３ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ α ＝ ０．７ （ｃａｓｅ １）

Ｎ ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ ｒｅｆ． ［１４］ ｒａｔｅ ｒ ＣＰＵ ｔｉｍｅ Ｔ ／ ｓ ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ ｒｅｆ． ［１８］ ｒａｔｅ ｒ ＣＰＵ ｔｉｍｅ Ｔ ／ ｓ Ｓ３ ｒａｔｅ ｒ ＣＰＵ ｔｉｍｅ Ｔ ／ ｓ

４ １．４９８ ５Ｅ－３ － ０．０００ ５ ２．４４０ ９Ｅ－３ － ０．０００ ３ ６．８０３ ８Ｅ－５ － ０．０００ ２

８ １．１３１ ７Ｅ－４ ３．７２７ ０ ０．００２ ７ １．４７７ ４Ｅ－４ ４．０４６ ３ ０．００１ １ ４．２７８ ２Ｅ－６ ３．９９１ ３ ０．０００ ２

１６ ７．２０５ ３Ｅ－６ ３．９７３ ３ ０．００４ １ ９．０７０ ８Ｅ－６ ４．０２５ ７ ０．００１ ５ ２．６７７ ９Ｅ－７ ３．９９７ ８ ０．０００ ３

３２ ４．４３１ ２Ｅ－７ ４．０２３ ３ ０．０２１ ２ ５．６１６ ７Ｅ－７ ４．０１３ ４ ０．０１６ ８ １．６７４ ３Ｅ－８ ３．９９９ ５ ０．０００ ３

６４ ３．０７７ ３Ｅ－８ ３．８４８ ０ ０．０４６ ９ ３．４９３ ８Ｅ－８ ４．００６ ９ ０．０４０ ４ １．０４６ ６Ｅ－９ ３．９９９ ９ ０．００２ ６

１２８ ２．０４６ ０Ｅ－９ ３．９１０ ８ ０．３０３ ５ ２．１７８ ４Ｅ－９ ４．００３ ５ ０．２１２ ４ ６．５４１ １Ｅ－１１ ４．０００ ０ ０．００５ ５

　 　 由表 １ 和表 ２ 可知，在不同的分数阶次下，与改进的 ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ 算法相比，本文方法的误差明显更

小，数值逼近效果更佳，且收敛阶较高．与快速高阶数值方法相比，本文方法的误差明显更小，数值逼近效果

更佳，收敛阶相当．此外，本文数值方法的 ＣＰＵ 时间较短，具有可观的计算效率．显然，采用三次 Ｂ 样条方法

求解 Ｃａｐｕｔｏ⁃Ｆａｂｒｉｚｉｏ 型分数阶微分方程比其他两种方法更加有效．
由图 １ 和图 ２ 可知，改进的 ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ 算法和快速高阶数值方法在各分割数下的最大误差相差不

多，与以上两种数值方法相比，本文方法的最大误差明显更小，数值逼近效果更佳．

图 １　 当 α ＝ ０．３ 时，３ 种数值方法的最大误差（情况 １） 图 ２　 当 α ＝ ０．７ 时，３ 种数值方法的最大误差（情况 １）
Ｆｉｇ． １　 Ｍａｘｉｍｕｍ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ３ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄｓ Ｆｉｇ． ２　 Ｍａｘｉｍｕｍ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ３ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄｓ

ｆｏｒ α ＝ ０．３ （ｃａｓｅ １） ｆｏｒ α ＝ ０．７ （ｃａｓｅ １）

０５７ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２３ 年　 第 ４４ 卷



下面，固定分割数 Ｎ ＝ １００，使用三次 Ｂ 样条方法分别求解情况 １ 中不同阶次 α（α ＝ ０．２，０．４，０．６，０．８）
的初值问题，其各节点处的绝对误差结果如图 ３ 所示．固定分割数 Ｎ ＝ １０， 本文方法在阶次 α 取不同值时所

得各节点的数值解如图 ４ 所示．

图 ３　 不同 α 值时各节点的绝对误差（情况 １） 图 ４　 不同 α 值时各节点的数值解（情况 １）
Ｆｉｇ． ３　 Ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｅａｃｈ ｎｏｄｅ ｗｉｔｈ Ｆｉｇ． ４　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｅａｃｈ ｎｏｄｅ ｗｉｔｈ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ α ｖａｌｕｅｓ （ｃａｓｅ １） ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ α ｖａｌｕｅｓ （ｃａｓｅ １）

由图 ３ 可知，不同的阶次 α 导致本文方法的绝对误差有所不同，阶次 α 越小，各节点处的绝对误差越小，
数值逼近的效果越佳．由图 ４ 可知，当阶次 α 取不同值时，各节点处的数值解均保持平稳状态，本文方法在 ｔ
∈ ［０，１］ 时具有良好的稳定性．

求解情况 ２　 已知插值条件 Ｓ３（ ｔ ｊ） ＝ ｕ ｊ ＋ Ｇ２（ ｔ ｊ）（ ｊ ＝ ０，１，…，Ｎ） 和固定边界条件 Ｓ′３（０） ＝ ｕ′（０） ＋ Ｇ′２（０），
Ｓ′３（１）＝ ｕ′（１） ＋ Ｇ′２（１） 成立，使用三次 Ｂ 样条方法求解不同的分割数 Ｎ（Ｎ ＝ ４，８，１６，３２，６４，１２８）与不同 α（α
＝ ０．３，０．７）阶的 Ｃａｐｕｔｏ⁃Ｆａｂｒｉｚｉｏ 型分数阶微分方程数值解，并与文献［１４］中改进的 ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ 算法和文

献［１８］中的快速高阶数值方法进行对比．当 α ＝ ０．３ 时，３ 种数值方法的最大误差和收敛阶对比如表 ３ 所示，３
种数值方法的最大误差比较如图 ５ 所示．当 α ＝ ０．７ 时，３ 种数值方法的最大误差和收敛阶对比如表 ４ 所示，３
种数值方法的最大误差比较如图 ６ 所示．

表 ３　 当 α ＝ ０．３ 时，３ 种数值方法的最大误差和收敛阶（情况 ２）

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｍａｘｉｍｕｍ ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｒｄｅｒｓ ｏｆ ３ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ α ＝ ０．３ （ｃａｓｅ ２）

Ｎ ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ ｒｅｆ． ［１４］ ｒａｔｅ ｒ ＣＰＵ ｔｉｍｅ Ｔ ／ ｓ ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ ｒｅｆ． ［１８］ ｒａｔｅ ｒ ＣＰＵ ｔｉｍｅ Ｔ ／ ｓ Ｓ３ ｒａｔｅ ｒ ＣＰＵ ｔｉｍｅ Ｔ ／ ｓ

４ １．０４４ ５Ｅ－３ － ０．０００ ８ １．８８２ ９Ｅ－３ － ０．０００ ２ ２．９０９ ０Ｅ－５ － ０．０００ ２

８ ７．５９２ ６Ｅ－５ ３．７８２ ０ ０．００３ ５ １．１０４ ９Ｅ－４ ４．０９０ ９ ０．００１ ２ １．８０６ ０Ｅ－６ ４．００９ ７ ０．０００ ３

１６ ５．３５４ ７Ｅ－６ ３．８２５ ７ ０．００４ ６ ６．６４９ ０Ｅ－６ ４．０５４ ７ ０．００１ ９ １．１２７ ０Ｅ－７ ４．００２ ３ ０．０００ ３

３２ ３．６３３ ３Ｅ－７ ３．８８１ ５ ０．０２１ ３ ４．０７０ ３Ｅ－７ ４．０３０ ０ ０．０１４ ８ ７．０４０ ６Ｅ－９ ４．０００ ６ ０．０００ ６

６４ ２．３８１ ４Ｅ－８ ３．９３１ ４ ０．０４７ ４ ２．５１２ ５Ｅ－８ ４．０１７ ９ ０．０３８ ２ ４．４００ ３Ｅ－１０ ４．０００ ０ ０．００３ ８

１２８ １．３１９ ４Ｅ－９ ４．１７３ ９ ０．３００ ７ １．３３８ ０Ｅ－９ ４．２３１ ０ ０．２６９ ６ ２．７５３ ６Ｅ－１１ ３．９９８ ２ ０．００７ ７

表 ４　 当 α ＝ ０．７ 时，３ 种数值方法的最大误差和收敛阶（情况 ２）

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｍａｘｉｍｕｍ ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｒｄｅｒｓ ｏｆ ３ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ α ＝ ０．７ （ｃａｓｅ ２）

Ｎ ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ ｒｅｆ． ［１４］ ｒａｔｅ ｒ ＣＰＵ ｔｉｍｅ Ｔ ／ ｓ ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ ｒｅｆ． ［１８］ ｒａｔｅ ｒ ＣＰＵ ｔｉｍｅ Ｔ ／ ｓ Ｓ３ ｒａｔｅ ｒ ＣＰＵ ｔｉｍｅ Ｔ ／ ｓ

４ ２．５５０ ６Ｅ－３ － ０．０００ ８ ４．１８１ ８Ｅ－３ － ０．０００ ３ ２．０６８ ７Ｅ－４ － ０．０００ ２

８ ２．１０２ ５Ｅ－４ ３．６００ ７ ０．００３ ２ ２．３０２ ９Ｅ－４ ４．１８２ ６ ０．００１ ３ １．２５６ ８Ｅ－５ ４．０４１ ０ ０．０００ ２

１６ １．２９５ ５Ｅ－５ ４．０２０ ５ ０．００４ ７ １．３５２ ３Ｅ－５ ４．０９０ ０ ０．００１ ７ ７．７９７ ０Ｅ－７ ４．０１０ ６ ０．０００ ４

３２ ７．４７７ ９Ｅ－７ ４．１１４ ７ ０．０２５ ８ ８．１９４ ８Ｅ－７ ４．０４４ ６ ０．０１５ ６ ４．８６３ ９Ｅ－８ ４．００２ ７ ０．０００ ６

６４ ４．４１９ ４Ｅ－８ ４．０８０ ７ ０．０５０ ２ ５．０４３ ７Ｅ－８ ４．０２２ ２ ０．０３５ ４ ３．０３８ ５Ｅ－９ ４．０００ ７ ０．００４ １

１２８ ２．９３０ ５Ｅ－９ ３．９１４ ６ ０．３３３ ５ ３．１２８ ２Ｅ－９ ４．０１１ １ ０．２８４ ８ １．８９８ ９Ｅ－１０ ４．０００ ２ ０．００７ ３
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　 　 由表 ３ 和表 ４ 可知，在不同的分数阶次下，与改进的 ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ 算法相比，本文方法的误差明显更

小，数值逼近效果更佳，且收敛阶较高．与快速高阶数值方法相比，本文方法的误差明显更小，数值逼近效果

更佳，收敛阶相当．此外，本文数值方法的 ＣＰＵ 时间较短，具有可观的计算效率．显然，三次 Ｂ 样条方法在求

解 Ｃａｐｕｔｏ⁃Ｆａｂｒｉｚｉｏ 型分数阶微分方程时比其他两种方法更加有效．
由图 ５ 和图 ６ 可知，改进的 ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ 算法和快速高阶数值方法在各分割数下的最大误差相差不

多，与以上两种数值方法相比，本文方法的最大误差明显更小，数值逼近效果更佳．

图 ５　 当 α ＝ ０．３ 时，３ 种数值方法的最大误差（情况 ２） 图 ６　 当 α ＝ ０．７ 时，３ 种数值方法的最大误差（情况 ２）
Ｆｉｇ． ５　 Ｍａｘｉｍｕｍ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ３ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄｓ Ｆｉｇ． ６　 Ｍａｘｉｍｕｍ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ３ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄｓ

ｆｏｒ α ＝ ０．３ （ｃａｓｅ ２） ｆｏｒ α ＝ ０．７ （ｃａｓｅ ２）

接下来，固定分割数 Ｎ ＝ １００，使用三次 Ｂ 样条方法分别求解情况 ２ 中不同阶次 α（α ＝ ０．２，０．４，０．６，０．８）
的初值问题，其各节点处的绝对误差结果如图 ７ 所示．固定分割数 Ｎ ＝ １０， 本文方法在阶次 α 取不同值时所

得各节点的数值解如图 ８ 所示．

图 ７　 不同 α 值时各节点的绝对误差（情况 ２） 图 ８　 不同 α 值时各节点的数值解（情况 ２）
Ｆｉｇ． ７　 Ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｅａｃｈ ｎｏｄｅ ｗｉｔｈ Ｆｉｇ． ８　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｅａｃｈ ｎｏｄｅ ｗｉｔｈ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ α ｖａｌｕｅｓ （ｃａｓｅ ２） ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ α ｖａｌｕｅｓ （ｃａｓｅ ２）

由图 ７ 可知，不同的阶次 α 导致本文方法的绝对误差有所不同，阶次 α 越小，各节点处的绝对误差越小，
数值逼近的效果越佳．由图 ８ 可知，当阶次 α 取不同值时，各节点处的数值解均保持平稳状态，本文方法在 ｔ
∈ ［０，１］ 时具有良好的稳定性．

例 ２　 下面将验证三次 Ｂ 样条方法的稳定性，考虑如下的初值问题［１４，１８］：

２５７ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２３ 年　 第 ４４ 卷



　 　
ＣＦＤα

ｔ ｕ（ ｔ） ＝ １
１ － ２α ＋ ２α２

－ αｅｘｐ α
α － １

ｔæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ αｃｏｓ ｔ ＋ （１ － α）ｓｉｎ ｔé

ë
êê

ù

û
úú ，

ｕ（０） ＝ ０，

ì

î

í

ïï

ïï

（１９）

其中，精确解为 ｕ（ ｔ） ＝ ｓｉｎ ｔ， 右端项满足 ｆ（０） ＝ ０．
已知插值条件 Ｓ３（ ｔ ｊ） ＝ ｆ（ ｔ ｊ）（ ｊ ＝ ０，１，…，Ｎ） 和固定边界条件 Ｓ′３（０） ＝ ｆ ′（０），Ｓ′３（１） ＝ ｆ ′（１） 成立，固定分

割数 Ｎ ＝ １０ ０００，使用 ３ 种数值方法分别求解不同的 α（α ＝ ０．３，０．５，０．７）阶的 Ｃａｐｕｔｏ⁃Ｆａｂｒｉｚｉｏ 型分数阶微分

方程数值解，一直计算到 Ｔ ＝ １ ０００．当 α ＝ ０．３，０．５，０．７ 时，３ 种数值方法在不同节点处的绝对误差 （ ε ＝
ｕ（ ｔｋ） － ｕｋ ） 和相对误差（ε′ ＝ ε ／ ｕ（ ｔｋ）） 结果分别如表 ５、表 ６ 和表 ７ 所示，３ 种数值方法的相对误差对

比如图 ９、图 １０ 和图 １１ 所示．
表 ５　 α ＝ ０．３， Ｎ ＝ １０ ０００ 时，３ 种数值方法在不同节点处的绝对误差和相对误差

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ａｎｄ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ３ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄｓ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｏｄｅｓ ｆｏｒ α ＝ ０．３， Ｎ ＝ １０ ０００

ｔｉ

ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ ｒｅｆ． ［１４］
（ＣＰＵ ｔｉｍｅ Ｔ ＝ ２５．１１ ｓ）

ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ ε ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ε′

ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ ｒｅｆ． ［１８］
（ＣＰＵ ｔｉｍｅ Ｔ ＝ ２３．０５ ｓ）

ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ ε ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ε′

Ｓ３

（ＣＰＵ ｔｉｍｅ Ｔ ＝ １０．９１ ｓ）

ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ ε ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ε′

ｅｘａｃｔ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ

１００ １．１７９ ７Ｅ－６ －２．３２９ ６Ｅ－６ １．１０５ ８Ｅ－６ －２．１８３ ６Ｅ－６ ５．８６７ ９Ｅ－９ －１．１５８ ８Ｅ－８ －０．５０６ ４

２００ １．４１８ ９Ｅ－６ －１．６２４ ８Ｅ－６ １．５９４ ７Ｅ－６ －１．８２６ １Ｅ－６ ５．１２７ ６Ｅ－９ －５．８７１ ５Ｅ－９ －０．８７３ ３

３００ １．５９１ ７Ｅ－６ －１．５９２ １Ｅ－６ １．６５８ １Ｅ－６ －１．６５８ ４Ｅ－６ ２．８０９ ５Ｅ－８ －２．８１０ ０Ｅ－８ －０．９９９ ８

４００ １．６５０ ６Ｅ－６ －１．９３９ ８Ｅ－６ １．２７８ ６Ｅ－６ －１．５０２ ６Ｅ－６ ５．６７０ ９Ｅ－８ －６．６６４ ６Ｅ－８ －０．８５０ ９

５００ １．５７９ ２Ｅ－６ －３．３７５ ８Ｅ－６ ５．６０８ ３Ｅ－７ －１．１９８ ９Ｅ－６ ８．３０９ １Ｅ－８ －１．７７６ ２Ｅ－７ －０．４６７ ８

６００ １．３９７ ３Ｅ－６ ３．１６１ ３Ｅ－５ ２．９７７ ０Ｅ－７ ６．７３５ ３Ｅ－６ ９．９９７ ６Ｅ－８ ２．２６１ ９Ｅ－６ ０．０４４ ２

７００ １．１５４ ９Ｅ－６ ２．１２３ ０Ｅ－６ １．０６０ ５Ｅ－６ １．９４９ ４Ｅ－６ １．０２７ ２Ｅ－７ １．８８８ ２Ｅ－７ ０．５４４ ０

８００ ９．１８８ ７Ｅ－７ １．０２７ ８Ｅ－６ １．５１７ ６Ｅ－６ １．６９７ ５Ｅ－６ ９．０５５ ４Ｅ－８ １．０１２ ９Ｅ－７ ０．８９４ ０

９００ ７．５４０ ９Ｅ－７ ７．５５７ ５Ｅ－７ １．５４３ １Ｅ－６ １．５４６ ５Ｅ－６ ６．６８４ １Ｅ－８ ６．６９８ ８Ｅ－８ ０．９９７ ８

１ ０００ ７．０５９ ８Ｅ－７ ８．５３７ ７Ｅ－７ １．１２９ ９Ｅ－６ １．３６６ ４Ｅ－６ ３．８１４ １Ｅ－８ ４．６１２ ５Ｅ－８ ０．８２６ ９

　 　 由表 ５ 所示，与改进的 ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ 算法和快速高阶数值方法相比，三次 Ｂ 样条方法在不同节点处的

绝对误差和相对误差较小，经过长时间的计算，不同节点上的数值解均可以很好地逼近精确解，并且本文方

法的 ＣＰＵ 时间较短，计算效率可观．由图 ９ 所示，３ 种数值方法的相对误差在个别节点处均有起伏，但与其他

两种方法相比，本文方法的平稳状态更佳．此外，３ 种数值方法相对误差的方差分别为 １．０７４ ４×１０－１０， ７．６０３ ０
×１０－１２和 ５．１５７ ２×１０－１３ ．显然，三次 Ｂ 样条方法在求解 Ｃａｐｕｔｏ⁃Ｆａｂｒｉｚｉｏ 型分数阶微分方程时比其他两种方法

更加稳定．

图 ９　 当 α ＝ ０．３ 时，３ 种数值方法的相对误差 图 １０　 当 α ＝ ０．５ 时，３ 种数值方法的相对误差

Ｆｉｇ． ９　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ３ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ α ＝ ０．３ Ｆｉｇ． １０　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ３ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ α ＝ ０．５
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表 ６　 α ＝ ０．５， Ｎ ＝ １０ ０００ 时，３ 种数值方法在不同节点处的绝对误差和相对误差

Ｔａｂｌｅ ６ 　 Ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ａｎｄ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ３ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄｓ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｏｄｅｓ ｆｏｒ α ＝ ０．５， Ｎ ＝ １０ ０００

ｔｉ

ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ ｒｅｆ． ［１４］

（ＣＰＵ ｔｉｍｅ Ｔ ＝ ２５．２１ ｓ）

ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ ε ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ε′

ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ ｒｅｆ． ［１８］

（ＣＰＵ ｔｉｍｅ Ｔ ＝ ２１．７９ ｓ）

ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ ε ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ε′

Ｓ３

（ＣＰＵ ｔｉｍｅ Ｔ ＝ １０．７２ ｓ）
ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ ε ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ε′

ｅｘａｃｔ

ｓｏｌｕｔｉｏｎ

１００ ３．５６０ ３Ｅ－６ －７．０３０ ６Ｅ－６ －７．０３０ ６Ｅ－６ －４．４８０ ６Ｅ－６ ９．５３５ ４Ｅ－８ －１．８８３ ０Ｅ－７ －０．５０６ ４

２００ ４．５８２ ３Ｅ－６ －５．２４７ ２Ｅ－６ －５．２４７ ２Ｅ－６ －３．７３３ ８Ｅ－６ ９．４７８ ３Ｅ－８ －１．０８５ ３Ｅ－７ －０．８７３ ３

３００ ５．１４３ ２Ｅ－６ －５．１４４ ３Ｅ－６ －５．１４４ ３Ｅ－６ －３．３７４ ４Ｅ－６ ６．８１０ ３Ｅ－８ －６．８１１ ６Ｅ－８ －０．９９９ ８

４００ ５．０８８ ５Ｅ－６ －５．９８０ １Ｅ－６ －５．９８０ １Ｅ－６ －３．０２８ ３Ｅ－６ ２．２６６ ０Ｅ－８ －２．６６３ １Ｅ－８ －０．８５０ ９

５００ ４．４３３ ２Ｅ－６ －９．４７６ ７Ｅ－６ －９．４７６ ７Ｅ－６ －２．３２９ ０Ｅ－６ ２．９０３ １Ｅ－８ －６．２０５ ８Ｅ－８ －０．４６７ ８

６００ ３．３５７ ８Ｅ－６ ７．５９６ ９Ｅ－５ ７．５９６ ９Ｅ－５ １．５３５ ６Ｅ－５ ７．２７３ ７Ｅ－８ １．６４５ ６Ｅ－６ ０．０４４ ２

７００ ２．１５８ ５Ｅ－６ ３．９６７ ８Ｅ－６ ３．９６７ ８Ｅ－６ ４．１１９ ３Ｅ－６ ９．６４２ ３Ｅ－８ １．７７２ ５Ｅ－７ ０．５４４ ０

８００ １．１６５ ４Ｅ－６ １．３０３ ６Ｅ－６ １．３０３ ６Ｅ－６ ３．５４２ ４Ｅ－６ ９．３５６ ７Ｅ－８ １．０４６ ６Ｅ－７ ０．８９４ ０

９００ ６．５２０ ４Ｅ－７ ６．５３４ ７Ｅ－７ ６．５３４ ７Ｅ－７ ３．２０８ ８Ｅ－６ ６．４９５ ６Ｅ－８ ６．５０９ ９Ｅ－８ ０．９９７ ８

１ ０００ ７．５９７ ７Ｅ－７ ９．１８８ ２Ｅ－７ ９．１８８ ２Ｅ－７ ２．８２４ ８Ｅ－６ １．８４０ ６Ｅ－８ ２．２２５８Ｅ－８ ０．８２６ ９

　 　 由表 ６ 所示，与改进的 ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ 算法和快速高阶数值方法相比，三次 Ｂ 样条方法在不同节点处的

绝对误差和相对误差较小，经过长时间的计算，不同节点上的数值解均可以很好地逼近精确解，并且本文方

法的 ＣＰＵ 时间较短，计算效率可观．由图 １０ 所示，３ 种数值方法的相对误差在个别节点处均有起伏，但与其他

两种方法相比，本文方法的平稳状态更佳．此外，３ 种数值方法相对误差的方差分别为 ６．４１０ ８×１０－１０，３．６５４ ９

×１０－１１和 ２．８５３ ２×１０－１３ ．显然，三次 Ｂ 样条方法在求解 Ｃａｐｕｔｏ⁃Ｆａｂｒｉｚｉｏ 型分数阶微分方程时比其他两种方法

更加稳定．
表 ７　 α ＝ ０．７， Ｎ ＝ １０ ０００ 时，３ 种数值方法在不同节点处的绝对误差和相对误差

Ｔａｂｌｅ ７　 Ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ａｎｄ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ３ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄｓ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｏｄｅｓ ｆｏｒ α ＝ ０．７， Ｎ ＝ １０ ０００

ｔｉ

ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ ｒｅｆ． ［１４］

（ＣＰＵ ｔｉｍｅ Ｔ ＝ ２６．０２ ｓ）

ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ ε ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ε′

ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ ｒｅｆ． ［１８］

（ＣＰＵ ｔｉｍｅ Ｔ ＝ ２２．７０ ｓ）

ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ ε ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ε′

Ｓ３

（ＣＰＵ ｔｉｍｅ Ｔ ＝ １０．２１ ｓ）
ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ ε ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ε′

ｅｘａｃｔ

ｓｏｌｕｔｉｏｎ

１００ １．２７２ ２Ｅ－５ －２．５１２ ２Ｅ－５ ３．７４２ ０Ｅ－６ －７．３８９ ４Ｅ－６ １．５４１ ５Ｅ－６ －３．０４４ １Ｅ－６ －０．５０６ ４

２００ １．７５９ ９Ｅ－５ －２．０１５ ２Ｅ－５ ５．３１８ １Ｅ－６ －６．０８９ ７Ｅ－６ １．５６５ ８Ｅ－６ －１．７９３ ０Ｅ－６ －０．８７３ ３

３００ １．９７３ ９Ｅ－５ －１．９７４ ３Ｅ－５ ５．４０９ ３Ｅ－６ －５．４１０ ４Ｅ－６ １．５５５ ０Ｅ－６ －１．５５５ ３Ｅ－６ －０．９９９ ８

４００ １．８５５ ２Ｅ－５ －２．１８０ ３Ｅ－５ ３．９９０ ５Ｅ－６ －４．６８９ ７Ｅ－６ １．５１２ １Ｅ－６ －１．７７７ ０Ｅ－６ －０．８５０ ９

５００ １．４３６ ５Ｅ－５ －３．０７０ ８Ｅ－５ １．４５２ ４Ｅ－６ －３．１０４ ７Ｅ－６ １．４４８ ９Ｅ－６ －３．０９７ ２Ｅ－６ －０．４６７ ８

６００ ８．３３１ ４Ｅ－６ １．８８４ ９Ｅ－４ １．５０６ ２Ｅ－６ ３．４０７ ７Ｅ－５ １．３８２ ８Ｅ－６ ３．１２８ ４Ｅ－５ ０．０４４ ２

７００ ２．１１２ ３Ｅ－６ ３．８８２ ８Ｅ－６ ４．０７０ ５Ｅ－６ ７．４８２ ５Ｅ－６ １．３３２ ０Ｅ－６ ２．４４８ ５Ｅ－６ ０．５４４ ０

８００ ２．５７９ ９Ｅ－６ ２．８８５ ８Ｅ－６ ５．５３４ ５Ｅ－６ ６．１９０ ７Ｅ－６ １．３１０ ５Ｅ－６ １．４６５ ９Ｅ－６ ０．８９４ ０

９００ ４．４５３ １Ｅ－６ ４．４６２ ９Ｅ－６ ５．４９５ ０Ｅ－６ ５．５０７ １Ｅ－６ １．３２４ ２Ｅ－６ １．３２７ ２Ｅ－６ ０．９９７ ８

１ ０００ ２．９９１ ４Ｅ－６ ３．６１７ ６Ｅ－６ ３．９６２ ９Ｅ－６ ４．７９２ ５Ｅ－６ １．３６９ ６Ｅ－６ １．６５６ ３Ｅ－６ ０．８２６ ９

　 　 由表 ７ 所示，与改进的 ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ 算法和快速高阶数值方法相比，三次 Ｂ 样条方法在不同节点处的

绝对误差和相对误差较小，经过长时间的计算，不同节点上的数值解均可以很好地逼近精确解，并且本文方

法的 ＣＰＵ 时间较短，计算效率可观．
图 １１（ａ）为当 α ＝ ０．７ 时 ３ 种数值方法的相对误差对比，图 １１（ｂ）为快速高阶数值方法和三次 Ｂ 样条方

法的相对误差对比．由图 １１ 所示，３ 种数值方法在个别节点处均有起伏，但与其他两种方法相比，本文方法的

平稳状态更佳．此外，３ 种数值方法相对误差的方差分别为 ４．１８８ ４×１０－９，１．５１４ ５×１０－１０和 １．０５１ ７×１０－１０ ．因
此，三次 Ｂ 样条方法在求解 Ｃａｐｕｔｏ⁃Ｆａｂｒｉｚｉｏ 型分数阶微分方程时比其他两种方法更加稳定．

４５７ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２３ 年　 第 ４４ 卷



图 １１　 当 α ＝ ０．７ 时，３ 种数值方法的相对误差

Ｆｉｇ． １１　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ３ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ α ＝ ０．７

５　 结　 　 论

本文将三次 Ｂ 样条方法应用于 Ｃａｐｕｔｏ⁃Ｆａｂｒｉｚｉｏ 定义下的分数阶微分方程的数值求解．基于分数阶微积

分基本定理和三次 Ｂ 样条函数，构造了求解 α 阶线性 Ｃａｐｕｔｏ⁃Ｆａｂｒｉｚｉｏ 型分数阶微分方程数值解的三次 Ｂ 样

条方法．对所构造的数值方法进行了误差估计，并对其收敛性和稳定性进行了理论证明．实验结果表明：三次

Ｂ 样条方法具有一定的有效性，且具有 ４ 阶收敛阶和良好的稳定性；在求解线性初值问题时，与改进的

ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ 算法和快速高阶数值方法相比，三次 Ｂ 样条方法明显具有较高的精度和较快的收敛速度，且
计算复杂度低，计算成本小．综上，三次 Ｂ 样条方法在求解 Ｃａｐｕｔｏ⁃Ｆａｂｒｉｚｉｏ 型分数阶微分方程时具有明显优

势，为一类 α 阶 Ｃａｐｕｔｏ⁃Ｆａｂｒｉｚｉｏ 型分数阶微分方程的数值求解提供了新的选择．
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