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摘要：　 将 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 动力学比拟从弹性细杆推广到弹性薄壳，需要相应的经典曲面论新的表达形式，即用刚体动力

学的概念和方法描述曲面的基本性质，形成广义 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 动力学比拟方法．从曲面非正交网格的两个刚性正交轴

系出发，用其姿态坐标和 Ｌａｍé 系数表达曲面偏微分方程；用弯扭度和 Ｌａｍé 系数表达曲面的第一和第二基本二次

型，得到了法曲率的表达式，由此计算了主曲率和主方向，验证了与经典曲面论的一致性；给出算例以说明该文方

法的应用，这一方法可以用来表达曲面的 Ｒｏｄｒｉｇｕｅｓ 方程、Ｗｅｉｎｇａｒｔｅｎ 公式和 Ｇａｕｓｓ 公式，以及曲面论的基本方程．分
析表明了这一方法对表述曲面微分几何的可行性，具有推导简洁和直观的优点．这有助于为广义 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 比拟及

其后续发展奠定数学基础．
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０　 引　 　 言

随着近代科学技术的发展，超细长一维弹性体和超薄大幅的二维弹性体力学受到研究者们的关注．其变

形特征是弹性小应变在细长或宽幅方向累积成大位移，同时伴随着有限运动．前者如脱氧核糖核酸（ＤＮＡ），
后者如航天器大型太阳帆板等［１⁃２］ ．这给力学建模提出新的问题，成为弹性杆和弹性板壳力学近代发展的方

向之一．弹性细杆力学的基础是 １８５９ 年 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 等建立的弹性细杆静力学理论［３］，其核心是根据平衡微分

方程与刚体动力学方程在数学形式上的相似性提出的 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 动力学比拟方法．刚体动力学的概念和方法

得到了全新的应用．在平截面假设下，以中心线的弧坐标为自变量，截面的姿态坐标和“角速度”概念用以描

述弹性细杆的位形和变形，后者称为弯扭度［４］ ．为连续的弹性细杆提供了一个新的离散化方法，其平衡位形

成为一个 ３ 自由度力学系统，方便处理小应变大位移问题，已成为描述弹性细杆复杂位形的有力工具［５］ ．分
析力学的概念和方法［６］、非完整力学［７⁃８］、对称性和守恒量理论［９］、Ｌｙａｐｕｎｏｖ 稳定性［１０⁃１１］，甚至混沌［１２］ 等动

力学概念和方法都可移植或应用到弹性细杆静力学，并赋予新的含义．姿态坐标和弯扭度使曲线微分几何的

基本概念有了新的表达，并成为 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 动力学比拟方法的数学基础．
鉴于 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 动力学比拟方法在弹性细杆力学建模和分析中的优势，以及弹性薄壳中面可认为是弹性

细杆中心线的二维扩展，自然希望将此方法推广到弹性薄壳，形成广义的 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 动力学比拟方法．这就需

要经典的曲面论作为其数学基础．经典曲面论的第一和第二类基本量是用点的矢径及其偏导数表达，作为可

变形物体，曲面位形在运动学意义上是无穷维的［１３］ ．引入刚体动力学方法，将弹性薄壳离散化无疑具有理论

和实际意义．
研究表明，弹性薄壳的位形、变形和平衡条件都与刚体运动“等同” ［１４］ ．在直法线假设下，以变形前中面

的坐标为自变量，用刚性正交轴系的姿态坐标及其弯扭度，以及 Ｌａｍé 系数描述变形后中面的位形，弹性薄

壳力学的基本概念都可以得到很好表达．这种表达方法对变形和运动具有连贯性和统一性．弹性薄壳转化为

有限维力学系统，为大幅弹性薄壳的卷揉变形和运动描述提供了新方法和思路．
基于广义 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 动力学比拟方法，考虑变形后的曲面，针对非正交网格，建立两个刚性正交轴系，引

入刚体的姿态坐标，用弯扭度和 Ｌａｍé 系数描述曲面的位形和基本概念，包括曲面的第一、第二基本二次型，
法曲率及其主方向和主曲率等［１５］ ．

约定指标取值为 ｉ， ｊ ＝ １，２；ｋ ＝ １，２，３．

１　 曲面上的正交轴系

设 Ｏξηζ 为惯性参照系，沿坐标轴方向的单位基矢量为 ｅξ，ｅη，ｅζ ．曲面上任意点 Ｐ 的矢径为 Ｒ ＝ Ｒ（ｑ１，
ｑ２）， 其中 ｑ１，ｑ２ 为广义弧坐标．设 Ｒ 具有所需要的各阶连续偏导数．沿坐标线的切矢量 Ｔ ｉ、 Ｌａｍé 系数 Ｔｉ、 单

位切矢量 Ｔ０
ｉ 和弧长微分 ｄＳｉ 依次为

　 　 Ｔ ｉ ＝
∂Ｒ
∂ｑｉ

， Ｔｉ ＝ Ｔ ｉ ， Ｔ０
ｉ ＝

Ｔ ｉ

Ｔｉ
， ｄＳｉ ＝ Ｔｉｄｑｉ， （１）

一般有 Ｔ１·Ｔ２ ≠ ０．在曲面上一点 Ｐ 建立两个刚性正交轴系 （Ｔ０
ｉ ，Ｂ０

ｉ ，Ｎ０），

　 　 Ｎ０ ＝
Ｔ０

１ × Ｔ０
２
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式中 Ｎ０ 为曲面的单位法矢量， ｓｉｎ ϕ ＝ Ｔ０
１ × Ｔ０

２ ， 物理上要求 Ｔ０
１ × Ｔ０

２ ≠０， 见图 １．文献上称 （Ｔ０
ｉ ，Ｂ０

ｉ ，Ｎ０）
为点 Ｐ 的轴系，或 Ｃｏｓｓｅｒａｔ 方向子或活动标架［１４］ ．Ｂ０

ｉ 可以用 Ｔ０
１，Ｔ０

２ 表示为

　 　 Ｂ０
１ ＝ － Ｔ０

１ｃｏｔ ϕ ＋ １
ｓｉｎ ϕ

Ｔ０
２， Ｂ０

２ ＝ － １
ｓｉｎ ϕ

Ｔ０
１ ＋ Ｔ０

２ｃｏｔ ϕ ． （３）

对曲面上任意的曲线 ｑｉ ＝ ｑｉ（ｑ）， 沿 ｑ 坐标线的弧长微分记为 ｄＳ ．切矢量 Ｔｑ、 Ｌａｍé 系数 Ｔｑ 和弧长微分

ｄＳ 依次为

　 　 Ｔｑ ＝ Ｔｑ Ｔ０
１

ｄＳ１

ｄＳ
＋ Ｔ０

２

ｄＳ２

ｄＳ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｔｑ ＝

ｄＲ
ｄｑ

， ｄＳ ＝ Ｔｑｄｑ ． （４）

（ａ） 曲面上点的矢径 （ｂ） 两个正交轴系 （Ｔ０
ｉ ，Ｂ０

ｉ ，Ｎ０） 的相对位置

（ａ） Ｔｈｅ ｒａｄｉｕｓ ｖｅｃｔｏｒ ｏｆ ａ ｐｏｉｎｔ ｏｎ ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ （ｂ） Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ２ ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｆｒａｍｅｓ （Ｔ０
ｉ ，Ｂ０

ｉ ，Ｎ０）

图 １　 曲面上点的矢径和正交轴系

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｒａｄｉｕｓ ｖｅｃｔｏｒ ａｎｄ ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｆｒａｍｅｓ ｏｆ ａ ｐｏｉｎｔ ｏｎ ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ

此方向的单位切矢量 Ｔ０
ｑ 用 α 角表示为

　 　 Ｔ０
ｑ ＝ Ｔ０

１ｃｏｓ α ＋ Ｂ０
１ｓｉｎ α ． （５）

将式（３）的第 １ 式代入式（５），化作

　 　 Ｔ０
ｑ ＝ ｓｉｎ（ϕ － α）

ｓｉｎ ϕ
Ｔ０

１ ＋ ｓｉｎ α
ｓｉｎ ϕ

Ｔ０
２ ． （６）

由此得到其弧长的微分关系为

　 　 ｄＳ１ ＝ ｓｉｎ（ϕ － α）
ｓｉｎ ϕ

ｄＳ， ｄＳ２ ＝ ｓｉｎ α
ｓｉｎ ϕ

ｄＳ， ｄＳ ＝ Ｔｑｄｑ， （７）

或

　 　 ｄｑ１ ＝ －
Ｔｑｓｉｎ（α － ϕ）

Ｔ１ｓｉｎ ϕ
ｄｑ， ｄｑ２ ＝

Ｔｑｓｉｎ α
Ｔ２ｓｉｎ ϕ

ｄｑ ． （８）

两个轴系 （Ｔ０
ｉ ，Ｂ０

ｉ ，Ｎ０） 存在如下关系：

　 　

Ｔ０
２

Ｂ０
２

Ｎ０

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

＝ Φ

Ｔ０
１

Ｂ０
１

Ｎ０

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
， Φ ＝

ｃｏｓ ϕ ｓｉｎ ϕ ０
－ ｓｉｎ ϕ ｃｏｓ ϕ ０

０ ０ １

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
． （９）

２　 曲面的弯扭度

记 ｅｉ１ ＝ Ｔ０
ｉ ，ｅｉ２ ＝ Ｂ０

ｉ ，ｅｉ３ ＝ Ｎ０ ．轴系 （Ｔ０
ｉ ，Ｂ０

ｉ ，Ｎ０） 沿坐标线 ｑ ｊ 的弯扭度 ω ｉｊ 定义为［１４，１６］

　 　
∂ｅｉｋ

∂ｑ ｊ

＝ ω ｉｊ × ｅｉｋ 　 ｏｒ　 ω ｉｊ ＝
１
２ ∑

３

ｋ ＝ １
ｅｉｋ ×

∂ｅｉｋ

∂ｑ ｊ
， （１０）

这是广义 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 比拟下的双自变量弯扭度．以坐标线弧长微分为基准的弯扭度记为 ωＳ
ｉｊ， 两者的关系为

　 　 ω ｉｊ ＝ Ｔ ｊωＳ
ｉｊ ． （１１）
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弯扭度 ωＳ
ｉｊ 的几何意义是点 Ｐ 以单位速度沿 ｑ ｊ 坐标线“运动”时轴系 （Ｔ０

ｉ ，Ｂ０
ｉ ，Ｎ０） 的角速度．

沿任意 α 方向的弯扭度 ωＳ
ｉα 为

　 　 ωＳ
ｉα ＝ ｓｉｎ（ϕ － α）

ｓｉｎ ϕ
ωＳ

ｉ１ ＋ ｓｉｎ α
ｓｉｎ ϕ

ωＳ
ｉ２ ． （１２）

弯扭度的分量形式记为

　 　 ω ｉｊ ＝ ω １
ｉｊＴ０

ｉ ＋ ω ２
ｉｊＢ０

ｉ ＋ ω ３
ｉｊＮ０ ． （１３）

两轴系的弯扭度分量有如下关系：

　 　 ω １
２ｊ ω ２

２ｊ ω ３
２ｊ( )

Ｔ ＝ Φ ω １
１ｊ ω ２

１ｊ ω ３
１ｊ ＋

∂ϕ
∂ｑ ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

， （１４）

其中 ω ｋ
ｉｊ ＝ ω ｉｊ·ｅｉｋ， 矩阵 Φ由式（９）定义．

由矢径对 ｑ１，ｑ２ 偏导次序的可交换性得到对弯扭度和 Ｌａｍé 系数的约束方程：

　 　

∂Ｔ１

∂ｑ２

＝
∂Ｔ２

∂ｑ１
ｃｏｓ ϕ － Ｔ２ ω ３

１１ ＋ ∂ϕ
∂ｑ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ ϕ，

Ｔ１ω ３
１２ ＝

∂Ｔ２

∂ｑ１
ｓｉｎ ϕ ＋ Ｔ２ ω ３

１１ ＋ ∂ϕ
∂ｑ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ ϕ，

Ｔ１ω ２
１２ ＝ Ｔ２（ － ω １

１１ｓｉｎ ϕ ＋ ω ２
１１ｃｏｓ ϕ） ．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

（１５）

此约束是运算和变形规则导致，称之为内约束．

３　 轴系姿态的 Ｅｕｌｅｒ 角和曲面偏微分方程

建立惯性参照系 Ｏξηζ， 轴系 （ｅｉ１， ｅｉ２， ｅｉ３） 相对惯性参照系 （ｅξ，ｅη，ｅζ） 的姿态有多种表达方法，如 Ｅｕ⁃
ｌｅｒ 四元数、李群李代数等［１７⁃２０］，本文用大家熟知的 Ｅｕｌｅｒ 角，见图 ２．

图 ２　 轴系 （ｅｉ１， ｅｉ２， ｅｉ３） 姿态的 Ｅｕｌｅｒ 角

Ｆｉｇ． ２　 Ｅｕｌｅｒ ａｎｇｌｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ａｔｔｉｔｕｄｅ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒａｍｅｓ （ｅｉ１， ｅｉ２， ｅｉ３）

基的变换关系用矩阵表示为［４，１４，１８］

　 　

ｅｉ１

ｅｉ２

ｅｉ３

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
＝ Ｑｉ

ｅξ

ｅη

ｅζ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
，

　 　 Ｑｉ ＝
ｃｏｓ ψｃｏｓ φ ｉ － ｃｏｓ θｓｉｎ ψ ｓｉｎ φ ｉ

－ ｃｏｓ ψｓｉｎ φ ｉ － ｃｏｓ θｓｉｎ ψｃｏｓ φ ｉ

ｓｉｎ ψｓｉｎ θ

æ

è

ç
ç
ç

　
ｃｏｓ φ ｉｓｉｎ ψ ＋ ｃｏｓ ψｃｏｓ θｓｉｎ φ ｉ ｓｉｎ θｓｉｎ φ ｉ

－ ｓｉｎ φ ｉｓｉｎ ψ ＋ ｃｏｓ ψｃｏｓ θｃｏｓ φ ｉ ｓｉｎ θｃｏｓ φ ｉ

－ ｃｏｓ ψｓｉｎ θ ｃｏｓ θ

ö

ø

÷
÷
÷
，

　 　 Ｑ２ ＝ ΦＱ１， （１６）
式中 Φ由式（９）定义．由图 ２ 知， ψ ２ ＝ ψ １， θ ２ ＝ θ １， φ２ ＝ φ１ ＋ ϕ，可略去 ψ， θ 的下标．当给定轴系 （Ｔ０

ｉ ，Ｂ０
ｉ ，Ｎ０）
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后，容易求得 Ｅｕｌｅｒ 角为

　 　 ψ ＝ ａｒｃｔａｎ －
Ｎ０·ｅξ

Ｎ０·ｅη

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， θ ＝ ａｒｃｃｏｓ（Ｎ０·ｅζ）， φ ｉ ＝ ａｒｃｔａｎ

Ｔ０
ｉ·ｅζ

Ｂ０
ｉ·ｅζ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１７）

Ｅｕｌｅｒ 角存在奇点 θ ＝ ｎπ，ｎ ＝ ０，１，…， 此时， ｚ 轴和 ζ 轴重合导致角 ψ 和 φ 不能区分．
由刚体动力学知，用 Ｅｕｌｅｒ 角表达的弯扭度 ω ｉｊ 在基 （ｅｉ１， ｅｉ２， ｅｉ３） 下的矩阵式为［４，１４，１８］

　 　 ω ｉｊ ＝ Θｉ
∂
∂ｑ ｊ

ψ
θ
φ ｉ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
， Θｉ ＝

ｓｉｎ θｓｉｎ φ ｉ ｃｏｓ φ ｉ ０
ｓｉｎ θｃｏｓ φ ｉ － ｓｉｎ φ ｉ ０

ｃｏｓ θ ０ １

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
． （１８）

在惯性参照系 Ｏξηζ 中，曲面上一点 Ｐ 的直角坐标为

　 　 ξ ＝ ξ（ｑ１，ｑ２）， η ＝ η（ｑ１，ｑ２）， ζ ＝ ζ（ｑ１，ｑ２） ． （１９）
式（１）给出曲面的偏微分方程的矢量形式［１４］：

　 　 ∂Ｒ
∂ｑｉ

＝ ＴｉＴ０
ｉ ． （２０）

将单位矢量 Ｔ０
ｉ 用 Ｅｕｌｅｒ 角表示并投影到惯性参照系的基矢量 （ｅξ，ｅη，ｅζ） ．方向余弦矩阵（１６）的第一行

为单位切矢量 Ｔ０
ｉ 在惯性基投影的 Ｅｕｌｅｒ 角表示，导出曲面微分方程的直角坐标形式：

　 　

∂ξ
∂ｑｉ

＝ Ｔｉ（ｃｏｓ ψｃｏｓ φ ｉ － ｃｏｓ θｓｉｎ ψｓｉｎ φ ｉ），

∂η
∂ｑｉ

＝ Ｔｉ（ｓｉｎ ψｃｏｓ φ ｉ ＋ ｃｏｓ ψｃｏｓ θｓｉｎ φ ｉ），

∂ζ
∂ｑｉ

＝ Ｔｉｓｉｎ θｓｉｎ φ ｉ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（２１）

可见，轴系的姿态是由以 ｑ１，ｑ２ 为自变量的姿态坐标 ψ，θ，φ ｉ 确定．再加上 Ｌａｍé 系数和边界条件就能够

确定曲面形态．

４　 曲面的基本二次型和弯扭度表达

曲面第一基本二次型 Ｉ１ 为［１５］

　 　 Ｉ１ ＝ （ｄＳ） ２ ＝ （Ｔｑｄｑ） ２ ＝ Ｅ （ｄｑ１） ２ ＋ ２Ｆｄｑ１ｄｑ２ ＋ Ｇ （ｄｑ２） ２， （２２）
式中 Ｅ ＝ Ｔ１·Ｔ１ ＝ （Ｔ１） ２， Ｆ ＝ Ｔ１·Ｔ２ ＝ Ｔ１Ｔ２ｃｏｓ ϕ， Ｇ ＝ Ｔ２·Ｔ２ ＝ （Ｔ２） ２ 为曲面的第一类基本量．曲面第二基本

二次型为

　 　 Ｉ２ ＝ Ｌ （ｄｑ１） ２ ＋ ２Ｍｄｑ１ｄｑ２ ＋ Ｎ （ｄｑ２） ２， （２３）

其中第二类基本量 Ｌ，Ｍ，Ｎ 及其弯扭度表达为

　 　 Ｌ ＝
∂Ｔ１

∂ｑ１
·Ｎ０ ＝ － Ｔ１·

∂Ｎ０

∂ｑ１

＝ － Ｔ１ω ２
１１，

　 　 Ｍ ＝ １
２

∂Ｔ１

∂ｑ２

＋
∂Ｔ２

∂ｑ１

æ

è
ç

ö

ø
÷·Ｎ０ ＝

　 　 　 　

－ １
２

Ｔ１·
∂Ｎ０

∂ｑ２

＋ Ｔ２·
∂Ｎ０

∂ｑ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － １

２
（Ｔ１ω ２

１２ ＋ Ｔ２ω ２
２１），

∂Ｔ１

∂ｑ２
·Ｎ０ ＝ － Ｔ１·

∂Ｎ０

∂ｑ２

＝ － Ｔ１·（ω１２ × Ｎ０） ＝ － Ｔ１ω ２
１２，

∂Ｔ２

∂ｑ１
·Ｎ０ ＝ － Ｔ２·

∂Ｎ０

∂ｑ１

＝ － Ｔ２·（ω２１ × Ｎ０） ＝ － Ｔ２ω ２
２１，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（２４）
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　 　 Ｎ ＝
∂Ｔ２

∂ｑ２
·Ｎ０ ＝ － Ｔ２·

∂Ｎ０

∂ｑ２

＝ － Ｔ２ω ２
２２，

这里 Ｎ 上的波浪号用来区别法矢量记号，推导中用到了基矢量的正交性．
用角 α 和 Ｔｑｄｑ 表达中面的第二基本二次型 Ｉ２ ．将式（８）代入式（２３），得到

　 　 Ｉ２ ＝ １
ｓｉｎ ϕ

ｓｉｎ（α － ϕ）
Ｔ１

（ － ω １
１１ｓｉｎ α ＋ ω ２

１１ｃｏｓ α）
é

ë
êê － ｓｉｎ α

Ｔ２
（ － ω １

１１ｓｉｎ α ＋ ω ２
１２ｃｏｓ α）

ù

û
úú （Ｔｑｄｑ） ２ ． （２５）

曲面第一和第二基本二次型完全由 Ｔ１，Ｔ２，ω ２
１１， ω １

１２，ω ２
１２，ϕ 这六个因素确定．

５　 曲面的法曲率及其主曲率和主方向

曲面的法曲率 κ ｎ 用第一和第二基本二次型表示为［１５］

　 　 κ ｎ ＝
Ｉ２
Ｉ１

． （２６）

由式（２２）和式（２５），化作法曲率的弯扭度表达式：

　 　 κ ｎ ＝ １
２
（ａｓｉｎ（２α） － ｂｃｏｓ（２α）） ＋ １

２
ｃ， （２７）

式中

　 　

ａ ＝ １
Ｔ１

（ω １
１１ ＋ ω ２

１１ｃｏｔ ϕ） － １
Ｔ２ｓｉｎ ϕ

ω ２
１２，

ｂ ＝ １
Ｔ１

（ω ２
１１ － ω １

１１ｃｏｔ ϕ） ＋ １
Ｔ２ｓｉｎ ϕ

ω １
１２，

ｃ ＝ － １
Ｔ１

（ω ２
１１ ＋ ω １

１１ｃｏｔ ϕ） ＋ １
Ｔ２ｓｉｎ ϕ

ω １
１２ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（２８）

对曲面上给定的点和方向，弯扭度和 Ｌａｍé 系数都是确定的，不同方向的法曲率是 α 的函数．令

　 　
ｄκ ｎ

ｄα
＝ ０， （２９）

导出关于法曲率的驻值方程，即主方向方程

　 　 ａｃｏｓ（２α） ＋ ｂｓｉｎ（２α） ＝ ０． （３０）
解得

　 　 ｔａｎ（２α） ＝ － ａ
ｂ
， （３１）

得到的两个根代表互相垂直的两个主方向：

　 　 α１ ＝ １
２

ａｒｃｔａｎ － ａ
ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， α２ ＝ α１ ＋ π

２
． （３２）

将这两个根依次代入式（２７），得到两个主曲率，记为 κ ｎ１，κ ｎ２：

　 　 κ ｎ１，ｎ２ ＝ １
２
（ａｓｉｎ（２α１，２） － ｂｃｏｓ（２α１，２）） ＋ １

２
ｃ ＝ １

２
（ｃ ± ａ２ ＋ ｂ２ ） ． （３３）

可以证明，这两个主曲率一个为极大，另一个为极小．
在曲面微分几何中，主曲率和主方向用第一和第二类基本量表示为［１５］

　 　 κ ｎ１，ｎ２ ＝ （ＬＧ ＋ ＥＮ － ２ＭＦ） ± （ＬＧ ＋ ＥＮ
　 － ２ＭＦ） ２ － ４（ＥＧ － Ｆ２）（ＬＮ － Ｍ２）

２（ＥＧ － Ｆ２）
， （３４）

对应的主方向为

　 　
ｄｑ２

ｄｑ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｋ

＝ －
Ｍ － κ ｎｋＦ
Ｎ － κ ｎｋＧ

＝－
Ｌ － κ ｎｋＥ
Ｍ － κ ｎｋＦ

． （３５）
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其中由式（８）得

　 　
ｄｑ２

ｄｑ１

＝ － ｓｉｎ α
ｓｉｎ（α － ϕ）

Ｔ１

Ｔ２
． （３６）

将第一和第二基本量代入式（３４）和式（３５），结果是一致的．

６　 沿主方向的弯扭度及其在主方向的投影

计算沿由式（３１）给出的主方向的弯扭度，并计算其沿主方向的投影式．沿主方向的单位切矢量 Ｔ０
α１
，Ｔ０

α２

形成轴系 （Ｔ０
α１
，Ｔ０

α２
，Ｎ０）， 用轴系 （Ｔ０

１，Ｔ０
２，Ｎ０） 表示为

　 　

Ｔ０
α１

Ｔ０
α２

Ｎ０

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

＝
ｃｏｓ α１ ｓｉｎ α１ ０
－ ｓｉｎ α１ ｃｏｓ α１ ０

０ ０ １

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

Ｔ０
１

Ｂ０
１

Ｎ０

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
， （３７）

其中 α１ 为主方向，另一个主方向为 α２ ＝ α１ ＋ π ／ ２，即依次为 Ｔ０
α１
，Ｔ０

α２
方向．将主方向代入式（１２），得到沿主方

向的弯扭度：

　 　
ω１α ｊ

Ｔｑ

＝
ｓｉｎ（ϕ － α ｊ）

ｓｉｎ ϕ
ω１１

Ｔ１

＋
ｓｉｎ α ｊ

ｓｉｎ ϕ
ω１２

Ｔ２
， （３８）

其沿轴系 （Ｔ０
α１
，Ｔ０

α２
，Ｎ０） 的分量为

　 　
ω１α１

Ｔα１

·Ｔ０
α１

＝ １
２

ｂｓｉｎ（２α１） ＋ １
２

ａｃｏｓ（２α１） ＋ １
２

－
ω ２

１１

Ｔ１
ｃｏｔ ϕ ＋

ω １
１１

Ｔ１

＋
ω ２

１２

Ｔ２

１
ｓｉｎ ϕ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （３９）

其中参数 ａ，ｂ 由式（２８）定义，用到了关系式（３７）．将主方向表达式（３１）代入式（３９），并注意到约束方程式

（１５）的第 ３ 式，得到

　 　 ω１α１
·Ｔ０

α１
＝ ０， （４０）

这是主方向的弯扭度特征．同理可得到

　 　 ω１α２
·Ｔ０

α２
＝ ０， （４１）

这个结论与坐标线为曲率线的条件［１５］

　 　 Ｆ ＝ ０， Ｍ ＝ ０ （４２）
是一致的．沿另一主方向的投影 ω１α１

·Ｔ０
α２

为

　 　
ω１α１

Ｔα１

·Ｔ０
α２

＝ － １
２

ａｓｉｎ（２α１） － １
２

ｂｃｏｓ（２α１） ＋ １
２

ｃæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － κ ｎ１ ． （４３）

同理，有

　 　
ω１α２

Ｔα２

·Ｔ０
α１

＝ １
２
（ａｓｉｎ（２α２） － ｂｃｏｓ（２α２）） ＋ １

２
ｃ ＝ κ ｎ２ ． （４４）

结果与式（３３）一致．这也进一步明确了弯扭度的几何意义．

７　 算　 　 例

讨论半径为 Ｒ 的半球面．球面用球坐标 （ｑ１， ｑ２，Ｒ） 表示，其中广义弧坐标 ｑ１ 和 ｑ２ 分别为球面的经度和

纬度坐标，如图 ３ 所示．曲面上点的矢径为

　 　 Ｒ ＝ Ｒｃｏｓ ｑ２（ｅξｃｏｓ ｑ１ ＋ ｅη ｓｉｎ ｑ１） ＋ Ｒｅζ ｓｉｎ ｑ２ ． （４５）
沿 ｑｉ 坐标线的单位切矢量 Ｔ０

ｉ 和单位法矢量 Ｎ０ 分别为

　 　 Ｔ０
１ ＝ － ｅξｓｉｎ ｑ１ ＋ ｅηｃｏｓ ｑ１， Ｔ０

２ ＝ － ｅｒｓｉｎ ｑ２ ＋ ｅζｃｏｓ ｑ２， Ｎ０ ＝ ｅｒｃｏｓ ｑ２ ＋ ｅζ ｓｉｎ ｑ２， （４６）
式中 ｅｒ ＝ ｅξｃｏｓ ｑ１ ＋ ｅη ｓｉｎ ｑ１ ．Ｌａｍé 系数 Ｔｉ 和坐标线的弧长微分 ｄＳｉ 分别为
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　 　 Ｔ１ ＝ Ｒｃｏｓ ｑ２， Ｔ２ ＝ Ｒ， ｄＳ１ ＝ Ｒｃｏｓ ｑ２ｄｑ１， ｄＳ２ ＝ Ｒｄｑ２ ． （４７）
因 Ｔ０

１·Ｔ０
２ ＝ ０， 所以有 ϕ ＝ π ／ ２， Ｂ０

１ ＝ Ｔ０
２， Ｂ０

２ ＝ － Ｔ０
１ ．由式（１０）得到球面的弯扭度为

　 　 ω１１ ＝ ω２１ ＝ ｅζ， ω１２ ＝ ω２２ ＝ ｅξｓｉｎ ｑ１ － ｅηｃｏｓ ｑ１， （４８）
或

　 　 ω１１ ＝ Ｂ０
１ｃｏｓ ｑ２ ＋ Ｎ０ｓｉｎ ｑ２， ω１２ ＝ － Ｔ０

１， ω２１ ＝ Ｔ０
２ｃｏｓ ｑ２ ＋ Ｎ０ｓｉｎ ｑ２， ω２２ ＝ Ｂ０

２ ． （４９）
可见弯扭度 ω１１ ＝ ω２１ 是绕着轴 ｅζ 转动， ω１２ ＝ ω２２ 是绕着轴 Ｔ０

１ ＝ － Ｂ０
２ 转动的“角速度”．代入式（１５），得到约

束方程：

　 　
∂Ｔ１

∂ｑ２

＝ Ｔ２ｓｉｎ ｑ２，
∂Ｔ２

∂ｑ１

＝ ０． （５０）

解得

　 　 Ｔ２ ＝ Ｔ２（ｑ２）， Ｔ１ ＝ ∫Ｔ２（ｑ２）ｓｉｎ ｑ２ｄｑ２ ． （５１）

由式（４７）知，球面的 Ｌａｍé 系数和弯扭度满足约束方程（５０）．但是反之不然．亦即，对于球面的弯扭度，满足

约束方程的 Ｌａｍé 系数，未必是球面的．显然，本例中对应球面的 Ｌａｍé 系数是 Ｔ２ ＝ Ｒ ．

图 ３　 球面坐标和球面上的轴系

Ｆｉｇ． ３　 Ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ａｎｄ ｆｒａｍｅｓ ｏｎ ｔｈｅ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｓｕｒｆａｃｅ

由式（１７）得到轴系 （Ｔ０
ｉ ，Ｂ０

ｉ ，Ｎ０） 姿态的 Ｅｕｌｅｒ 角表达式如下：

　 　 ψ ＝ π
２

＋ ｑ１， θ ＝ π
２

－ ｑ２， φ１ ＝ ０， φ２ ＝ π
２

． （５２）

将式（３５）代入式（２０），得到曲面微分方程

　 　 ∂ξ
∂ｑ１

＝ － Ｔ１ｓｉｎ ｑ１，
∂η
∂ｑ１

＝ Ｔ１ｃｏｓ ｑ１，
∂ζ
∂ｑ１

＝ ０， （５３）

　 　 ∂ξ
∂ｑ２

＝ － Ｔ２ｃｏｓ ｑ１ｓｉｎ ｑ２，
∂η
∂ｑ２

＝ － Ｔ２ｓｉｎ ｑ１ｓｉｎ ｑ２，
∂ζ
∂ｑ２

＝ Ｔ２ｃｏｓ ｑ２， （５４）

Ｔ１ 由式（５１）确定．不同的 Ｔ２ 值对应不同半径的球面，取 Ｔ２ ＝ Ｒ 时就回到式（４５）．
球面的第一和第二类基本量为

　 　 Ｅ ＝ Ｒ２ ｃｏｓ２ｑ２， Ｆ ＝ ０， Ｇ ＝ Ｒ２， （５５）
　 　 Ｌ ＝ － Ｒ ｃｏｓ２ｑ２， Ｍ ＝ ０， Ｎ ＝－ Ｒ ． （５６）

将式（４７）、（４９）和式（５２）中的相关量代入式（２８），得到

　 　 ａ ＝ ｂ ＝ ０， ｃ ＝ － ２
Ｒ

． （５７）

式（２７）给出法曲率为常值 κ ｎ ＝ － １ ／ Ｒ ．显然球面大圆弧的曲率为 １ ／ Ｒ， 表明 Ｉ２ ＜ ０．
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８　 结　 　 语

本文用正交轴系的姿态坐标和弯扭度表达了曲面微分方程、第一和第二基本二次型、法曲率及其主曲率

和主方向．表明了这一方法对描述曲面局部形态的可行性和正确性．可以断言，这一方法同样可以用来表达

曲面的 Ｒｏｄｒｉｇｕｅｓ 方程、Ｗｅｉｎｇａｒｔｅｎ 公式和 Ｇａｕｓｓ 公式以及曲面论的基本方程［１５］ ．从而为弹性薄壳广义 Ｋｉｒｃｈ⁃
ｈｏｆｆ 动力学比拟方法奠定曲面理论基础．

本方法的优势还将体现在对曲面随时间变形和运动的描述上，使正交轴系随空间的运动和随时间的运

动在数学形式上等同．
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