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摘要：　 为研究含间隙直齿锥齿轮系统周期运动与齿面冲击、脱啮、动载间的耦合转迁关系，基于胞映射原理构建

了时变啮合刚度和频率比双参平面，采用改进的 ＣＰＮＦ（ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ⁃Ｐｏｉｎｃａｒé⁃Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｆｌｏｑｕｅｔ）法求解了系统胞元的周

期、冲击、脱啮、动载特性解域界结构．仿真结果表明，在双参解域界内系统存在鞍结、Ｈｏｐｆ、倍化、激变及周期 ３ 等分

岔方式和 ３ 种齿面冲击共存现象，随时变啮合刚度系数递增其冲击和混沌现象加剧．齿面脱啮、齿背接触及动载系

数受齿面冲击和周期分岔的影响而发生突变，在同一界域内随频率比增加而降低，随刚度系数增加而加剧．

关　 键　 词：　 直齿锥齿轮传动系统；　 分岔；　 ＣＰＮＦ 法；　 解域界结构；　 齿面脱啮
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０　 引　 　 言

锥齿轮传动广泛应用于机车、航空、机床等行业传动装置中．含间隙和时变因素的锥齿轮传动系统的非

线性振动对系统运动的稳定性提出了严峻挑战，成为学者们研究的热点．王三民等［１］建立了正交锥齿轮系统

动力学模型并分析了系统分岔和幅值跳跃特性．黄康等［２］ 考虑随机因素探索了间隙的合理范围．Ｗａｎｇ 等［３］

考虑含齿面混合润滑研究了表面粗糙度对齿面冲击的影响．Ｈｕａ 等［４］ 建立了轴承⁃锥齿轮转子有限元模型，
分析了轴承支承刚度对动态啮合力的影响．Ｃａｏ 等［５］ 分析了不同润滑状态下锥齿轮传动系统的非线性动态

特性．李飞等［６］研究了摩擦和重合度对系统振动幅值和啮合力的影响．
小波法［７］、数值法［８］是求解非线性系统分岔特性的常用方法，但在全局分岔特性转迁特性分析上适用

性较差．胞映射理论是研究非线性动态特性转迁的常见方法．在参数域平面内，Ｇｏｕ 等［９］ 采用胞映射研究了

齿轮副模型的周期吸引子分形结构，Ｌｉｕ 等［１０］ 通过对齿轮解域界分析实现了混沌控制，林何等［１１］ 分析了弧

齿锥齿轮传动系统中周期运动的解域界结构．因伪不动点周期求解及追踪 ＣＰＮＦ 法求解效率高，在含间隙的

行星轮系［１２］和单级齿轮系统［１３］的周期求解中获得了成功应用．田亚平等［１４］ 用 ＣＰＮＦ 法研究了单级齿轮系

统的动态特性解域界结构．多参耦合下的解域界结构能有效揭示其动态特性间的耦合及转迁规律．目前，针
对含间隙直齿锥齿轮动态特性参数解域界结构的研究还鲜有报道．

据统计，间隙和时变参数是导致动车齿轮传递装置（图 １）故障和车辆振动超标的主要因素．本文以该锥

齿轮传动系统为研究对象，建立了 ７ 自由度锥齿轮系统动力学模型，采用 ＣＰＮＦ 法求解周期、脱啮、齿面冲

击、动载特性的转迁规律，探索参数组合下系统的周期分岔与齿面冲击及脱啮、动载间的耦合关系，为锥齿轮

结构设计参数选择提供理论依据．

图 １　 齿轮箱

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｂｅｖｅｌ ｇｅａｒｂｏｘ

１　 动力学模型

含弹性支承的直齿锥齿轮传动系统动力学模型如图 ２ 所示［１］ ．两齿轮轴线正交于原点 Ｏ，建立坐标系

∑： {Ｏｘｙｚ } ．两轮支承等效在齿宽中点 Ｏ１，Ｏ２，沿坐标轴的支承刚度和阻尼为 ｋｉｊ，ｃｉｊ（ ｉ ＝ ｘ，ｙ，ｚ； ｊ ＝ １，２） ．ｃｈ，

ｋｈ（ ｔ） 和 ｂｈ 分别为齿轮副啮合的阻尼、时变刚度和齿侧间隙．设主动轮１受到的驱动力矩Ｔｐ 由常量Ｔｐｍ 和变量

Ｔｐｖ 构成；从动轮２受到稳定的阻抗力矩Ｔｇｍ ．忽略齿轮的摆动与弯曲，两个刚性锥盘的振动是分别以Ｏ１，Ｏ２ 为
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中心，沿坐标轴的移动和轴线的转动，即 ８ 个自由度 {Ｘ１， Ｙ１， Ｚ１， Ｘ２， Ｙ２， Ｚ２，θ１， θ２ } ．
考虑振动和误差，两齿轮沿啮合线的动态综合传递误差 Λｎ 为

　 　 Λｎ ＝ （Ｘ１ － Ｘ２）ａ１ － （Ｙ１ － Ｙ２）ａ２ － （Ｚ１ ＋ ｒ１θ１ － Ｚ２ － ｒ２θ２）ａ３ － ｅｎ（ ｔ）， （１）
式中， ａ１ ＝ ｃｏｓ δ１ｓｉｎ αｎ，ａ２ ＝ ｃｏｓ δ１ｃｏｓ αｎ，ａ３ ＝ ｃｏｓ αｎ，δ１ 为主动轮节锥角，αｎ 为法面压力角，ｒ１，ｒ２ 为两轮的节

圆半径．齿轮副的静态综合误差 ｅｎ（ ｔ） 展开成级数形式为

　 　 ｅｎ（ ｔ） ＝ ∑
Ｎ

ｌ ＝ １
Ａｌｃｏｓ（ ｌΩｈ ｔ ＋ Φｌ）， （２）

式中， Ωｈ，Ａｌ 和 Φｌ 为啮合频率、ｌ 阶谐波幅值和初相位．
齿轮副的啮合力 Ｆｎ 及其沿坐标轴的分力 Ｆｘ，Ｆｙ 和 Ｆｚ 分别为

　 　

Ｆｎ ＝ ｋｈ（ ｔ） ｆ（Λｎ） ＋ ｃｈΛｎ，

Ｆｘ ＝ － Ｆｎ（ｓｉｎ αｎｃｏｓ δ１ ＋ ｃｏｓ αｎｓｉｎ δ１） ＝ － ａ４Ｆｎ，

Ｆｙ ＝ Ｆｎ（ｓｉｎ αｎｓｉｎ δ１ － ｃｏｓ αｎｃｏｓ δ１） ＝ ａ５Ｆｎ，

Ｆｚ ＝ Ｆｎｃｏｓ αｎ ＝ ａ３Ｆｎ ．
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（３）

用文献［１５］计算 ｋｈ（ ｔ） 并用级数展开为

　 　 ｋｈ（ ｔ） ＝ ｋｍ ＋ ∑
Ｎ

ｌ ＝ １
ｋｋｌｃｏｓ（ ｌΩｈ ｔ ＋ Φｋｌ）， （４）

式中， ｋｍ，ｋｋｌ 和Φｋｌ 为啮合刚度的均值、ｌ 阶谐波幅值和初相位．结合动车齿轮箱工程计算精度要求，本文选取

一阶级数进行数值仿真计算．
间隙函数 ｆ（Λｎ） 为

　 　 ｆ（Λｎ） ＝
Λｎ － ｂｈ，　 　 Λｎ ＞ ｂｈ，

０， Λｎ ≤ ｂｈ，

Λｎ ＋ ｂｈ， Λｎ ＜ － ｂｈ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（５）

图 ２　 动力学模型

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄｙｎａｍｉｃ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ａ ｓｐｉｒａｌ ｂｅｖｅｌ ｇｅａｒ ｓｅｔ

根据 Ｎｅｗｔｏｎ 第二定律，图 ２ 所示的锥齿轮传动系统振动方程为
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ｍ１Ｘ１ ＋ ｃｘ１Ｘ１ ＋ ｋｘ１Ｘ１ ＝ Ｆｘ，

ｍ１Ｙ１ ＋ ｃｙ１Ｙ１ ＋ ｋｙ１Ｙ１ ＝ Ｆｙ，

ｍ１Ｚ１ ＋ ｃｚ１Ｚ１ ＋ ｋｚ１Ｚ１ ＝ Ｆｚ，

Ｊ１θ１ ＝ Ｔ１ － Ｆｚｒ１，

ｍ２Ｘ２ ＋ ｃｘ２Ｘ２ ＋ ｋｘ２Ｘ２ ＝ － Ｆｘ，

ｍ２Ｙ２ ＋ ｃｙ２Ｙ２ ＋ ｋｙ２Ｙ２ ＝ － Ｆｙ，

ｍ２Ｚ２ ＋ ｃｚ２Ｚ２ ＋ ｋｚ２Ｚ２ ＝ － Ｆｚ，

Ｊ２θ２ ＝ － Ｔ２ ＋ Ｆｚｒ２，

ì

î

í
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ï
ï
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ïï

ï
ï
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ï
ïï

（６）

式中， ｍ１，ｍ２，Ｊ１，Ｊ２ 为两轮的质量和转动惯量．
用沿啮合线的动态综合传递误差 Λｎ 作为新自由度，将式（６）中两齿轮扭振方程合并得

　 　 － ａ１（Ｘ１ － Ｘ２） ＋ ａ２（Ｙ１ － Ｙ２） ＋ ａ３（Ｚ１ － Ｚ２） ＋ Λｎ ＋ ａ３ｃｈΛｎ ／ ｍｅ ＋ ａ３ｋｈΛｎ ／ ｍｅ ＝
　 　 　 　 Ｆｐｍ ／ ｍｅ ＋ Ｆｐｖ ／ ｍｅ ＋ ｅｎ（ ｔ）， （７）

式中，齿轮副等效质量 ｍｅ ＝ Ｊ１Ｊ２ ／ （ ｒ２１Ｊ２ ＋ ｒ２２Ｊ１）；主动轮啮合力的常量和变量部分 Ｆｐｍ ＝ Ｔｐｍ ／ ｒ１ ＝ Ｔ２ ／ ｒ２，Ｆｐｖ ＝

Ｔｐｖｍｅｒ１ ／ Ｊ１ ＝ ∑Ｎ

ｌ ＝ １
ｆＦｌｃｏｓ（ ｌΩＦ ｔ ＋ ΦＦｌ），ΩＦ 为外载荷激励频率， ｆＦｌ 和 ΦＦｌ 为 ｌ 阶谐波幅值和初相位．

将上述方程整理并量纲一化处理得

　 　

ｘ１ ＋ ２ξｘ１ｘ１ ＋ ２ａ４ξｈ１λ ＋ ｋｘ１ｘ１ ＋ ａ４ｋｈ１ ｆ（λ） ＝ ０，

ｙ１ ＋ ２ξｙ１ｙ１ － ２ａ５ξｈ１λ ＋ ｋｙ１ｙ１ － ａ５ｋｈ１ ｆ（λ） ＝ ０，

ｚ１ ＋ ２ξｚ１ｚ１ － ２ａ３ξｈ１λ ＋ ｋｙ１ｚ１ － ａ３ｋｈ１ ｆ（λ） ＝ ０，

ｘ２ ＋ ２ξｘ２ｘ２ － ２ａ４ξｈ２λ ＋ ｋｘ２ｘ２ － ａ４ｋｈ２ ｆ（λ） ＝ ０，

ｙ２ ＋ ２ξｙ２ｙ２ ＋ ２ａ５ξｈ２λ ＋ ｋｙ２ｙ２ ＋ ａ５ｋｈ２ ｆ（λ） ＝ ０，

ｚ２ ＋ ２ξｚ２ｚ２ ＋ ２ａ３ξｈ２λ ＋ ｋｚ２ｚ１ ＋ ａ３ｋｈ２ ｆ（λ） ＝ ０，

－ ａ１ｘ１ ＋ ａ２ｙ１ ＋ ａ３ ｚ１ ＋ ａ１ｘ２ － ａ２ｙ２ － ａ３ ｚ２ ＋ λ ＋ ２ａ３ξｈλ ＋ ａ３ｋｈ ｆ（λ） ＝

　 　 ｆｐｍ ＋ ｆｐｖ ＋ ｆｅΩ２ｃｏｓ（Ωτ），

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（８）

式中

　 　 ｘ ｊ ＝ Ｘ ｊ ／ ｂｎ， ｙ ｊ ＝ Ｙ ｊ ／ ｂｎ， ｚ ｊ ＝ Ｚ ｊ ／ ｂｎ， λ ＝ Λｎ ／ ｂｎ， Ωｎ ＝ （ｋｍ ／ ｍｅ） １ ／ ２，

　 　 Ωｉｊ ＝ （ｋｉｊ ／ ｍ ｊ） １ ／ ２， ξｉｊ ＝ ｃｉｊ ／ （２ｍ ｊΩｎ）， ｋｉｊ ＝ （Ωｊ ／ Ωｎ） ２，　 　 ｉ ＝ ｘ，ｙ，ｚ， ｊ ＝ １，２，

　 　 ξｈｊ ＝ ｃｈ ／ （２ｍ ｊΩｎ）， ｋｈｊ（τ） ＝ ｋｈ（τ） ／ （ｍ ｊΩ２
ｎ）， ξｈ ＝ ｃｈ ／ （２ｍｅΩｎ），

　 　 τ ＝ Ωｔ， Ω ＝ Ωｈ ／ Ωｎ， ｆｐｍ ＝ Ｆｐｍ ／ （ｍｅｂｎΩ２
ｎ）， ｆｐｖ ＝ Ｆｐｖ ／ （ｍｅｂｎΩ２

ｎ），

　 　 ｆｅ ＝ Ａｅｌ ／ ｂｎ， ｋｈ ＝ １ ＋ ∑
Ｎ

ｌ ＝ １

ｋｋｌ

ｋｍ
ｃｏｓ（ ｌΩτ ＋ Φｋｌ）， ｂ ＝ ｂｈ ／ ｂｎ，

　 　 ｆ（λ，ｂ） ＝
λ － ｂ，　 　 λ ＞ ｂ，
０， λ ≤ ｂ，
λ ＋ ｂ， λ ＜ － ｂ，

ì

î

í

ïï

ïï

（９）

ｂｎ 为标称间隙．

２　 系统动态特性仿真指标

２．１　 脱啮占空比和齿背啮合比

轮齿脱啮和齿背接触行为是引起齿面拍击和附加动载荷的主要因素．由文献［１６］知，齿轮啮合的冲击和
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脱啮 （ Ｉ ＝ ０，１，２） 状态可由运动周期中的最小啮合综合误差 λｍｉｎ 与齿侧间隙 ｂ 判断，其判断式为

　 　 Ｉ ＝

０，　 　 λｍｉｎ ＞ ｂ（ｎｏ ｉｍｐａｃｔ， ｍｅｓｈｉｎｇ），

０，　 　 λｍｉｎ ＝ ｂ（ｔｏｏｔｈ ｓｕｒｆａｃｅ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｓｌｉｄｅ， ｍｅｓｈｉｎｇ），

１，　 　 λｍｉｎ ＜ ｂ（ｕｎｉｌａｔｅｒａｌ ｉｍｐａｃｔ， ｎｏｎ⁃ｍｅｓｈｉｎｇ），

１，　 　 λｍｉｎ ＝ － ｂ（ｔｏｏｔｈ ｂａｃｋ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｓｌｉｄｅ， ｎｏｎ⁃ｍｅｓｈｉｎｇ），

２，　 　 λｍｉｎ ＜ － ｂ（ｂｉｌａｔｅｒａｌ ｉｍｐａｃｔ， ｔｏｏｔｈ ｂａｃｋ ｍｅｓｈｉｎｇ） ．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（１０）

脱啮占空比（ｎｏｎ⁃ｍｅｓｈｉｎｇ ｄｕｔｙ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ， δＮＭＤＣ） 和齿背啮合比（ｂａｃｋ⁃ｍｅｓｈｉｎｇ ｄｕｔｙ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ， δＢＭＤＣ） 是

量化系统脱啮冲击严重性的主要指标，设在一个运动周期 Ｔ 内脱啮时间为 ｔ１，齿背啮合时间为 ｔ２，则 δＮＭＤＣ 和

δＢＭＤＣ 为

　 　
δＮＭＤＣ ＝ ｔ１ ／ Ｔ，

δＢＭＤＣ ＝ ｔ２ ／ Ｔ ．{ （１１）

２．２　 动载系数

齿轮强度设计中考虑齿轮振动导致动态啮合力瞬态增大的因数称为动载系数（ｄｙｎａｍｉｃ ｌｏａｄ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ，
δＤＬＣ） ．受支承刚度、箱体结构和重合度等因素影响动载系数计算十分复杂，为突出间隙和时变刚度对动载系

数的影响，定义运动周期内最大啮合力 ｜ ｆｎ（τ） ｜ ｍａｘ 与平均值 ｆｐｍ 之比的平方根为动载系数：

　 　 δＤＬＣ ＝ ｆｎ（τ） ｍａｘ ／ ｆｐｍ ＝ ｋ（τ） ｆ（λ，ｂ） ＋ ２ξｈλ
　

ｍａｘ ／ ｆｐｍ ． （１２）

３　 参数解域结构求解

参数解域结构求解是基于胞映射原理将参数平面进行胞元离散，在胞元内对周期运动采用 ＣＰＮＦ 法延

续追踪判稳获得其周期运动的参数域界结构．在追踪过程中伴随有脱啮、冲击和动载特性的参数解域结构求

解．其基本思想及实施过程如下．
３．１　 参数域胞元化

对多参 γｉ 控制的非自治动力学系统可描述为

　 　 Ｘ（τ） ＝ ｆ（Ｘ（τ），γ ｉ，τ） ＝ ｆ（Ｘ，γ ｉ，τ ＋ Ｔ），　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｋ； τ ∈ Ｒ， （１３）
式中， Ｘ 为 ｎ 维状态向量，τ 为量纲一时间，γ ｉ ∈ ＲＫ 为系统的 ｋ 个控制参数， ｆ 为映射法则．

为分析激励参数 γ ｉ 与响应间的关联机制，在［ｘｌ，ｘｕ］ × ［ｙｌ，ｙｕ］ 二维参数域Θ内对参数离散化为 ｎ × ｍ个

胞元，参数胞为 ｃｉｊ（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ； ｊ ＝ １，２，…，ｍ） ．其中，ｘｌ，ｙｌ 和 ｘｕ，ｙｕ 分别表示 ｘ，ｙ 方向的起点和终点，ｈｉ，ｈ ｊ

为离散胞在 ｘ，ｙ 方向的胞元尺度．ｘ，ｙ 方向的胞尺度 ｈｉ，ｈ ｊ 为

　 　
ｈｉ ＝ （ｘｕ － ｘｌ） ／ ｎ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ，

ｈ ｊ ＝ （ｙｕ － ｙｌ） ／ ｍ， ｊ ＝ １，２，…，ｍ ．{ （１４）

在参数域 Θ 内，从 ｘｌ，ｙｌ 开始得到 ｘ，ｙ 方向上参数的递推关系 ｘｉ，ｙ ｊ 为

　 　
ｘｉ ＝ ｘｌ ＋ ｉｈｉ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ，

ｙ ｊ ＝ ｙｌ ＋ ｊｈ ｊ， ｊ ＝ １，２，…，ｍ ．{ （１５）

则域 Θ 内离散后的各胞元（ｘｉ，ｙ ｊ） 赋值为

　 　

（ｘ０，ｙ０） （ｘ１，ｙ０） … （ｘｎ，ｙ０）

（ｘ０，ｙ１） （ｘ１，ｙ１） … （ｘｎ，ｙ１）

︙ ︙ ︙
（ｘ０，ｙｍ） （ｘ１，ｙｍ） … （ｘｎ，ｙｍ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

． （１６）
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３．２　 动力学行为延拓追踪步骤

参数域 Θ 内各胞元的动力学行为采用 ＣＰＮＦ 法追踪求解．首先沿 ｘ 方向对初始胞元（ｘ０，ｙ ｊ） 用伪不动点

ＰＮＦ 法［１０⁃１１］进行系统运动周期求解并判稳； 然后沿 ｘ方向按步长 ｈｉ 进行延拓追踪、用 Ｆｌｏｑｕｅｔ 乘子 ｜ λ ｜ ｍａｘ 判

断周期运动的稳定性．当 ｜ λ ｜ ｍａｘ ＞ １时周期运动失稳，在该胞元（ｘｉ，ｙ ｊ） 处终止周期追踪判断分岔类型，并用

ＰＮＦ 法重新求解新周期，若求解周期数超过设定值时认定该胞元为混沌或拟周期状态（可用 Ｆｌｏｑｕｅｔ 乘子和

Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数判定），在 （ｘｉ ＋ １，ｙ ｊ） 胞元处重新求解周期数并追踪直至 ｘｕ 结束；当完成 ｘ 方向追踪后，沿 ｙ 方

向递进一层继续追踪求解，直至遍历全域结束．
３．３　 胞元周期解求解过程

ＣＰＮＦ 法周期求解判稳的关键是求方程组（１７）的稳定解

　 　

ｄＸＫ

ｄτ
＝ ｆ（ＸＫ，τ），　 　 　 　 　 　 Ｘ ∈ Ｒｎ，

ｄΦ
ｄτ

＝ ∂ｆ（Ｘ，τ）
∂Ｘ Ｘ ＝ Ｘｋ

·Φ， Φ∈ Ｒｎ×ｎ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１７）

式中， Φ ＝ ＤＰ（Ｘ） 为系统的转迁矩阵［１２］， 其状态方程的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵 ∂ｆ（Ｘ，τ） ／ ∂Ｘ 在 λ ≠ ± ｂ 的分段光滑区

内为

　 　 ｆＸ（Ｘ，τ） ＝

ｄｉａｇ［Ａ１１，Ａ２１，Ａ３１，Ａ１２，Ａ２２，Ａ３２］ Ａ２

０１×１２

Ａ１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

０ １
Ａ３ Ａ４

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

Ｉ１２×１
∂ｆ（λ，ｂ）

∂λ
１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

， （１８）

式中

　 　 Ａｉｊ ＝
０ １

－ ｋｉｊ － ２ξ ｉｊ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，　 　 ｉ ＝ ｘ，ｙ，ｚ， ｊ ＝ １，２，

　 　 Ａ１ ＝ ［ － ａ１［ｋｘ１ ２ξ ｘ１］，ａ２［ｋｙ１ 　 ２ξ ｙ１］，ａ３［ｋｚ１ 　 ２ξ ｚ１］，
　 　 　 　 ａ４［ｋｘ２ 　 ２ξ ｘ２］， － ａ５［ｋｙ２ 　 ２ξ ｙ２］， － ａ３［ｋｚ２ 　 ２ξ ｚ２］］，

　 　 Ａ２ ＝
［０ － ａ４ ０ ａ５ ０ ａ３］ Ｔ·［ｋｈ１ ２ξ ｈ１］

－ ［０ － ａ４ ０ ａ５ ０ ａ３］ Ｔ·［ｋｈ２ ２ξ ｈ２］

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
，

　 　 Ａ３ ＝ （ａ１ａ４ ＋ ａ２ａ５ ＋ ａ２
３）（ｋｈ１ － ｋｈ２） － ａ２

３ｋｈ，
　 　 Ａ４ ＝ （ａ１ａ４ ＋ ａ２ａ５ ＋ ａ２

３）（ξ ｈ１ － ξ ｈ２） － ａ２
３ξ ｈ，

　 　 ∂ｆ（λ，ｂ）
∂λ

＝
１，　 　 λ ＞ ｂ，
０，　 　 λ ＜ ｂ ．{ （１９）

因在 λ ＝ ± ｂ 处 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵不存在，故结合计算精度选取合理步长的有限差分法替代为

　 　 ｆＸ（Ｘ，τ） ≈

ｆ１（Ｘ ＋ ΔＸ１）
ΔＸ１

ｆ１（Ｘ ＋ ΔＸ２）
ΔＸ２

…
ｆ１（Ｘ ＋ ΔＸｎ）

ΔＸｎ

ｆ２（Ｘ ＋ ΔＸ１）
ΔＸ１

ｆ２（Ｘ ＋ ΔＸ２）
ΔＸ２

…
ｆ２（Ｘ ＋ ΔＸｎ）

ΔＸｎ

︙ ︙ ︙
ｆｎ（Ｘ ＋ ΔＸ１）

ΔＸ１

ｆｎ（Ｘ ＋ ΔＸ２）
ΔＸ２

…
ｆｎ（Ｘ ＋ ΔＸｎ）

ΔＸｎ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

． （２０）

方程（１７）以 （Ｘｋ， Ｉ） 为初值积分一个周期 Ｔ获得系统迭代点 Ｘｋ＋ １ 和转迁矩阵 ＤＰ（Ｘｋ） ．令 Ｘｋ ＝ Ｘｋ＋ １ 作

为下次迭代的初始值，迭代到满足精度要求的不动点 ＸＦ，就是式（１３） 的 ｍ倍周期运动 Ｘ（τ） 的不动点．找到
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稳定周期解后，引入分岔参数Ω，采用延续追踪法进行周期追踪．设已求得Ω ＝ Ωｋ（ｋ ＝ ０， １， ２， …） 时，周期 Ｔ
的不动点为 Ｘｋ，用 Ｅｕｌｅｒ 积分法得 Ω ＝ Ωｋ＋ １ 点对应不动点 Ｘｋ＋ １ 的初始不动点 Ｘｋ＋ １，０ 的预测公式［１４］：

　 　
Ｘｋ＋１，０ ＝ Ｘｋ － ［ＧＸ（Ωｋ，Ｘｋ）］

－１ × ＧΩ（Ωｋ，Ｘｋ） × ΔΩ，

Ωｋ＋１ ＝ Ωｋ ＋ ΔΩ，{ （２１）

式中， ΔΩ为追踪步长，ＧＸ（Ωｋ，Ｘｋ） ＝ Ｉ － ＤＰ（Ωｋ，Ｘｋ），ＧΩ（Ωｋ，Ｘｋ） ＝ ＰΩ（Ωｋ，Ｘｋ） ．ＰΩ（Ωｋ，Ｘｋ） 由打靶法建立的

微分方程组（２２）求得

　 　

ｄＸ
ｄτ

＝ ｆ（Ｘ，Ω，τ），　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｘ ∈ Ｒｎ，

ｄＰΩ

ｄτ
＝ ∂ｆ（Ｘ，Ω，τ）

∂Ｘ
·ＰΩ ＋ ∂ｆ（Ｘ，Ω，τ）

∂λ
， ＰΩ ∈ Ｒｎ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２２）

式中

　 　 ｆΩ（Ｘ，Ω，τ） ＝ ｆｅΩ { ２ｃｏｓ（Ωτ） ＋ Ωｓｉｎ（Ωτ） } ［０１×１３ 　 １］ Ｔ ＋

　 　 　 　 αｓｉｎ（Ωτ）［０　 － １　 ０　 １　 ０　 １　 ０　 １　 ０　 － １　 ０　 － １　 ０　 － ４］ Ｔ ／ ４． （２３）
以 （Ｘｋ，Ωｋ） 为初值积分一个映射周期 Ｔ 获得以（Ｘｋ，ＰΩ（Ωｋ，Ｘｋ）） 为追踪参数下的新不动点．

４　 系统动态特性综合分析与解域界

不失一般性，取量纲一仿真参数：
　 　 ξ ｉ １ ＝ ξ ｉ ２ ＝ ０．０１ （ ｉ ＝ ｘ， ｙ， ｚ）， ξ ｈ１ ＝ ξ ｈ２ ＝ ０．０１２ ５， ξ ｈ ＝ ０．０５，
　 　 ｋｉ １ ＝ ｋｉ ２ ＝ １．０， ｋｈ１ ＝ ｋｈ２ ＝ ０．５， ｋｈ ＝ １ ＋ αｃｏｓ（Ωτ），
　 　 ｆｐｍ ＝ ０．５， ｆａｖ ＝ ０．０， ｆｅ ＝ ０．２， ｂ ＝ １．０．

在参数解域界平面内，齿面冲击 ／运动周期 （ Ｉ ／ Ｐ） 类型用特定的颜色表示，其分岔曲线为解域界．齿轮系统常

常稳定运行于短周期状态下，为突出低周期 （Ｐ ＜ ６４） 分岔特性，在 Ｉ ／ Ｐ分岔图中对周期数Ｐ≥６５ 的长周期、
拟周期（ｑｕａｓｉ⁃ Ｐ） 和混沌（ｃｈａｏｓ）运动均用 “ Ｉ ／ Ｎ” 表示．系统的倍化（ＰＤ ｂｉｆ）、鞍结（ＮＳ ｂｉｆ）、檫切［１７］（Ｇ ｂｉｆ）
分岔定义参见文献［１４］，不再赘述．当系统从 Ｉ ／ Ｐ 向 Ｉ ／ （３Ｐ） 状态转迁时，系统发生了齿轮系统典型的周期 ３
分岔（３Ｔ ｂｉｆ），依次类推．

时变啮合刚度系数 α 表征齿轮啮合重合度，其值表征单双对齿啮合不均匀性程度．频率比 Ω表征系统转

速，其值表征系统转速高低．故构建 Ω × α ∈ ［１．２， １．７］ × ［０．０５， ０．５５］ 参数平面（图 ３），在平面内均匀地选

取 ５０１×５０１ 个胞元构建 Ｉ ／ Ｐ 及相应的 δＮＭＤＣ，δＢＭＤＣ，δＤＬＣ 解域界结构．
Ｉ ／ Ｐ 解域界结构（图 ３（ａ））表明：在参数平面内，以周期 １（Ｐ ＝ １， 下同）运动为主，存在 Ｐ ＝ ２，３，９，１０，

１８，３２ 和 ｑｕａｓｉ⁃ Ｐ、 ｃｈａｏｓ 等运动状态；３ 种齿面冲击共存，以单边冲击为主．在 α ＜ ０．１５区域内，随Ω递增系统

发生了 ＳＮ ｂｉｆ 和 ３Ｔ ｂｉｆ，使系统处于 ０ ／ １，１ ／ １，１ ／ ３ 运动状态．在 ０．１５ ＜ α ＜ ０．３ 区域内，系统通过 ＰＤ ｂｉｆ、３Ｔ
ｂｉｆ、ＨＰ ｂｉｆ 等分岔方式进入混沌运动．在 ０．３ ＜ α ＜ ０．５５ 区域内，随 Ω 递增系统发生了 Ｇ ｂｉｆ、３Ｔ ｂｉｆ、３Ｔ ｃｈａｏｓ
和 ＣＩＣ ｂｉｆ 等分岔．在 Ω ＝ １．６ 附近表现出复杂的动力学行为转迁，即在该胞元内动力学行为极其不稳定．沿 α
方向在 Ω ＜ １．２５区间内，系统以 Ｐ ＝ １运动的 ３种冲击转迁为主．在 １．２５ ＜ Ω ＜ １．５区间，系统的动力学行为

较为稳定．当Ω ＞ １．５ 时，系统通过 ＨＰ ｂｉｆ、３Ｔ ｂｉｆ 和 ＣＩＣ ｂｉｆ 的形式使系处于周期⁃混沌⁃周期运动状态．参数解

域界结构表明齿轮啮合重合度是影响齿轮冲击的主要因素，随 α 递增齿面脱啮、齿背接触的概率增大．在系

统的共振频率附近多周期、混沌现象加剧，并出现了齿轮传动系统典型的周期 ３ 分岔行为．
系统 Ｉ ／ Ｐ 解域界结构对应的齿面脱啮、齿背接触和动载特性如图 ３（ｂ）—３（ｄ）所示．图 ３（ｂ）表明，齿轮

脱啮程度随周期分岔和齿面冲击的转迁而阶跃突变，在 １ ／ １ 解域内其脱啮程度并不一致，在 Ｇ ｂｉｆ 分岔线附

近 δＮＭＤＣ 达到极值 ０．５５ 左右．随 α 增大其脱啮程度加剧，而在 １ ／ Ｎ和 ２ ／ Ｎ解域内 δＮＭＤＣ 值并未达到极值，即多

周期或混沌运动下齿面脱啮未必最严重．图 ３（ｃ）表明，在双边冲击的 ２ ／ １ 域界内其齿背接触最为严重达到
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极值 ０．３８ 左右，在 ２ ／ ３、 ２ ／ Ｎ 域界内其齿背接触状态随 α 递增而加剧但没有达到极值，即齿轮啮合的双边冲

击程度与系统混沌现象并无必然联系．图 ３（ｄ）表明，系统的 δＤＬＣ 随齿面冲击和周期运动分岔出现了突变，在
同一解域内其动载系数随 α 递增而增大，在无冲击的 ０ ／ １ 解域内其值较小、在双边冲击的 ２ ／ １、 ２ ／ Ｎ 域界内

达到极值 ２．８．

（ａ） Ｉ ／ Ｐ （ｂ） δＮＭＤＣ

（ｃ） δＢＭＤＣ （ｄ） δＤＬＣ

图 ３　 Ω × α 平面动态特性解域界结构

Ｆｉｇ． ３　 Ｄｙｎａｍｉｃ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｄｏｍａｉｎ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ｉｎ ｔｈｅ Ω × α ２⁃ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｐｌａｎｅ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

为验证 ＣＰＮＦ 法求解的正确性，沿 α 方向以 ０．０５ 等距选取截面，用 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法对 Ω 参数分岔进行数

值计算获得三维 Ｉ ／ Ｐ 分岔图（图 ４）．

图 ４　 Ω × α 双参分岔图

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｉｎ ｔｈｅ Ω × α ２⁃ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｐｌａｎｅ

图 ４ 中，黑、红、蓝色映射点分别对应无冲击、单边冲击和双边冲击，其 Ｉ ／ Ｐ 分岔过程与图 ３（ａ）相匹配验
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证了解界域结构的正确性．因 ＣＰＮＦ 法对周期运动求解追踪过程不用计算瞬态，故较 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法求解效

率高．
为更清晰地展示周期分岔与齿面脱啮的关联关系，取 α ＝ ０．２０，０．４０ 的分岔图如图 ５ 所示．图 ５（ａ）中的

系统通过 ＳＮ ｂｉｆ、３Ｔ ｂｉｆ、ＨＰ ｂｉｆ 和激变（ＣＩＣ ｂｉｆ）分岔方式使系统处于 ０ ／ １， １ ／ １， ２ ／ ３， １ ／ ３， ｑｕａｓｉ⁃ Ｐ， ２ ／ ｃｈａｏｓ，
１ ／ ｃｈａｏｓ，１ ／ １ 运动．图 ５（ｂ）中系统通过 ＳＮ ｂｉｆ、３Ｔ ｂｉｆ、ＰＤ ｂｉｆ 和 Ｃ ｂｉｆ 分岔使系统处于 ２ ／ １，１ ／ １，２ ／ ３，２ ／ ｃｈａｏｓ
运动状态．ＨＰ ｂｉｆ 和 ＳＮ ｂｉｆ 可通过 ＣＰＮＦ 追踪中 Ｆｌｏｑｕｅｔ 乘子 ｜ λ ｜ ｍａｘ 来判定，而 Ｇ ｂｉｆ 与 ＳＮ ｂｉｆ 是通过齿面冲

击类型和 Ｆｌｏｑｕｅｔ 乘子共同判别，若穿越 λ ＝ ± ｂ 截面时 Ｆｌｏｑｕｅｔ 乘子从实数轴方向穿越单位圆则发生了鞍结

分岔，否则为擦切分岔．
取 α ＝ ０．２０ 截面（图 ５（ａ））的部分 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射和相图（图 ６）验证 ＣＰＮＦ 求解的分岔过程．Ω ＝ １．５３１ 时

系统为 １ ／ １ 运动（图 ６（ａ））经 ３Ｔ分岔为 ２ ／ ３ 运动（图 ６（ｂ））， Ｐ ＝ ３ 转迁为 ３ 个焦点（图 ６（ｃ））、Ｈｏｐｆ 圈（图 ６
（ｄ））、扭曲锁相（图 ６（ｅ））直至形成混沌运动（图 ６（ｆ））．即图 ５ 验证了通过周期 ３ 分岔和 Ｈｏｐｆ 分岔使系统

处于 １ ／ １，２ ／ ３，１ ／ １，拟周期和混沌运动．

（ａ） α ＝ ０．２０ （ｂ） α ＝ ０．４０

图 ５　 分岔图

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｖｉａ α

（ａ） Ω ＝ １．５３１ （ｂ） Ω ＝ １．５３５ （ｃ） Ω ＝ １．５６３

（ｄ） Ω ＝ １．５７５ （ｅ） Ω ＝ １．６００ （ｆ） Ω ＝ １．６５０

图 ６　 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射图和相图

Ｆｉｇ． ６　 Ｐｏｉｎｃａｒé ａｎｄ ｐｈａｓｅ ｍａｐｓ

图 ７ 为图 ５（ｂ）中 α ＝ ０．４０时 Ｉ ／ Ｐ 部分的 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射和相图．Ω ＝ １．５２３ 时系统处于 ０ ／ １ 运动（图 ７（ａ））
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经周期 ３ 分岔为 ２ ／ ３ 运动（图 ７（ｂ））， Ｐ ＝ ３ 再经周期 ３ 分岔为 Ｐ ＝ ９（图 ７（ｃ））、 Ｐ ＝ １８（图 ７（ｄ））、……、混
沌运动（图 ７（ｅ））．图 ７ 验证了系统经周期 ３ 分岔进入混沌的过程．

（ａ） Ω ＝ １．５２３ （ｂ） Ω ＝ １．５３４ （ｃ） Ω ＝ １．５３５

（ｄ） Ω ＝ １．５３６ （ｅ） Ω ＝ １．５４０

图 ７　 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射图和相图

Ｆｉｇ． ７　 Ｐｏｉｎｃａｒé ａｎｄ ｐｈａｓｅ ｍａｐｓ

取 α ＝ ０．４０ 截面（图 ５（ｂ））对应的齿面脱啮比、齿背接触比和动载系数分布图（图 ８）．齿面脱啮在齿面

冲击转迁截面发生了突变，在 １ ／ １ 周期区间其脱啮程度随 Ω 递增而减弱（图 ８（ａ））．齿背接触在双边冲击区

域随 Ω 递增而加剧，在阵发性混沌区域存在突变现象（图 ８（ｂ））．动载系数随齿面冲击和周期分岔产生了突

变，随齿面冲击加剧其动载系数俱增（图 ８（ｃ）），在单边冲击区其 δＤＬＣ 随Ω递增而递减，在双边冲击区随Ω递

增而递增．即齿面冲击和周期分岔是影响齿面脱啮、齿背接触及动载特性的主要因素．

图 ８　 脱啮比、动载系数分布图

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ δＮＭＤＣ， δＢＭＤＣ ａｎｄ δＤＬＣ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍｓ

时变啮合刚度和频率比平面内的 Ｉ ／ Ｐ，δＤＬＣ，δＢＭＤＣ 和 δＮＭＤＣ 解域界结构揭示了系统随参数分岔、脱啮、冲
击、动载荷的转迁规律及其关联关系．针对不同速度车型要求，依据解域界结构对转速和重合度参数进行匹

配优化．选取参数时尽量避开混沌、双边冲击和动载较大的参数区域，尽可能在 ０ ／ １ 区域选择合理的重合度

或转速参数能有效地降低啮合冲击、脱啮和动载对齿轮箱的影响，可延长齿轮箱的服役周期、降低设备维护

费用．
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５　 结　 　 论

本文针对 ７ 自由度直齿锥齿轮传动系统的周期分岔、齿面冲击、脱啮和动载特性问题，采用胞映射理论

构建了重合度和转速激励参数平面，用 ＣＰＮＦ 法进行了数值求解获得了 Ｉ ／ Ｐ，δＮＭＤＣ，δＢＭＤＣ 和 δＤＬＣ 解界域结构，
得到了如下结论：

１） 参数平面内基于胞映射理论的 ＣＰＮＦ 法解域界结构求解方法是一种高效的数值求解方法．
２） 含间隙的锥齿轮系统存在鞍结、倍化、Ｈｏｐｆ、激变、擦切和周期 ３ 等分岔现象，随时变啮合刚度系数增

加其齿面冲击加剧，在啮频附近系统的周期运动和齿面冲击最为严重．
３） 系统分岔和齿面冲击转迁导致其齿面脱啮和齿背接触及动载行为产生了突变，在各 Ｉ ／ Ｐ 区域内其值

也随参数波动．随时变啮合刚度系数增大其动态特性加剧．在 １ ／ １和 ２ ／ Ｎ 区域其脱啮最为严重，在 ２ ／ １ 区域内

齿背接触最为严重，其动载系数最大．

参考文献（Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ）：

［１］　 王三民， 沈允文， 董海军． 含间隙和时变啮合刚度的弧齿锥齿轮传动系统非线性振动特性研究［Ｊ］ ． 机械工程学

报， ２００３， ３９（２）： ２８⁃３２．（ＷＡＮＧ Ｓａｎｍｉｎ， ＳＨＥＮ Ｙｕｎｗｅｎ， ＤＯＮＧ Ｈａｉｊｕｎ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄｙｎａｍｉｃａｌ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ
ｏｆ ａ ｓｐｉｒａｌ ｂｅｖｅｌ ｇｅａｒ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｂａｃｋｌａｓｈ ａｎｄ ｔｉｍｅ⁃ｖａｒｙｉｎｇ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ［Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｅｎ⁃
ｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２００３， ３９（２）： ２８⁃３２．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２］　 黄康， 孙亚斌， 程彪． 螺旋锥齿轮副非线性动力学研究［ Ｊ］ ． 合肥工业大学学报， ２０１８， ４１（８）： １００９⁃１０１３．
（ＨＵＡＮＧ Ｋａｎｇ， ＳＵＮ Ｙａｂｉｎ， ＣＨＥＮＧ Ｂｉａｏ． Ｒｅｓｅａｒｃｈ ｏｎ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｂｅｈａｖｉｏｒ ｏｆ ｓｐｉｒａｌ ｂｅｖｅｌ ｇｅａｒ ｐａｉｒ
［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈｅｆｅｉ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， ２０１８， ４１（８）： １００９⁃１０１３．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［３］　 ＷＡＮＧ Ｚ， ＰＵ Ｗ， ＰＥＩ Ｘ， ｅｔ ａｌ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄｙｎａｍｉｃａｌ ｂｅｈａｖｉｏｒｓ ｏｆ ｓｐｉｒａｌ ｂｅｖｅｌ ｇｅａｒｓ ｉｎ ｔｒａｎｓｉｅｎｔ ｍｉｘｅｄ ｌｕｂｒｉｃａ⁃
ｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｔｒｉｂｏｌｏｇｙ Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ， ２０２１， １６０： １０７０２２．

［４］　 ＨＵＡ Ｘ， ＣＨＥＮ Ｚ． Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｒｏｌｌｅｒ ｂｅａｒｉｎｇ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｏｎ ｓｐｉｒａｌ ｂｅｖｅｌ ｇｅａｒ ｄｙｎａｍｉｃｓ［Ｊ］ ． Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ
Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０２０， １２（７）： １⁃９．

［５］　 ＣＡＯ Ｗ， ＨＥ Ｔ， ＰＵ Ｗ， ｅｔ ａｌ． Ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ ｌｕｂｒｉｃａｔｅｄ ｓｐｉｒａｌ ｂｅｖｅｌ ｇｅａｒｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｏｎｔａｃｔ ｐａｔｈｓ［Ｊ］ ． Ｆｒｉｃ⁃
ｔｉｏｎ， ２０２２， １０（２）： ２４７⁃２６７．

［６］　 李飞， 袁茹， 朱慧玲， 等． 计及齿面摩擦的弧齿锥齿轮动态特性［Ｊ］ ． 航空动力学报， ２０２０， ３５（８）： １６８７⁃１６９４．
（ＬＩ Ｆｅｉ， ＹＵＡＮ Ｒｕ， ＺＨＵ Ｈｕｉｌｉｎｇ， ｅｔ ａｌ． Ｄｙｎａｍｉｃ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｓｐｉｒａｌ ｂｅｖｅｌ ｇｅａｒ ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ ｔｏｏｔｈ ｓｕｒｆａｃｅ
ｆｒｉｃｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｅｒｏｓｐａｃｅ Ｐｏｗｅｒ， ２０２０， ３５（８）： １６８７⁃１６９４．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［７］　 张磊， 唐从刚， 王德全， 等． 小波 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法在非线性分岔问题求解中的应用［ Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０２１，４２
（１）： ２７⁃３５．（ＺＨＡＮＧ Ｌｅｉ， ＴＡＮＧ Ｃｏｎｇｇａｎｇ， ＷＡＮＧ Ｄｅｑｕａｎ， ｅｔ ａｌ． Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｗａｖｅｌｅｔ Ｇａｌｅｒｋｉｎ ｍｅｔｈｏｄ ｔｏ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２１，４２（１）： ２７⁃３５．（ ｉｎ
Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［８］　 王树国， 张艳波， 刘文亮， 等． 多间隙二级齿轮非线性振动分岔特性研究［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０１６， ３７（２）：
１７３⁃１８３．（ＷＡＮＧ Ｓｈｕｇｕｏ， ＺＨＡＮＧ Ｙａｎｂｏ， ＬＩＵ Ｗｅｎｌｉａｎｇ， ｅｔ ａｌ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ
ｏｆ ｍｕｌｔｉ⁃ｃｌｅａｒａｎｃｅ ２⁃ｓｔａｇｅ ｇｅａｒ ｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１６， ３７（２）： １７３⁃１８３．（ ｉｎ
Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［９］　 ＧＯＵ Ｘ， ＺＨＵ Ｌ， ＣＨＥＮ Ｄ． Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ａｎｄ ｃｈａｏｓ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｓｐｕｒ ｇｅａｒ ｐａｉｒ ｉｎ ｔｗｏ⁃ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｐｌａｎｅ［Ｊ］ ． Ｎｏｎ⁃
ｌｉｎｅａｒ Ｄｙｎａｍｉｃｓ， ２０１５， ７９（３）： ２２２５⁃２２３５．

［１０］　 ＬＩＵ Ｘ， ＪＩＡＮＧ Ｊ， ＨＯＮＧ Ｌ， ｅｔ ａｌ． Ｗａｄａ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｓ ｉｎｄｕｃｅｄ ｂｙ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｓａｄｄｌｅ ｃｏｌｌｉｓｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｐｈｙｓ⁃
ｉｃｓ Ｌｅｔｔｅｒｓ Ａ， ２０１８， ３８３（２ ／ ３）： １７０⁃１７５．

［１１］　 林何， 洪灵， 江俊， 等． 受激并车弧齿锥齿轮系统两参量平面上解域界结构［Ｊ］ ． 振动工程学报， ２０２１， ３４（５）：
１０２０⁃１０２６．（ＬＩＮ Ｈｅ， ＨＯＮＧ Ｌｉｎｇ， ＪＩＡＮＧ Ｊｕｎ， ｅｔ ａｌ． Ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｄｏｍａｉｎ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ｏｆ ｐｏｗｅｒ ｃｏｍｂｉｎｉｎｇ ｓｐｉｒａｌ ｂｅｖ⁃
ｅｌ ｇｅａｒ ｓｙｓｔｅｍ ｕｎｄｅｒ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｓ ｉｎ ｔｗｏ⁃ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｐｌａｎｅ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０２１， ３４（５）：

５７９第 ８ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 田亚平，等： 直齿锥齿轮分岔脱啮特性参数解域界结构



１０２０⁃１０２６．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））
［１２］　 李同杰， 朱如鹏， 鲍和云， 等． 行星齿轮传动系的周期运动及其稳定性［Ｊ］ ． 振动工程学报， ２０１３，２６（６）： ８１５⁃

８２２．（ＬＩ Ｔｏｎｇｊｉｅ， ＺＨＵ Ｒｕｐｅｎｇ， ＢＡＯ Ｈｅｙｕｎ， ｅｔ ａｌ． Ｃｏｅｘｉｓｔｉｎｇ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｔｈｅｉｒ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ａ ｎｏｎｌｉｎ⁃
ｅａｒ ｐｌａｎｅｔａｒｙ ｇｅａｒ ｔｒａｉｎ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１３， ２６（６）： ８１５⁃８２２．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１３］　 田亚平， 徐璐， 宋佩颉， 等． 基于 ＯＧＹ 的含间隙单级齿轮系统混沌运动控制［Ｊ］ ． 振动与冲击， ２０２０， ３９（１４）：
１７⁃２１．（ＴＩＡＮ Ｙａｐｉｎｇ， ＸＵ Ｌｕ， ＳＯＮＧ Ｐｅｉｊｉｅ， ｅｔ ａｌ． Ｃｈａｏｓ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ａ ｓｉｎｇｌｅ⁃ｓｔａｇｅ ｓｐｕｒ ｇｅａｒ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｂａｃｋ⁃
ｌａｓｈ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ＯＧＹ ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎｄ Ｓｈｏｃｋ， ２０２０， ３９（１４）： １７⁃２１．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１４］　 田亚平， 褚衍东， 饶晓波． 双参平面内单级直齿圆柱齿轮系统动力学特性综合分析［Ｊ］ ． 振动工程学报， ２０１８， ３１
（２）： ２１９⁃２２５．（ＴＩＡＮ Ｙａｐｉｎｇ， ＣＨＵ Ｙａｎｄｏｎｇ， ＲＡＯ Ｘｉａｏｂｏ． Ｄｙｎａｍｉｃ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ａ ｓｉｎｇｌｅ⁃ｓｔａｇｅ
ｓｐｕｒ ｇｅａｒ ｓｙｓｔｅｍ ｉｎ ｔｗｏ⁃ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｐｌａｎｅ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１８， ３１（２）： ２１９⁃２２５．（ ｉｎ
Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１５］　 陈思宇， 谭儒龙， 郭晓冬． 直齿锥齿轮啮合刚度计算方法研究［Ｊ］ ． 机械传动， ２０２１， ４５（９）： ６２⁃６７．（ＣＨＥＮ Ｓｉｙｕ，
ＴＡＮＧ Ｒｕｌｏｎｇ， ＧＵＯ Ｘｉａｏｄｏｎｇ． Ｒｅｓｅａｒｃｈ ｏｎ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ ｍｅｓｈｉｎｇ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｏｆ ｓｔｒａｉｇｈｔ ｂｅｖｅｌ ｇｅａｒ［Ｊ］ ．
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ， ２０２１， ４５（９）： ６２⁃６７．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１６］　 李润方， 王建军． 齿轮系统动力学⁃振动、冲击、噪声［Ｍ］ ． 北京： 科学出版社， １９９７．（ＬＩ Ｒｕｎｆａｎｇ， ＷＡＮＧ Ｊｉａｎｊｕｎ．
Ｇｅａｒ Ｓｙｓｔｅｍ Ｄｙｎａｍｉｃｓ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ， Ｓｈｏｃｋ ａｎｄ Ｎｏｉｓｅ［Ｍ］ ． Ｂｅｉｊｉｎｇ： Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｐｒｅｓｓ， １９９７．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１７］　 史美娇， 徐慧东，张建文． 双侧弹性约束悬臂梁的非光滑擦边动力学［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０２２， ４３（６）： ６１９⁃
６３０．（ＳＨＩ Ｍｅｉｊｉａｏ， ＸＵ Ｈｕｉｄｏｎｇ， ＺＨＡＮＧ Ｊｉａｎｗｅｎ． Ｎｏｎ⁃ｓｍｏｏｔｈ ｇｒａｚｉｎｇ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｆｏｒ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ ｂｉ⁃
ｌａｔｅｒａｌ ｅｌａｓｔｉｃ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２２， ４３（６）： ６１９⁃６３０．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

６７９ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２３ 年　 第 ４４ 卷


