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摘要：  针对不同温度装配件间接触界面的局部滑移问题，建立了三维稳态热弹性局部滑移接触的半解析求解模

型.基于热弹性理论与热传导方程，构建了半空间受热流载荷和力载荷作用下的频响函数并建立了相应的影响系数

矩阵.借助离散卷积-快速 Fourier 变换等数学工具，实现了针对高温压头与热弹性半空间局部滑移接触问题的高效求

解.接触界面间的热量传递满足 Fourier 热传导定律，并且黏/滑状态由 Coulomb 定律确定.基于该半解析模型分析了

不同荷载及温差对表面法向压力分布、摩擦力分布、刚体位移及接触区黏/滑演化行为的影响.研究结果表明，当法

向荷载和切向荷载一定时，温差的上升会导致接触区域的减小，引起接触面法向压力及摩擦力的峰值增大，并且会显

著影响黏着区与滑移区的分布情况.
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Abstract：Aimed  at  the  partial  slip  problem  of  contact  interface  between  assemblies  at  different  temperatures,  a  semi-
analytical  model  for  3D steady-state  thermoelastic  partial  slip  contact  was established.  Based on the thermoelastic  theory
and the heat conduction equation, the frequency response functions of the half space under heat flux and force load were
given,  and  the  corresponding  influence  coefficients  were  established.  With  the  discrete  convolution  and  fast  Fourier
transform (DC-FFT), the partial contact between the rigid high-temperature indenter and the thermoelastic half space was
efficiently solved. The heat conduction behavior was assumed to follow Fourier’s law, and the stick/slip state on the contact
interface  was  determined  under  Coulomb ’s  law.  Based  on  this  semi-analytical  model,  the  effects  of  external  loads  and
temperature differences on the surface pressure distribution, the friction distribution, the rigid body displacement, and the
stick/slip  evolution  behaviors,  were  analyzed  in  detail.  The  numerical  results  show  that,  the  increase  of  the  temperature
difference will lead to a decrease of the contact area, result in an increase of the peak values of the normal pressure and the
friction, and significantly influence the regions of the stick zone and the slip zone.
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0    引　　言

当两个静态接触体受到切向荷载作用时，即使接触物体间没有发生宏观相对运动，在接触区的某些区域

会也发生微小的相对滑移，这种现象被称为“局部滑移”[1]
.另一方面，对于传统的静态接触问题，已有研究表

明接触体间的热量作用会显著影响物体的接触行为.不同温度构件在装配过程中不可避免地存在轻微切向荷

载的作用，此时，接触界面间将处于温差影响下的局部滑移接触状态.不过有关接触体热弹性行为对局部滑移

接触问题影响的研究目前还比较有限，缺少分析热弹性局部滑移界面接触行为的快速分析计算模型.因此，开

展热弹性局部滑移高效求解模型的相关研究对构件装配及界面分析具有重要的实际意义.

对于局部滑移问题，其接触区根据接触表面相对运动状态可分为两种不同的区域，即黏着区和滑移区.在

接触发生过程中，位于黏着区的接触表面位移始终保持一致，不存在相对滑移；反之，处在滑移区的接触表面，

由于界面间的相互作用力无法完全约束接触表面，故而在接触表面间产生了相对滑移.

基于不同的分析方法，如有限元法[2]、边界元法[3] 和半解析法[4]，国内外学者对热弹性接触行为开展了大

量的实验和理论研究，但鲜有针对温差作用下的局部滑移现象的研究.然而对于存在温差的构件，其在装配时

由于表面接触引起的热传导，对接触表面热裂纹、热收缩、残余应力和化学性能都有显著影响，很大程度上会

影响机械部件的功能和可靠性[5]
.

在求解表面接触响应分布时，复杂的热-力耦合条件及考虑黏/滑区的演变，使得求解过程变得相当复

杂.对于这类复杂问题，借助共轭梯度法和离散卷积-快速 Fourier变换的方法[6] 可有效地进行数值求解.已有

的研究表明，该方法可以针对各类复杂接触问题进行高效求解，如非光滑表面接触问题[7]、弹塑性表面接触问

题[8] 以及在切向荷载和扭矩作用下的复杂接触问题[9] 等.

三维条件下的热-力耦合效应是局部滑移接触问题中不可忽视的一项因素，学者们对该领域也进行了一

定的探索，如热源影响下滑动接触问题[10]、粗糙表面温升分布问题[11] 等.对于考虑温差的三维接触问题，由于

其本构关系的复杂性，通常在推导和求解的过程中难度较大，因而难以得到精确的解析解.然而，半解析法相

较于一般的数值方法能够高效率地求解该类问题，并已被成功运用在求解各类的复杂接触问题中，如考虑粗

糙表面的接触问题[12]、瞬态接触问题[13] 等.该方法在求解微动问题过程中，基于解析形式的频响函数得到相应

的影响系数矩阵[14]，将理论基本解与快速数值求解相结合，借助共轭梯度法和快速 Fourier变换等数值方法[15]，

形成理论基本解-快速求解算法的建模思路，快速高效地求解接触问题.在求解过程中，此法选取恰当的计算区

域及相应的网格，在满足精度要求的同时也提高了计算效率.

针对热流影响下的三维局部滑移接触问题，本文给出了热弹性理论下的半空间响应的频率响应函数及相

应的影响系数，并基于离散卷积-快速 Fourier变换与共轭梯度法等数学工具，建立了半空间受刚性热压头作用

下的三维热弹性局部滑移半解析接触模型，实现了对热弹性局部滑移过程中接触响应的高效快速求解.基于

该半解析模型，详细分析了温差和力荷载对局部滑移接触响应的影响. 

1    热弹性局部滑移接触的半解析建模

本节将简要回顾相关热弹性理论以及接触力学基本原理，并以高温球形压头与热弹性半空间的局部滑移

接触问题为例，介绍热弹性局部滑移问题的半解析建模方法. 

1.1   问题描述

Fx

Fx < µP µ

p x y qx qy

Q

恒温刚性球形压头受到法向压力 P的作用与弹性导热半空间相接触并形成接触区 Ω，同时压头还受到

沿 x 轴方向的切向力 的作用.对于本文所研究的局部滑移接触问题而言，压头与半空间不存在宏观滑动，且

接触区压力与摩擦力被认为满足 Coulomb摩擦定律，因此切向力满足 ，其中 为表面摩擦因数.在接触

区中存在压力分布 及沿 ， 方向的摩擦力 ， .假设压头温度与半空间的相对温度差为 T且压头温度高于

半空间温度，同时为了问题的简化，仅考虑热流 在接触区的传导行为，如图 1所示.

124 应 用 数 学 和 力 学 2023 年  第 44 卷

 



对于上述稳态热传导问题而言，温度场应满足如下关系：

∇2T = 0, （1）

∇2式中， 为 Laplace算子.半空间的热弹性行为可用如下本构关系表征：
σxx = λ(εxx +εyy+εzz)+2Gεxx −α(3λ+2G)T,

σyy = λ(εxx +εyy+εzz)+2Gεyy−α(3λ+2G)T,

σzz = λ(εxx +εyy+εzz)+2Gεzz−α(3λ+2G)T,

σxy = σyx = 2Gεxy, σxz = σzx = 2Gεxz, σyz = σzy = 2Gεyz,

（2）

σi j εi j λ α式中， 表示应力的二阶张量分量， 表示应变的二阶张量分量， 和 G 表示 Lamé常数， 表示热膨胀系数，

T表示相对温度差.
  

图 1    热流作用示意图

Fig. 1    Diagram of the heat flow action
 

对于图 1所示热弹性局部接触问题而言，其边界条件一般有四个，其中力荷载边界条件有三个，满足如下

关系： 

σzx (x,y,0) =
{
− qx (x,y) , (x,y) ∈ Ω,
0, (x,y) < Ω,

σzy (x,y,0) =
{− qy (x,y) , (x,y) ∈ Ω,

0, (x,y) < Ω,

σzz (x,y,0) =
{
− p(x,y) , (x,y) ∈ Ω,
0, (x,y) < Ω,

（3）

p(x,y) qx(x,y) qy(x,y)式中， 为接触面内 z 方向的压力分布， ， 分别为 x 及 y 方向的切向力分布.对于本文所研究的

稳态热传导问题，温度场的边界条件满足如下关系：

k
(
∂T (x,y,0)
∂z

)
=

{
−Q (x,y) , (x,y) ∈ Ω,
0, (x,y) < Ω,

（4）

Q(x,y)式中， 为热流分布，k 为热传导系数.此外，位移场、应力场及温度场在远离接触区处应满足如下条件：

if
√

x2+ y2+ z2→∞, ui→ 0, σi j→ 0, T→ 0. （5）

经推导[16]，得到位移场及温度场在 Fourier域下的通解：
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

ûx =

(
−
(
ξx

2z
2Gξ2

+
νξx

2− ξ2
Gξ3

)
q̂x −

(
ξxξyz
2Gξ2

+
νξxξy

Gξ3

)
q̂y −

(
ξx zi
2Gξ
+

(2ν−1)ξxi
2Gξ2

)
p̂− α (ν+1) ξx i

kξ3
Q̂
)
e−ξ z,

ûy =

(
−
(
ξxξyz
2Gξ2

+
νξxξy

Gξ3

)
q̂x −

(
ξy

2z
2Gξ2

+
νξy

2− ξ2

Gξ3

)
q̂y −

(
ξyzi
2Gξ
+

(2ν−1)ξyi
2Gξ2

)
p̂−
α (ν+1) ξy i

kξ3
Q̂
)
e−ξ z,

ûz =

((
− ξx zi

2Gξ
+

(2ν−1)ξxi
2Gξ2

)
q̂x +

(
−
ξyzi
2Gξ
+

(2ν−1)ξyi
2Gξ2

)
q̂y +

(
z

2G
− ν−1

Gξ

)
p̂− (ν+1)α

kξ2
Q̂
)
e−ξz,

T̂ =
e−ξz

kξ
Q̂,

（6）

ξx ξy ξ =
√
ξ2x + ξ

2
y ν

q̂x q̂y p̂ Q̂

式中，上标“^”表示函数在 Fourier域内的形式， ， 表示 Fourier域下的坐标， ， 表示 Poisson

比.分别令 ， ， ， 其中一项为 1，其余项为 0，即可得 Fourier域下作用力或热流作用下的频响函数，由频响

函数即可建立相应的影响系数矩阵[16]
. 

1.2   热弹性局部滑移半解析建模

g δ uz Ip

对于局部滑移问题而言，其表面几何关系如图 2所示.图中，右上角图表示未考虑切向位移情况下的法向

接触示意图，图中 表示接触表面间隙， 表示刚体位移， 表示半空间法向位移， 表示刚性压头轮廓，左上角

图表示法向及切向荷载作用下切向接触示意图，虚线部分表示两接触体的初始位置，实线表示压头在荷载作

用下的实际位置.由图可得表面变形应满足如下几何协调关系：[ ux
uy
uy

]
−

 δx
δy
δz

 =
 sx

sy
g− Ip

 , （7）

ux uy x y δx δy x y sx sy x y式中， ， 分别表示 ， 方向半空间切向位移； ， 分别表示 ， 方向的刚体位移； ， 分别表示 ， 方向的相

对滑移距离.
  

图 2    三维接触模型示意图

Fig. 2    Schematic diagram of the 3D contact model
 

对于法向接触问题而言，存在如下相容条件：
p(x,y) > 0, g (x,y) = 0, (x,y) ∈ Ω, （8）

p(x,y) = 0, g (x,y) > 0, (x,y) ∈ Ω. （9）

而对于局部滑移问题，在黏着区与滑移区应分别满足下述相容条件：

黏着区√
q2

x (x,y)+ q2
y (x,y)≤µ f p(x,y) ,

√
s2

x (x,y)+ s2
y (x,y) = 0； （10）

滑移区√
q2

x (x,y)+ q2
y (x,y) = µ f p(x,y) ,

√
s2

x (x,y)+ s2
y (x,y) > 0. （11）
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图 3    流程图

Fig. 3    The flow chart
 

考虑该系统的全局平衡关系可得

P = ∆x∆y

M∑
i=1

N∑
j=1

p(x,y),

Fx = ∆x∆y

M∑
i=1

N∑
j=1

qx(x,y),

0 = ∆x∆y

M∑
i=1

N∑
j=1

qy(x,y),

（12）

∆x ∆y x y x y式中， ， 分别表示 ， 方向的网格长度；M，N 分别表示 ， 方向的网格数量.离散形式的位移、温差与荷载映

射关系如式 (13)所示：
ux

uy

uz

T

 =


Cux
qx Cux

qy Cux
p Cux

Q

Cuy
qx Cuy

qy Cuy
p Cuy

Q

Cuz
qx Cuz

qy Cuz
p Cuz

Q

0 0 0 CT
Q

∗


qx

qy

p
Q

 , （13）
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C式中，“*”表示卷积运算， 表示与力和热流相关的影响系数矩阵，忽略热流对切向力的影响及忽略力对温差

的影响.根据卷积定理及结合式 (7)，式 (13)可写作如下形式：

g = MIFFT(Ĉuz
p · p̂)+MIFFT(Ĉuz

qx · q̂x)+MIFFT(Ĉuz
qy · q̂y)+MIFFT(Ĉuz

Q · Q̂)−δ+ Ip, （14）

[ sx
sy

]
=

 Cux
qx Cux

qy Cux
p Cux

Q

Cuy
qx Cuy

qy Cuy
p Cuy

Q

∗


qx
qy
p
Q

 = MIFF


 Ĉux

qx Ĉux
qy Ĉux

p Ĉux
Q

Ĉuy
qy Ĉuy

qy Ĉuy
p Ĉuy

Q




q̂x

q̂y

p̂
Q̂


−

[
δx

δy

]
, （15）

T = CT
Q ∗Q = MIFFT(ĈT

Q ·Q), （16）

MIFFT Ĉ式中， 表示逆 Fourier变换运算， 表示 Fourier域下考虑温差与力耦合作用的影响系数，下标表示激励，上

标表示响应.该方程在求解过程中可以运用卷积定理采用 FFT (fast Fourier transform)和 IFFT (inverse fast
Fourier transform)加速求解，计算流程图如图 3所示. 

2    模型有效性分析

4a×4a a 256×
256 p/ p0H qx/ pmax p qx

p0H pmax

本节中将模型分别退化为 0 ℃ 温差下法向荷载作用的接触模型以及不考虑温差作用下的局部滑移接触

模型，选取的计算域大小为 ( 为 Hertz接触半径)，并沿 x 和 y 方向将计算域进行离散，划分为

个网格，计算结果取无量纲法向压力 ，无量纲切向摩擦力 ( ， 分别表示法向压力，切向摩擦力

沿 x 轴的分布， 为平均 Hertz接触压力， 为最大 Hertz接触压力)，将计算结果分别与 Hertz接触压力及

文献 [6]进行对比验证. 

2.1   三维接触法向压力分布的验证

将 0 ℃ 温差下的法向接触计算结果根据 Hertz接触的解析解做相应的无量纲处理并进行对比：

pH (x,y) =
3P

2πa3

√
a2− x2− y2, （17）

a =
1
2

(
3(1− ν) PR

G

) 1
3
, （18）

p0H =
P
πa2 , （19）

pH (x,y) a p0H P
ν

式中， 表示无量纲 Hertz接触压力的分布， 表示 Hertz接触半径， 表示平均 Hertz接触压力， 表示

法向荷载，R 表示压头半径， 表示 Poisson比，G 表示剪切模量.

p/ p0H
T = 0 p/ p0H

三维接触法向压力分布的验证如图 4所示.图中，将无量纲 x/a 作为横坐标，将无量纲法向压力 作为

纵坐标.结果表明：当温差  ℃ 时，将无量纲法向压力 与无量纲 Hertz解析解进行对比，从图中结果来

看，一致性比较好. 

 

 
图 4    半解析法向压力 p 沿 x 轴方向的分布与 Hertz解析解的对比

Fig. 4    Comparison  between  the  distribution  of  semi-analytical  normal

pressure p along the x-axis and the Hertz analytical solution
 

 

 
qx图 5    切向力 沿 x 轴方向的分布

qxFig. 5    The distribution of tangential force   along the x-axis
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2.2   局部滑移模型下的摩擦力分布

P = 20 N 4a×4a µ = 0.285 71

E = 210 GPa R = 18 mm Fx/(µ f P)

将模型退化为不考虑温差作用下的局部滑移接触模型进行分析，对比文献 [6]中不同切向荷载作用下的

切向力沿 x 轴的分布，材料参数与文中一致 (法向荷载 ，计算域 ，摩擦因数 ，半空间弹

性模量 ，压头半径 )，对比结果如图 5所示，图中 m 为无量纲表面荷载 的值.当不

考虑温差对接触行为的影响时 (即 T=0 ℃)，可以看出本文退化模型所得结果与文献 [6]中所示结果一致. 

3    热力耦合分析

在本节中将采用表 1中所给模型参数对热弹性局部滑移问题开展研究.针对温差、切向力等因素对热弹

性局部滑移接触响应的影响开展了详细分析.
  

表 1    模型参数

Table 1    Model parameters
 

model parameter value

P/Nnormal load  20

Fx/Ntangential load  (0 ∼ 0.9)×µ f P

Fy/Ntangential load  0

µ ffriction coefficient  0.3

R/mmball radius  18

pmax/MPamaximum Hertzian pressure  907

E/GPaelastic half space modulus  210

νPoisson’s ratio of elastic half space  0.3

thermal expansion in coefficient elastic half space K 2.0×10−5

Q/(W/(m ·K)elastic half space heat transfer coefficien  ) 60
 

3.1   温差对接触表面力的分布的影响

0.3µ f P

0.9µ f P µ f P

给压头施加高于半空间的温度，分别取 0 ℃，300 ℃，600 ℃，900 ℃，施加压头的切向荷载分别取 和

， 为最大静摩擦因数， 为法向荷载.对压头处于不同温差作用下接触表面力的分布进行分析，结果如

图 6所示.
  

Fx = 0.3µ f P Fx = 0.9µ f P图 6    不同温差、切向荷载下，无量纲切向力沿 x 轴方向的分布：(a)  ；(b) 

Fx = 0.3µ f P Fx = 0.9µ f P

Fig. 6    Distributions of the dimensionless tangential force along the x-axis under different temperature rises and tangential loads:

(a)  ; (b) 
 

qx/ pmax x

Fx = 0.3µ f P

不同温差及切向荷载作用时，无量纲表面摩擦力 沿 轴的分布情况如图 6所示.由图 6(a)中可以看

出在切向荷载 时，接触区内同时存在方向相反的摩擦力分布，并且随着温差的升高，接触区面积减

小，摩擦力峰值增加.而随着切向荷载的增加 (如图 6(b)所示)，可以发现摩擦力方向逐渐发生变化并最终在接

触区内摩擦力全部与外加切向荷载方向相反，此时滑移区面积增加，黏着区逐渐减小.此时，随着温差的增加，

与图 6(a)类似，摩擦力峰值增加，接触区范围减小.通过图 6不难发现，在热弹性局部滑移接触问题中，切向荷
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载的大小会显著影响摩擦力的大小及方向及黏/滑区分布形式，而压头与半空间的温差变化，主要改变接触区

范围及摩擦力峰值.

p/ pmax x
p/ pmax x

Fx = 0 Fx = 0.9µ f P
x x

图 7反映了不同温差作用下，无量纲法向压力 沿 轴的分布情况，图 8反映了 300 ℃ 温差情况下，

无量纲法向压力 在不同荷载作用下沿 轴的分布情况.对比图 7(a)和图 7(b)，不难发现，随着压头与半空

间温差的增大，接触区域减小，无量纲法向压力的峰值显著增加.不同于图 4结果的是：随着切向荷载的施加，

法向压力的峰值不再处于无量纲 x/a=0位置，而是处于 x/a<0的区域，但温差的变化不会使得法向压力极大值

在接触面的位置发生改变.当压头与半空间的温差达到 900 ℃ 时，最大切向力相比 0 ℃ 时增大了 2.3倍之

多.通过图 8不难发现，在切向力对法向力的耦合作用下，当切向荷载从 增大到 时，无量纲法

向压力的极大值逐渐从 轴中心向 轴负半轴方向发生一定的偏移，与切向荷载的作用方向保持一致，结合

图 6(a)、图 6(b)、图 7(a)及图 7(b)中法向压力与摩擦力的分布发生了偏移这一现象，这表明了在局部滑移过

程中接触区域的黏着区会向着荷载增大的方向移动.
  

Fx = 0.3µ f P Fx = 0.9µ f P图 7    不同温差、切向荷载下，无量纲法向压力沿 x 轴方向的分布：(a)  ；(b) 

Fx = 0.3µ f P Fx = 0.9µ f P

Fig. 7    Distributions of the dimensionless normal pressure along the x-axis under different temperature rises and tangential loads:

(a)  ; (b) 
 

  

图 8    300 ℃ 温差下不同切向荷载作用下法向压力沿 x 轴方向的分布

Fig. 8    Distributions of the normal pressure along the x-axis under different tangential loads at a temperature rise of 300 ℃ 

3.2   温差对黏/滑比的影响

(0 ∼ 0.9)×µ f P

为探究刚体位移与温差及外加荷载的关系，本小节将对压头施加高于弹性半空间温度的温差 (300 ℃，

600 ℃，900 ℃)，以及不同的切向荷载 ( )，得到不同温差影响下刚体位移与切向荷载的关系如

图 9所示.

Fx/(µ f P)图 9反映了在温差的影响下，刚体位移随无量纲切向荷载 的变化关系以及温差对刚体位移的影

响情况.随着温差的增大，刚体位移逐渐变大且对于切向荷载的响应逐渐加剧.通过前面的研究发现，随着温

差的增大，接触区域的面积会发生相应减小的现象，但却不能确定接触区域中黏着区和滑移区的相对变化情
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况.基于此问题，施加给压头的法向压力保持 20 N不变，在不同荷载作用下逐渐增大压头与弹性半空间的温

差，计算接触区域的黏着区的面积与滑移区的面积的比值 (本文后续写作黏/滑比)，通过拟合不同工况下黏/滑
比的演化趋势探究温差对黏着区及滑移区的相对变化情况的影响，结果如图 10所示.
  

图 9    不同温差下刚体位移与切向荷载的关系

Fig. 9    Relationships between the rigid body displacement and the tangential load at different temperatures rises
  

图 10    不同切向荷载下黏/滑比与温差的关系

Fig. 10    Relationships between the stick/slip ratio and the temperature under different tangential loads
 

qx/ pmax

0.9µ f P

图 10揭示了在不同荷载作用下黏/滑比随着温差增大的变化趋势，m 为无量纲表面摩擦力 的值.从

图中不难看出：当切向荷载一定时，随着温差的增大，黏/滑比逐渐增大，且增长趋势逐渐随着温差的升高趋于

平缓；随着切向荷载的增大，温差对黏/滑比的影响逐渐减弱，当切向荷载达到 时，随着温差的增大，

黏/滑比始终保持在 0.1 ~ 0.12范围内小幅度增长.研究结果表明：温差会促进两接触体间的黏着，当切向荷载

一定时，温差越大，两物体接触界面的黏/滑比越大；当温差一定时，随着切向荷载的增大，黏/滑比会相应减小. 

4    结　　论

本文基于半解析法研究了三维热-力耦合的局部滑移接触问题，探究了热-力耦合作用下两接触体产生的

局部滑移现象以及表面法向压力及摩擦力的分布，研究结果表明：

1) 当温差一定时，法向压力的最大值会随着切向荷载增大的方向移动，外荷载越大，黏着区越小，黏/滑比

越小；温差越大，表面法向压力及摩擦力的极大值越大，但温差不会造成表面法向压力及摩擦力极大值的

移动.

2) 在相同温差下，随着切向荷载的增大，刚体位移会逐渐增大；当外部切向荷载一定时，随着温差的变大，

刚体位移也会有小幅度的增大.

3) 对于仅考虑准静态接触的情况，随着温差的增大，接触区域会相应减小，但黏着区面积与滑移区面积的
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0.9µ f P

比值反而增大，这表明了温差的增加会促进接触体之间的黏着，且切向荷载越小，温差对黏/滑比的影响越大，

当切向荷载达到 时，随着温差的增大，黏/滑比基本保持不变.
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