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摘要：　 为快速准确重构含有未知初始条件的无约束结构外激励，提出了一种基于稀疏 Ｂａｙｅｓ 学习算法的荷载重构

方法．结合函数拟合的思想建立控制方程，以噪声服从 Ｇａｕｓｓ 分布为先验，在 Ｂａｙｅｓ 模型中使用快速算法，稀疏重构

未知荷载．为合理表达分段拟合中的初始条件，提出了改进的分段拟合手段，以上一分段末状态响应作为可能初始

条件，并辅以低阶振型作为初始位移和初始速度的补充．算例以简化运载火箭模型为研究对象，考虑不同等级噪声

和不同初始条件表达形式的影响，验证方法的精度和效率．
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０　 引　 　 言

随着航空航天技术的快速发展，对运载火箭的优化设计也提出了更高的要求，准确描述其自由运行过程

中的外激励，是结构优化设计的一个重要方面．火箭在运行过程中，外激励通过传感器直接测量往往比较困

难，在此背景下，发展通过响应信息间接获取外部激励的荷载重构方法有着重要意义．
随着荷载重构方法的发展，其不适定性引起了许多学者的关注，而正则化理论被广泛应用于解决各种不

适定性问题［１⁃３］ ．彭凡等［４］ 使用 Ｇｒｅｅｎ 函数构建荷载和响应之间的关系，引入奇异值分解（ＳＶＤ）改善矩阵病

态，进而重构了自由结构的冲击荷载．周玙等［５］综合利用结构的位移模态和应变模态参数实现了应变到位移

的转换，避免了空间积分，反求出位移响应后，结合扩展 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ 正则化实现了基于应变响应的自由体荷载

识别．Ｌｉｕ 等［６］组合 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ 正则化和截断广义奇异值分解（ＴＧＳＶＤ），综合两者的优点，成功识别了动力荷

载．Ｑｉａｏ 等［７］采用三次 Ｂ 样条函数结合截断奇异值分解法（ＴＳＶＤ），解决了冲击荷载识别问题．张超东和黎剑

安［８］利用 Ｋａｌｍａｎ 滤波算法获得了增秩状态向量的最小方差无偏估计，实现了状态和荷载向量的同时识别．
由于 ｌ２ 正则化存在过拟合的现象［ ９］，因此近几年有学者通过稀疏正则化改善这一现象．稀疏正则化所对

应的问题为 ｌ０ 正则化，在数学上是难以求解的，一般凸释放为 ｌ１ 正则化求解．Ｑｉａｏ 等［１０］使用字典建立识别方

程，并采用可分离近似法（ＳｐａＲＳＡ）重构荷载．由于字典质量对识别结果有影响，Ｚｈａｎｇ 等［１１］使用双稀疏字典

学习改善字典的质量，进而改善了识别结果． Ｌｉｕ 和 Ｌｉ［１２］ 使用盲源分离（ＢＳＳ）算法结合正交基追踪算法

（ＯＭＰ），等效识别了时空耦合的分布荷载．Ｓａｍａｇａｓｓｉ 等［１３］使用纵向应变响应在低噪声情况下结合小波相关

矢量机（ＷＲＶＭ）稀疏重构了冲击荷载．Ｙａｎ 和 Ｓｕｎ［１４］通过脉冲响应函数建立荷载与响应的关系，利用冲击荷

载的稀疏特性，使用非负 Ｂａｙｅｓ 学习算法识别了冲击荷载．
针对大维度荷载重构问题时，其计算成本会变得非常大，因此一般常用的手段为分段拟合．对于线性时

不变系统而言，结构响应由初始条件引起的自由振动和荷载引起的强迫振动线性叠加而成，而各分段的初始

条件难以通过测量得到，因此分段拟合最重要的是如何合理表达未知初始条件． Ｐｒａｗｉｎ 和 Ｒａｍａ Ｍｏｈａｎ
Ｒａｏ［１５］表达初始条件的连续递推公式受噪声影响较大，且有误差累积和不适定现象．张开华［１６］ 假设初始条

件为上一段重构荷载作用下结构末状态的响应，但是仅选取末状态响应作为初始条件，会导致重构精度严重

依赖上一步重构结果．考虑到对于一个多自由度系统而言，在外力作用时，通常只会激起一些较低的振型，大
部分高阶振型被激起的分量很小，一般可忽略不计．Ｐａｎ 等［１７］用低阶振型表示初始条件，使用快速软阈值迭

代算法（ＦＩＳＴ）结合 Ｂａｙｅｓ 信息准则（ＢＩＣ）成功识别了未知初始条件下的荷载，但是识别效率较低．在此基础

上，Ｐａｎ 等［１８］采用矩阵正则化构建长时间荷载改善了识别效率，为进一步提高效率，利用各分段可以单独重

构的特点，使用并行算法同时重构所有分段荷载［１９］，但是忽略了各分段之间的联系，不能充分利用上一段的

重构结果．为了能高效处理含有未知初始条件与大维度荷载重构的问题，在现有文献基础上，本文提出利用

线性系统的叠加原理，将荷载使用三角基函数拟合，分别求解了所有荷载基函数作用下的强迫振动响应和低

阶振型，作为初始位移、初始速度的自由振动响应，直接使用稀疏 Ｂａｙｅｓ 学习（ＳＢＬ）算法的快速算法［２０⁃２１］ 对

未知分解系数进行求解．提出了改进分段拟合的思想，将上一分段求解得到的荷载作用在结构上，产生的末

状态响应作为可能初始条件，并使用低阶振型做补充，通过不断更新的系数矩阵，高效完成了大维度荷载重

构问题．

１　 重构方程的建立

对于自由度为 ｎ 的结构体而言，其运动微分方程为
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　 　 ＭＸ（ ｔ） ＋ ＣＸ（ ｔ） ＋ ＫＸ（ ｔ） ＝ Ｆ（ ｔ）， （１）
式中Ｍ，Ｃ，Ｋ分别为结构的质量阵、阻尼阵、刚度阵， Ｘ（ ｔ），Ｘ（ ｔ），Ｘ（ ｔ） 分别为结构的加速度向量、速度向量、
位移向量，Ｆ（ ｔ） 是结构外荷载向量．

假设阻尼为比例阻尼，令 Ｘ ＝ Φｕ， 将其代入式（１），并前乘 ΦＴ， 根据振型的正交性，假设模态截断数为

ｑ， 式（１）可解耦为

　 　 ｕｉ（ ｔ） ＋ ２ξ ｉω ｉｕｉ（ ｔ） ＋ ω ２
ｉ ｕｉ（ ｔ） ＝ ΦＴ

ｉ Ｆ（ ｔ） ＝ ｐｉ（ ｔ），　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｑ， （２）
式中 ｕｉ（ ｔ），ｕｉ（ ｔ），ｕｉ（ ｔ） 分别对应第 ｉ 阶模态加速度、模态速度、模态位移， ξ ｉ，ω ｉ 分别对应第 ｉ 阶阻尼比和自

振圆频率， Φｉ 为第 ｉ 阶质量归一化振型，“Ｔ”表示转置， ｐｉ（ ｔ） 为第 ｉ 阶模态荷载．
对于线性系统而言，含初始条件的结构响应可以分解为无初始条件强迫振动响应和有初始条件自由振

动响应．因此可以先建立无初始条件的响应⁃荷载关系，由 Ｄｕｈａｍｅｌ 积分可知，式（２）的模态加速度响应［２２］为

　 　 ｕｉ（ ｔ） ＝ ｐｉ（ ｔ） ＋ ∫ｔ
０
ｐｉ（τ）ｈｉ（ ｔ － τ）ｄτ， （３）

式中 ｈｉ（ ｔ） ＝
１
ω ε

ｉ

ｅ －ξ ｉω ｉｔ { ［（ξ ｉω ｉ） ２ － （ω ε
ｉ ） ２］ｓｉｎ（ω ε

ｉ ｔ） ＋ （ － ２ξ ｉω ｉω ε
ｉ ）ｃｏｓ（ω ε

ｉ ｔ） } ，ω ε
ｉ ＝ ω ｉ １ － ξ ２

ｉ ．将式（３）在

时间域上离散，得
　 　 ｕｉ ＝ ｈｉｐｉ， （４）

式中 ｕｉ ＝ ［ｕｉ（ ｔ１），ｕｉ（ ｔ２），…，ｕｉ（ ｔＮｔ
）］ Ｔ，ｐｉ ＝ ［ｐｉ（ ｔ１），ｐｉ（ ｔ２），…，ｐｉ（ ｔＮｔ

）］ Ｔ，［ ｔ０ 　 ｔ１ 　 …　 ｔＮｔ
］ 表示间隔为 Δｔ 的

时间序列， Ｎｔ 表示离散的时刻点数，

　 　 ｈｉ ＝

１ ＋ Δｔｈｉ（ ｔ０） ０ … ０
Δｔｈｉ（ ｔ１） １ ＋ Δｔｈｉ（ ｔ０） … ０

︙ ︙ ︙
Δｔｈｉ（ ｔＮｔ－１） Δｔｈｉ（ ｔＮｔ－２） … １ ＋ Δｔｈｉ（ ｔ０）

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

． （５）

假设结构上作用有 Ｎｆ 个荷载，测点有 Ｎｍ 个．由于是线性系统，那么 Ｎｆ 个荷载作用下的结构响应可以分

解为每个荷载单独作用下的响应之和．令 ｆｋ 为第 ｋ个荷载（ｋ ＝ １，２，…，Ｎｆ） 作用在自由度 ｌｋ 的荷载，则其相应

的模态荷载 ｐｉｋ 可表示为

　 　 ｐｉｋ ＝ ϕｉｌｋ ｆｋ， （６）
式中 ϕｉｌｋ 表示第 ｉ 阶模态中自由度为 ｌｋ 处的值， ｆｋ ＝ ［ ｆｋ（ ｔ１）　 ｆｋ（ ｔ２）　 …　 ｆｋ（ ｔＮｔ

）］ Ｔ ．
将式（６）代入式（４）得到第 ｉ 阶模态加速度为

　 　 ｕｉｋ ＝ Ｈｉｌｋ ｆｋ， （７）
式中 Ｈｉｌｋ

＝ ϕｉｌｋｈｉ ．当不考虑噪声影响的情况下， 由振型分解法可得当 ｆｋ 单独作用时， 第 ｊ 个测点的加速度响

应为

　 　 ｘ ｊｋ ＝ ∑
ｑ

ｉ ＝ １
ｕｉｋϕｉ，ｍｊ

＝ Ｇｍｊｌｋ ｆｋ， （８）

式中 Ｇｍｊｌｋ
＝ ∑ ｑ

ｉ ＝ １
ϕｉｍｊ

Ｈｉｌｋ，ｍ ｊ 表示第 ｊ 个测点对应的自由度编号．

在荷载重构领域中，由于通过函数拟合可以改善求解时矩阵的性态，故一般将荷载函数通过一系列的正

交基函数近似展开，因此 ｆｋ（ ｔ） 可表达为

　 　 ｆｋ（ ｔ） ＝ ∑
ｎｂ

ｎ ＝ １
ｙｎｋ ｆ ｂ

ｎｋ（ ｔ）， （９）

式中 ｎｂ 为基函数的个数； ｙｎｋ 表示基函数的系数； ｆ ｂ
ｎｋ（ ｔ） 表示 ｆｋ（ ｔ） 的第 ｎ 组基函数，本文采用三角基函数，其

表达式为

　 　 ｆ ｂ
ｎｋ（ ｔ） ＝

ｃｏｓ［Δω（ｎ － １）πｔ］，　 　 ｎ ｉｓ ｏｄｄ，
ｓｉｎ（Δωｎπｔ）， ｎ ｉｓ ｅｖｅｎ，{ ｎ ∈ { １，２，…，ｎｂ } ， （１０）

式中 ｏｄｄ 表示奇数，ｅｖｅｎ 表示偶数， Δω 表示频率间隔， ｎｂ 和 Δω 可根据响应的频谱和所关心频率综合估算．

３３９第 ８ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 陈先智，等： 基于稀疏 Ｂａｙｅｓ 学习算法的无约束结构荷载重构方法



　 　 对式（９）在时域离散，并代入式（８），得
　 　 ｘ ｊｋ ＝ ＧｍｊｌｋＢｋｙｋ ＝ ａ ｊｋｙｋ， （１１）

称 ａ ｊｋ ＝ ＧｍｊｌｋＢｋ 为元胞，表示当全体荷载基函数分别作用在加载点 ｋ 时，测点 ｊ 响应的集合，式中 ｙｋ ＝ ［ｙ１ｋ 　
ｙ２ｋ 　 …　 ｙｎｂｋ］

Ｔ，

　 　 Ｂｋ ＝

ｆ ｂ
１ｋ（ ｔ０） ｆ ｂ

２ｋ（ ｔ０） … ｆ ｂ
ｎｂｋ（ ｔ０）

ｆ ｂ
１ｋ（ ｔ１） ｆ ｂ

２ｋ（ ｔ１） … ｆ ｂ
ｎｂｋ（ ｔ１）

︙ ︙ ︙
ｆ ｂ
１ｋ（ ｔＮｔ－１） ｆ ｂ

２ｋ（ ｔＮｔ－１） … ｆ ｂ
ｎｂｋ（ ｔＮｔ－１）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

． （１２）

根据叠加原理，测点响应与未知系数的关系为

　 　 ｘ ＝ ∑
Ｎｆ

ｋ ＝ １
Ｘｋ ＝ Ａｙ， （１３）

式中 Ｘｋ ＝ ［ｘＴ
１ｋ 　 ｘＴ

２ｋ 　 …　 ｘＴ
Ｎｍｋ］

Ｔ 表示当仅有荷载 ｆｋ 作用在结构上时，测点响应组成的向量； ｘ ＝ ［ｘＴ
１ 　

ｘＴ
２ 　 …　 ｘＴ

Ｎｍ
］ Ｔ 表示当 Ｎｆ 个荷载同时作用在结构上时，测点响应组成的向量； ｘ ｊ ＝∑Ｎｆ

ｋ ＝ １
ｘ ｊｋ 表示其中第 ｊ 个

测点的响应； ｙ ＝ ［ｙＴ
１ 　 ｙＴ

２ 　 …　 ｙＴ
Ｎｆ
］ Ｔ 为待求的系数向量；本文称由元胞 ａ ｊｋ 组成的矩阵为系数矩阵 Ａ， 其表

达式为

　 　 Ａ ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１Ｎｆ

ａ２１ ａ２２ … ａ２Ｎｆ

︙ ︙ ︙
ａＮｍ１ ａＮｍ２ … ａＮｍＮｆ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

． （１４）

测量响应一般含有噪声，因此式（１３）可以改写为

　 　 ｘ ＝ Ａｙ ＋ 􀆠， （１５）
式中 ｘ 是测量加速度数据向量， 􀆠是与未知噪声有关的向量．

至此建立了已知测点响应和未知系数之间的关系．由于未知噪声 􀆠的存在，直接通过对系数矩阵 Ａ 求

逆，解未知系数 ｙ， 往往会导致较大的误差，因此本文使用 ＳＢＬ 算法求解未知系数 ｙ， 并用式（９）对荷载进行

重构．

２　 稀疏 Ｂａｙｅｓ 学习算法推导

在 Ｂａｙｅｓ 模型中，误差被概率性的建模为零均值 Ｇａｕｓｓ 分布，方差为 σ ２ ［２０］ ．本文假设噪声项 􀆠服从 Ｎ（０，
σ ２Ｉ），Ｉ 表示单位阵，方差 σ ２ 从数据中估计得出，则 ｘ 的似然函数为

　 　 ｐ（ｘ ｜ ｙ，σ ２） ＝
１

２π σ
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｎ

ｅｘｐ － （ｘ － Ａｙ） Ｔ（ｘ － Ａｙ）
２σ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１６）

式中　 　 Ｎ ＝ Ｎｔ × Ｎｍ ．
为了得到稀疏解，假设存在超参 γ ｉ，ｙ 中元素 ｙｉ 的均值为 ０，方差为 １ ／ γ ｉ ．那么 ｙ 的先验表示为

　 　 ｐ（ｙ ｜ γ） ＝
１
２π

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｍ

∏
Ｍ

ｉ ＝ １
γ １ ／ ２

ｉ ｅ －ｙＴγｙ ／ ２， （１７）

式中　 　 Ｍ ＝ Ｎｆ × ｎｂ， γ ＝ ｄｉａｇ γ １，γ ２，…，γＭ( ) ．
边缘似然 ｐ（ｘ ｜ γ，σ ２） 可以通过 ｘ 的似然和 ｙ 的先验积分得到

　 　 ｐ（ｘ ｜ γ，σ ２） ＝ ∫ｐ（ｘ ｜ ｙ，σ ２）ｐ（ｙ ｜ γ）ｄｙ ＝

　 　 　 　 （２π） －Ｎ ／ ２ σ ２Ｉ ＋ Ａγ－１ＡＴ －１ ／ ２ｅｘｐ（ － ｘＴ（σ ２Ｉ ＋ Ａγ－１ＡＴ） －１ｘ ／ ２） ． （１８）
由 Ｂａｙｅｓ 公式，可以得到 ｙ 的后验：

４３９ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２３ 年　 第 ４４ 卷



　 　 ｐ（ｙ ｜ ｘ，γ，σ ２） ＝ ｐ（ｘ ｜ ｙ，σ ２）ｐ（ｙ ｜ γ）
ｐ（ｘ ｜ γ，σ ２）

＝ （２π） －Ｍ ／ ２ Σ ｙ
－１ ／ ２ｅ －（ｙ－μ ｙ） ＴΣ －１ｙ （ｙ－μ ｙ） ／ ２， （１９）

式中

　 　 Σ ｙ ＝ （σ －２ＡＴＡ ＋ γ） －１， （２０）
　 　 μ ｙ ＝ σ －２Σ ｙＡＴｘ， （２１）

其中 Σ ｙ 和 μ ｙ 分别表示 ｙ 的方差和均值．计算出 ｙ 的均值 μ ｙ 后，此时 μ ｙ 即为所求基底系数，结合式（９）即可

重构荷载．为快速确定未知的参数 σ ２ 和超参 γ， 使用文献［２１］中的快速算法．

３　 未知初始条件的处理

采用较小的时间间隔能提高荷载重构的精度，但这也会导致更大的预处理成本．为了提高预处理的效率往

往会将测量响应分成多个沿时间轴移动的分段，荷载按顺序在每个分段单元重构，分段示意图如图 １ 所示．

图 １　 分段重叠拟合

Ｆｉｇ． １　 Ｐｉｅｃｅｗｉｓｅ ｏｖｅｒｌａｐ ｆｉｔｔｉｎｇ

为合理表达每个分段的初始条件，本文结合 ＳＢＬ 算法的稀疏特性，提出改进分段拟合思想，其选用末状

态响应作为可能初始条件，由于可能的初始条件与真实的初始条件有差异，因此引入低阶振型作为初始条件

的补充．
一方面，当完成上一分段计算后，通过重构荷载计算结构的响应，并以最后一个时刻点的响应作为可能初

始条件．另一方面，引入补充初始位移和补充初始速度，其表达式分别为 ｘ０ ＝∑Ｑ

ｓ ＝ １
Φｓ ｙＹ１

ｓ ，ｘ０ ＝∑Ｑ

ｓ ＝ １
Φｓ ｙＹ２

ｓ ， 其

中 ｙＹ１
ｓ 表示与补充初始位移相关的列向量系数， ｙＹ２

ｓ 表示与补充初始速度相关的列向量系数．则由补充初始条

件为 ｘ０ 与 ｘ０ 引起的第 ｊ 个测点自由振动响应可以近似表达为

　 　 ｘＹ
ｊ ＝ ∑

Ｑ

ｓ ＝ １
ｄ ｊｓ ｙＹ１

ｓ ＋ ∑
Ｑ

ｓ ＝ １
ｖ ｊｓ ｙＹ２

ｓ ， （２２）

式中 ｄ ｊｓ 表示初始位移向量仅为 Φｓ 时，引起的第 ｊ 个测点自由振动的加速度响应； ｖ ｊｓ 表示初始速度向量仅为

Φｓ 时，引起的第 ｊ 个测点自由振动的加速度响应； Ｑ 为选取参与组合初始条件模态的数量，本文选取前 ５０ 阶

弹性模态．
将初始条件使用上一分段的末状态响应和补充初始条件表示，则第 ｊ 个测点的加速度响应可以近似表

示为

　 　 ｘ ｊ ＝ ∑
Ｎｆ

ｋ ＝ １
ａ ｊｋｙ ｊ ＋ ａＹ１

ｊ ｙＹ１ ＋ ａＹ２
ｊ ｙＹ２ ＋ ａＳ

ｊ ｙＳ， （２３）

式中 ａＹ１
ｊ ＝ ［ｄ ｊ１ 　 ｄ ｊ２ 　 …　 ｄ ｊＱ］，ｙＹ１ ＝ ［ｙＹ１

１ 　 ｙＹ１
２ 　 …　 ｙＹ１

Ｑ ］ Ｔ 表示相应的系数； ａＹ２
ｊ ＝ ［ｖ ｊ１ 　 ｖ ｊ２ 　 …　 ｖ ｊＱ］，ｙＹ２ ＝

［ ｙＹ２
１ 　 ｙＹ２

２ 　 …　 ｙＹ２
Ｑ ］ Ｔ 表示相应的系数； ａＳ

ｊ 表示通过上一分段重构荷载计算的初始状态引起第 ｊ个测点的响

应元胞，每一分段的计算都需对其进行更新， ｙＳ 表示相应的系数．式（１５）中系数矩阵 Ａ 改写为如下形式：
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　 　 Ａ ＝

ａ１１ … ａ１Ｎｆ
ａＹ１

１ ａＹ２
１ ａＳ

１

︙ ︙ ︙ ︙ ︙
ａＮｍ１ … ａＮｍＮｆ

ａＹ１
Ｎｍ

ａＹ２
Ｎｍ

ａＳ
Ｎｍ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

． （２４）

显然， 当响应为第一个分段含有未知初始条件时， 由于不存在上一分段末状态， 因此， 初始条件使用

式（２２）表示， 即删除式（２４）中与可能初始条件 ａＳ
ｊ （ ｊ ＝ １，２，…，Ｎｍ） 相关的元胞．本文所提方法的流程如图 ２

所示．

图 ２　 所提方法荷载重构流程图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｆｌｏｗｃｈａｒｔ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｌｏａｄ ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ

４　 无约束结构的处理

火箭在自由飞行的过程中是一种无约束结构，这种结构存在刚体运动，而传感器测量的响应为结构的弹

性响应，因此需要剔除结构运动中的刚体运动成分．于是将结构响应分解为刚体响应和弹性响应：
　 　 Ｘ ＝ ＸＲ ＋ ＸＥ， （２５ａ）

　 　 ＸＲ ＝ ∑
ＮＲ

ｉ ＝ １
Φｉｕｉ， （２５ｂ）

　 　 ＸＥ ＝ ∑
ｑ

ｉ ＝ ＮＲ＋１
Φｉｕｉ， （２５ｃ）

式中 ＸＲ 表示结构的刚体响应， ＸＥ 表示结构的弹性响应， ＮＲ 表示刚体模态的数量．因此在基函数 ｆ ｂ
ｉｋ 作用下，

结构的弹性响应可以通过仅求解式（２）中 ＮＲ ＋ １ 及其以后的模态加速度，并代入式（２５ｃ）求得，使用其组建

的系数矩阵 Ａ
－
， 进一步得无约束结构的荷载重构控制方程：

　 　 ｘ ＝ Ａ
－
ｙ ＋ 􀆠， （２６）

式中
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　 　 Ａ
－
＝

ａ－ １１ … ａ－ １Ｎｆ
ａ－ Ｙ１

１ ａ－ Ｙ２
１ ａ－ Ｓ

１

︙ ︙ ︙ ︙ ︙
ａ－ Ｎｍ１ … ａ－ ＮｍＮｆ

ａ－ Ｙ１
Ｎｍ

ａ－ Ｙ２
Ｎｍ

ａ－ Ｓ
Ｎｍ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

， （２７）

式中 （　 －） 表示结构的弹性响应．通过第 ２ 节所提方法求解式（２６）即可重构荷载．

５　 数值算例验证

本文采用文献［２３］中的模拟无约束火箭模型，模型的直径为 ３ ｍ，壁厚为 ０．００５ ｍ，长 ５０ ｍ，１０１ 个节点

分成 １００ 个单元，相邻节点间隔为 ０．５ ｍ，弹性模量 Ｅ ＝ ７ × １０１０ Ｎ ／ ｍ２，剪切模量 Ｇ ＝ ２．６５ × １０１０ Ｎ ／ ｍ２，各节

点加集中质量 １ ６００ ｋｇ，绕纵轴的转动惯量为 １００ ｋｇ·ｍ２，绕横轴的转动惯量为 ５０ ｋｇ·ｍ２，基频为 １．０５ Ｈｚ，阻
尼比为 ０．０１，采样频率为 １ ０００ Ｈｚ ．响应计算使用前 ５０ 阶弹性模态．本文选取 ４０１ 个基函数，采用等间隔频

率 Δω ＝ ０．２５ Ｈｚ ．
采用整体相对误差 （Ｒ） 定量地衡量荷载重构精度，其表达式如下：

　 　 Ｒ ｊ ＝
‖ｆＩｊ － ｆＴｊ‖１

‖ｆＴｊ‖１

× １００％， （２８）

式中， Ｒ ｊ 表示第 ｊ 个重构荷载的整体相对误差， ｆＴｊ 表示第 ｊ 个真实荷载向量， ｆＩｊ 表示重构的第 ｊ 个荷载向量，
‖·‖１表示向量的 １⁃范数．

为了模拟真实情况，对加速度响应数据施加 Ｇａｕｓｓ 白噪声，公式如下所示：

　 　 ｘ ＝ ｘ ＋ δ
Ｎ
‖ｘ‖１Ｒ， （２９）

式中 ｘ表示含有噪声的加速度测量数据， ｘ表示不含噪声的加速度数据， δ 表示噪声等级， Ｒ表示 Ｇａｕｓｓ 随机

矩阵，维度为 Ｎ × １．
５．１　 所提方法有效性验证

为了验证本文所提方法的有效性， 假设有 ３ 个荷载作用在结构上， 荷载作用在距离顶端 ０．５ ｍ，１．５ ｍ，
２．５ ｍ 处，荷载作用方向为横向，荷载的时间历程函数为

　 　

ｆ１（ ｔ） ＝ １．５ｓｉｎ（３４πｔ） ＋ １．５ｓｉｎ（２６πｔ），

ｆ２（ ｔ） ＝ ２３ｓｉｎ（４０πｔ） ＋ １０ｓｉｎ（６０πｔ），

ｆ３（ ｔ） ＝ １５ｃｏｓ（２６πｔ） ＋ １０ｓｉｎ（４０πｔ） ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（３０）

模型的初始位移和初始速度如图 ３、图 ４ 所示．

图 ３　 初始位移

Ｆｉｇ． ３　 Ｉｎｉｔｉａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ

６ 个加速度传感器安装在距离顶端 １ ｍ，２ ｍ，３ ｍ，４ ｍ，５ ｍ，５．５ ｍ 处，使用 ５％，１０％和 １５％三个噪声等级

验证方法的抗噪性．
在不同噪声等级下，使用本文所提的方法三点加载荷载重构结果如图 ５ 所示．由图中可以看出，本文所

提方法重构的荷载都基本和原荷载重合，验证了本文方法对于不同噪声水平的鲁棒性和可行性．
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为了说明所提方法的优势，将本文所提方法与文献［２４］中加权 ｌ１ 正则化方法（ｗｅｉｇｈｔｅｄ ｌ１⁃ｎｏｒｍ ｒｅｇｕｌａｒｉ⁃
ｚａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ）在计算精度和效率上进行比较．由于两种方法采用相同的基函数，所以预处理即计算荷载基函

数结构响应的时间成本相同，因此在两种方法的计算成本对比上，仅列出计算式（２６）所需的时间．

图 ４　 初始速度

Ｆｉｇ． ４　 Ｉｎｉｔｉａｌ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ

图 ５　 本文所提方法不同噪声水平下荷载重构结果

Ｆｉｇ． ５　 Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｏｉｓｅ ｌｅｖｅｌｓ

由表 １ 可知，本文所提方法与加权 ｌ１ 正则化方法在重构精度上相差无几，但是计算的平均时长仅为 ０．６８ ｓ，
而加权 ｌ１ 正则化方法的平均时间则需要 ６１７．０２ ｓ ．以 １５％的噪声为例，荷载重构的结果如图 ６ 所示，从图中

可以看出，本文所提方法和加权 ｌ１ 正则化方法均能比较准确地重构出真实荷载，仅在幅值处有略微的差别．
由上可以得出，本文所提方法和加权 ｌ１ 正则化方法都能够处理未知初始条件下的荷载重构问题，且在

几乎相同求解精度的情况下，本文所提方法通常能够更快地获取重构结果．
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表 １　 重构精度与计算时间

Ｔａｂｌｅ １　 Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ａｃｃｕｒａｃｉｅｓ ａｎｄ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｔｉｍｅｓ

ｎｏｉｓｅ ｌｅｖｅｌｓ

ｐｒｏｐｏｓｅｄ

５％ １０％ １５％

ｒｅｆ．［２４］

５％ １０％ １５％
ｆ１ １．８７％ ３．５５％ １０．０８％ ３．１７％ １０．７１％ １０．９８％
ｆ２ ０．３７％ ０．６７％ １．８２％ ０．０１％ ０．２０％ ０．３５％
ｆ３ ０．９９％ １．６７％ ２．８２％ ０．６５％ ６．３４％ ９．３９％

ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ ｔｉｍｅ ０．６８ ｓ ６１７．０２ ｓ

图 ６　 １５％噪声水平下不同方法的荷载重构结果

Ｆｉｇ． ６　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ ｗｉｔｈ ａ １５％ ｎｏｉｓｅ ｌｅｖｅｌ

５．２　 改进分段拟合验证

为验证本文选取初始条件表达方式的合理性，式（２４）中的初始条件项仅由低阶振型表达［１８］和本文所提

改进分段拟合做比较．至于仅考虑将上一分段末状态作为初始条件的情况［１６］，由于受上一步计算结果影响，
结合本文方法后，重构效果非常不理想，因此本文便不再与其进行比较．

假设荷载加载点距离顶端 ０ ｍ，２ ｍ，４ ｍ，加速度传感器距离顶端 ０．５ ｍ，１．５ ｍ，２．５ ｍ，３．５ ｍ，４．５ ｍ 和 ５．５
ｍ，加速度响应数据施加 １５％的噪声，测量的加速度响应时间为 ４ ｓ ．对响应曲线进行分段，本文所提改进分

段拟合思想重叠长度为 ０，每段时间长为 ２ ｓ ．根据测点和加载点位置调用相应的元胞，组成系数矩阵．荷载函

数表达式为

　 　

ｆ１（ ｔ） ＝ ２３ｔｅ －４５π（ ｔ －３） ２ｓｉｎ（５６πｔ） ＋ ３２ｓｉｎ（３７πｔ）ｓｉｎ（１１πｔ），

ｆ２（ ｔ） ＝ ４０ｔｅ －２５π（ ｔ －２．５） ２ｓｉｎ（２０πｔ） ＋ ２７ｃｏｓ（４１πｔ）ｓｉｎ（４πｔ），

ｆ３（ ｔ） ＝ ６０ｔｅ －５π（ ｔ －１） ２ｓｉｎ（１０πｔ） ＋ ４０ｃｏｓ（５πｔ）ｓｉｎ（１３πｔ） ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（３１）
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仅使用低阶振型表达初始条件的重构结果和本文所提改进分段拟合的重构结果如图 ７、图 ８ 所示．为了

清楚对比两种不同初始条件表达的荷载重构效果，将图 ７ 中重构荷载 ｆ２ 第 ２ 秒的衔接点放大，如图 ９（ａ）所
示，同样将图 ８ 中荷载 ｆ２ 第 ２ 秒的衔接点放大，如图 ９（ｂ）所示，并结合表 ２ 可以明显看出，仅使用低阶振型

表达初始条件的重构结果并不理想，而本文所提改进分段拟合的重构结果基本与真实荷载重合，并且两者在

计算效率上也几乎相同．由此可以得出，本文所提改进的分段拟合是合理、有效的．

图 ７　 仅使用低阶振型表达初始条件

Ｆｉｇ． ７　 Ｏｎｌｙ ｌｏｗ⁃ｏｒｄｅｒ ｍｏｄｅｓ ｕｓｅｄ ｔｏ ｅｘｐｒｅｓｓ ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

表 ２　 ３ 种重构方式识别结果对比

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ３ ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ

ｆｏｒｃｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ δ ／ ％ ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ ｔｉｍｅ ｔ ／ ｓ

ｏｎｌｙ ｌｏｗ⁃ｏｒｄｅｒ ｍｏｄｅｓ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ

ｉｎｉｔｉａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

ｆ１ ５８．４８

ｆ２ １３９．６６ ６２２．９１

ｆ３ １０５．３２

ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｐｉｅｃｅｗｉｓｅ ｆｉｔｔｉｎｇ

ｆ１ ２．５６

ｆ２ ４．７７ ６１９．２３

ｆ３ ６．０３

ｎｏ ｓｅｇｍｅｎｔａｔｉｏｎ

ｆ１ １１．５８

ｆ２ ２３．５７ １ ２０３．２６

ｆ３ １６．７２

　 　 对比不分段和分段的整体相对误差，分段之后精度比不分段的精度略好，这是因为选择了合适的分段长
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度并且荷载比较复杂．采用分段拟合重构荷载所需时间约占不分段重构荷载的 １ ／ ２，这是由于不分段意味着

预处理所需计算响应的时间维度更大，相应的时间成本也更大．由此，本文所提的改进分段拟合方法，在采用

合适分段长度的情况下，能够高效准确重构大维度的复杂荷载．
由上可知，本文提出分段拟合的思想能明显提升计算效率，对于复杂的荷载分段拟合也能够提高反演精

度．针对大维度荷载重构问题，本文认为分段长度不宜太长，太长会导致预处理的成本过大，当荷载比较复杂

时还会导致重构精度降低．

图 ８　 改进分段拟合

Ｆｉｇ． ８　 Ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｐｉｅｃｅｗｉｓｅ ｆｉｔｔｉｎｇ ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ

（ａ） 仅使用低阶振型表达初始条件

（ａ） Ｏｎｌｙ ｌｏｗ⁃ｏｒｄｅｒ ｍｏｄｅｓ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ｉｎｉｔｉａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ
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（ｂ） 改进分段拟合

（ｂ） Ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｐｉｅｃｅｗｉｓｅ ｆｉｔｔｉｎｇ ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ

图 ９　 衔接点放大图

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ａｒｔｉｃｕｌａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔ ｅｎｌａｒｇｅｍｅｎｔ

６　 结　 　 论

本文针对含有未知初始条件无约束结构的荷载重构问题，提出基于 ＳＢＬ 算法荷载识别方法结合改进分

段拟合提高了整体的计算效率，并在识别过程中利用了上一分段的识别结果，通过合理的初始条件表达方

式，改善了识别的精度．数值结果也表明，本文方法较现在流行方法能够更快速地重构荷载，且通过不同等级

噪声下的重构结果，验证了本文方法具有较强的鲁棒性；和仅使用低阶振型表达初始条件相比，采用的改进

分段拟合更加合理；改进的分段拟合手段在采用合适的分段长度的情况下，和不分段的识别结果相比，也能

够以较高的精度重构荷载．
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