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摘要：　 加筋板结构是航空航天结构设计中常见的承载部件，可以在保证加筋板性能的基础上减轻其结构质量，能
够带来巨大的实际效益．因此，加筋板结构的轻量化设计一直是航空航天领域的研究重点．基于同步失效的概念，设
计了一种新型的弧形加筋板，旨在充分利用加筋肋的轴向承载能力．同时，基于平铺刚度法，准确预测了弧形加筋板

的临界屈曲载荷．最后采用粒子群优化算法对弧形加筋板进行了轻量化设计．算例结果表明，弧型加筋板承载能力

优异，轻量化设计效果显著，具有良好的优化效果．
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０　 引　 　 言

加筋板具有较高的比强度和刚度，因此在航空航天工业中得到了广泛应用．结构屈曲是加筋薄板的主要
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破坏形式，所以如何准确地预测屈曲承载力具有十分重要的工程意义．截至目前，加筋板的稳定性问题已经

得到了较多理论和试验上的研究．面向四边简支的加筋薄板，王伟和吴梵［１⁃２］ 通过线弹性理论求解了其整体

屈曲临界应力．李彦娜和董科［３］深入研究了铝合金加筋板的轴压极限强度．伴随计算机性能的快速发展，有
限元方法由于其方便和精度高的优势迅速得到普及．与此同时，面向加筋板结构的有限元力学性能分析方法

也受到了工程界的青睐．张振兴等［４］对矩形薄板脱层约束的屈曲现象进行了数值模拟，通过建立精细化有限

元模型获得了相应结构的屈曲承载极限．朱菊芬等［５］为进一步分析层合板壳脱层问题，建立了一个新的参考

面单元，并就脱层尺寸对屈曲载荷的影响规律进行了深入探讨．叶广宁等［６］对有限元与工程计算结果进行了

详细对比，并发现两者结果较为吻合．江玮等［７］研究了结构参数对加筋板性能的影响，同时总结了加筋板类

型和结构参数对承载力的敏感程度．但需要注意的是，航空航天实际工程结构常由非线性塑性材料组成，因
此需要考虑加筋板的后屈曲承载力．黄丕帅和陈昆［８］利用有限元分析软件 ＡＮＳＹＳ 对均匀受压下的加筋板进

行了后屈曲承载能力研究，讨论了加筋肋的刚性与柔性问题以及加筋板的极限承载能力，并从试验分析、理
论计算以及有限元仿真三个方面进行了详细对比．黄丽华等［９］ 进一步研究了层合加筋板，对在承受压缩、剪
切或压剪复合荷载下加筋板的弹性屈曲及后屈曲行为进行了分析研究．近年来，随着复合材料的快速发展，
其在航天领域展现出巨大的实用价值，引起了学者们对复合材料加筋板的广泛关注．刘毅等［１０］ 推导了考虑

铺层复合材料加筋板屈曲和后屈曲极限承载力的解析解．高伟等［１１］ 在对变厚度复合材料加筋板轴压作用下

的变厚度加筋板进行试验时发现，其屈曲后仍然具备一定的后屈曲承载能力．石峰等［１２］ 采用高阶剪切变形

理论分析了复合材料层合板的屈曲问题，然后根据虚功原理推导出了复合材料层合板在面内载荷作用下临

界屈曲的控制微分方程．吴菁等［１３］推导了复合材料帽型加筋层合板的纵向和横向弯曲刚度．王平远等［１４］ 基

于非局部应变梯度理论，研究了功能梯度纳米板结构的弯曲和屈曲问题．此外，工程结构在服役过程中不仅

需要考虑其服役环境，其极限承载力也会受到制造工艺的限制．面向受热力耦合作用下的加筋薄板，李若愚

和王天宏［１５］推导了其具体的屈曲临界载荷表达式．任慧龙等［１６］指出加筋薄壁结构在工程中往往通过焊缝连

接，其焊缝的承载力对结构具有显著影响．万育龙和朱旭光［１７］ 进一步考虑了多种应力组合模式和多种初始

缺陷组合模式下加筋板的极限强度．上述研究工作表明，加筋板由于其良好的力学性能，在工程中具有重要

的应用价值．但是，随着科学技术的快速发展，航空航天结构愈加复杂，相应地，对结构的力学性能和经济性

要求越来越高，而传统的加筋板在使用过程中存在材料利用率低、承载力不够和制造成本过高等问题，因此

如何深入挖掘材料潜能、提高结构承载力和降低制造成本至关重要．
为了解决上述问题，结构优化设计理论应运而生．其核心思想是在保证结构安全性的前提下，大幅减小

制造成本，从而实现结构安全性和经济性的完美平衡．朴春雨和章怡宁［１８］ 对飞机结构中加筋板的几何尺寸

进行了优化设计．满林涛和杨婵［１９］考虑了工艺可实施性，大幅提升了矩形加筋板的承载能力．施利娟等［２０］进

一步兼顾了强度及稳定性，使铝合金加筋板在不同的载荷范围内都能满足安全性与经济性需求．然而，由于

传统的尺寸设计方法可设计的空间有限，因此如何拓展薄壁加筋板的可设计性、给出加筋肋的最优形状和布

局，对于进一步提高材料利用率至关重要．王博等［２１］提出了宏观和微观协同设计方法，通过对主层级稀疏加

筋和次层级密集点阵同步设计，有效地提升了材料利用率．崔荣华等［２２］ 采用了拓扑优化理论对加强筋优化

布局进行了相关探索．Ｍｅｎｇ 等［２３］通过调整加筋肋的形状提出了弧形加筋圆柱壳，大幅扩大了设计空间，从
而获得了比经典设计更优的设计结果．常楠等［２４］和赵群等［２５］对复合材料加筋构件的布局和形状进行了协同

优化．王栋和李正浩［２６］将布局设计方法拓展至频率优化问题．此外，加筋薄板在屈曲约束的非线性程度极高，
优化模型往往存在多个局部最优解，且基于有限元分析的优化问题求解需要反复迭代，计算量巨大，所以需

要建立高效、稳定的全局优化策略．郝鹏等［２７］ 针对轴压作用下的加筋柱壳后屈曲性能优化计算量较大的问

题，提出了一种基于代理模型和等效刚度模型的混合优化策略，并运用基于等效刚度的平铺加筋模型进行优

化设计，以代替试验设计中大量的精细有限元分析．李刚和孟增［２８］ 通过拉丁超立方策略构造了代理模型，并
基于自适应更新代理模型，直至满足需求．张洪波［２９］采用多目标优化设计方法，在降低了材料使用率的同时

提高了结构可靠性．郑俊锋等［３０］针对均布平压载荷下四边简支的矩形加筋板，通过解析推导大幅提高了拓

扑优化的计算效率．截止目前，在面向加筋板壳结构的优化设计方面已取得了丰硕的成果．然而随着航空航
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天结构的大型化和设计的精细化需求，其强度与轻量化设计之间的矛盾日益突出．所以，如何深层次挖掘材

料潜能和降低结构承载能力具有重要的工程意义．
因此，本文基于同步失效的概念，提出了一种新型的弧形加筋板，旨在有效地利用其轴向承载力的潜力，

使其在满足设计要求的条件下，结构质量更轻、结构效率更高．同时，基于平铺刚度法，准确预测了弧形加筋

板的临界屈曲载荷．随后，采用粒子群优化算法对其进行了轻量化设计．算例结果表明，弧型加筋板承载能力

优异，轻量化设计效果显著，具有良好的优化效率．

１　 弧形加筋板

１．１　 背景

正交网格加筋板结构由蒙皮和等直筋肋组成，如图 １ 所示．对于加筋板结构，其主要屈曲形式包括蒙皮

局部屈曲、筋条局部屈曲和整体屈曲等．工程中常用的加筋板结构多为中等长度的加筋板结构，若筋条先于

蒙皮发生局部屈曲将会大幅降低加筋板的承载能力，相比而言，蒙皮的局部屈曲能够提供更高的承载能力．
本文采用的加筋板模型如图 １ 所示，板长 Ｌ ＝ １ ２００ ｍｍ，板宽 Ｗ ＝ ８００ ｍｍ，板厚 Ｈ ＝ １ ｍｍ，筋肋高 ｈ ＝ ２４

ｍｍ ．结构单轴加载，四边简支．

图 １　 正交网格加筋板示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｇｒｉｄ ｓｔｉｆｆｅｎｅｄ ｐｌａｔｅ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

对于传统的正交网格加筋板结构，考虑其受双向均布荷载，如图 １（ｂ）所示，该模型采用二重 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级
数作为位移函数，满足简支边界条件．设沿坐标三个方向满足位移边界条件的位移函数分别为

　 　 ｕ ＝ Ａｍｎｃｏｓ（ｍαｘ）ｓｉｎ（ｎβｙ）， （１）
　 　 ｖ ＝ Ｂｍｎｓｉｎ（ｍαｘ）ｃｏｓ（ｎβｙ）， （２）
　 　 ｗ ＝ Ｃｍｎｓｉｎ（ｍαｘ）ｓｉｎ（ｎβｙ）， （３）

其中， α ＝ π ／ Ｌ，β ＝ π ／ Ｗ，Ｌ，Ｗ 分别为板在 ｘ，ｙ 方向的几何尺寸；Ａｍｎ，Ｂｍｎ，Ｃｍｎ 为待定系数，ｍ 和 ｎ 分别表示 ｘ
和 ｙ 方向的半波数．利用蒙皮和筋条刚度的叠加原理可以计算加筋板的等效刚度．整体等效刚度表示如下：

　 　 Ａ ＝ Ａｓｋ ＋ Ａｓｔ， （４）
　 　 Ｂ ＝ Ｂｓｋ ＋ Ｂｓｔ， （５）
　 　 Ｄ ＝ Ｄｓｋ ＋ Ｄｓｔ， （６）

式中， Ａ，Ｂ 和 Ｄ 分别表示拉伸刚度系数、耦合刚度系数和弯曲刚度系数，上标 ｓｋ 和 ｓｔ 分别代表蒙皮和筋条．
根据改进的大挠度理论，加筋板任意点的应变分量可以由中间表面的应变和曲率得到：

　 　

ε ｘ ＝ ε ０
ｘ ＋ ｚｋｘ，

ε ｙ ＝ ε ０
ｙ ＋ ｚｋｙ，

γ ｘｙ ＝ γ ０
ｘｙ ＋ ２ｚｋｘｙ，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（７）

其中

　 　 ε ０
ｘ ＝ ｕ，ｘ， ε ０

ｙ ＝ ｖ，ｙ， γ ０
ｘｙ ＝ ｕ，ｙ ＋ ｖ，ｘ， ｋｘ ＝ － ｗ，ｘｘ， ｋｙ ＝ － ｗ，ｙｙ， ｋｘｙ ＝ － ｗ，ｘｙ ． （８）
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矩形板内力和内力矩表示如下：

　 　 {Ｎｘ，Ｎｙ，Ｎｘｙ } ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

{σ ｘ，σ ｙ，τ ｘｙ } ｄｚ， {Ｍｘ，Ｍｙ，Ｍｘｙ } ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

{σ ｘ，σ ｙ，τ ｘｙ } ｚｄｚ ． （９）

对于筋肋，考虑筋肋和蒙皮位移的连续性，其几何方程依然采用式（７）．其本构方程可以用均匀化原理表

示为

　 　 σ ｘ ＝
１
ｂ

Ｅε ｘ， σ ｙ ＝
１
ｄ

Ｅε ｙ， τ ｘｙ ＝
１
ｂ

Ｇγ ｘｙ， τ ｙｘ ＝
１
ｄ

Ｇγ ｙｘ， （１０）

　 　 ｂ ＝ Ｗ ／ Ｎａ， ｄ ＝ Ｌ ／ Ｎｃ， （１１）
其中， Ｎａ 为纵向（ｘ 轴方向） 筋条数，Ｎｃ 为横向（ｙ 轴方向）筋条数．筋肋截面单位长度内力和内力矩为

　 　

Ｎｘ ＝ Ａｓσ ｘ ＝
ＡｓＥ
ｂ

ε ｘ， Ｎｙ ＝ Ａｒσ ｙ ＝
ＡｒＥ
ｄ

ε ｙ，

Ｍｘ ＝
ＥＩ

－

ｓ

ｂ
κ ｘ ＝

ＥＩｓ
ｂ

＋
Ｅｚ２ｓＡｓ

ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷ κ ｘ， Ｍｙ ＝

ＥＩ
－

ｒ

ｄ
κ ｙ ＝

ＥＩｒ
ｄ

＋
Ｅｚ２ｒ Ａｒ

ｄ
æ

è
ç

ö

ø
÷ κ ｙ，

Ｍｘｙ ＝
ＧＪｓ

２ｂ
＋
ＧＪｒ

２ｄ
æ

è
ç

ö

ø
÷ κ ｘｙ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（１２）

　 　 Ａｓ ＝ Ａｒ ＝ ｔｈ， ｚｓ ＝ ｚｒ ＝ （ｈ ＋ Ｈ） ／ ２， Ｉｓ ＝ Ｉｒ ＝ ｔｈ３ ／ １２， （１３）

　 　 Ｊｓ ＝ Ｊｒ ＝
ｔ３ｈ
１６

１６
３

－ ３．３６ ｔ
ｈ

１ － ｔ４

１２ｈ４
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （１４）

对于拉弯耦合，考虑到

　 　 （Ａｓｔ
ｉｊ ，Ｂｓｔ

ｉｊ ，Ｄｓｔ
ｉｊ ） ＝ ∫Ｑｓｔ

ｉｊ（１，ｚ，ｚ２）ｄｚ， （１５）

所以，对于筋肋有

　 　 Ｂｓｔ
ｉｊ ＝ ∫Ｑｓｔ

ｉｊ ｚｄｚ ＝ Ｑｓｔ
ｉｊ ｈｚｓ ＝ Ａｓｔ

ｉｊ ｚｓ ． （１６）

１．２　 模型描述

正交网格加筋板作为一种经典的加筋板结构，其加筋肋在每个位置的高度都相同．这就导致板体的屈曲

破坏沿径向分布不均匀．如图 ２ 所示，传统正交网格加筋板中部屈曲变形小于上下两侧受力侧的屈曲变形，
大于左右两侧的屈曲变形．由此可知，失效发生在板上下两侧的局部区域，板中部并未达到失效状态．因此，
加筋板的承载能力还有进一步提高的空间．

图 ２　 传统网格加筋板

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ ｇｒｉｄ ｓｔｉｆｆｅｎｅｄ ｐｌａｔｅ

根据优化理论中的同步失效准则，当加筋板各个位置的材料同时失效时，材料利用率最大，质量最小．此
时，加筋板的屈曲变形和破坏沿板体高度均匀分布，可以显著提高结构的承载力．为此，本文设计了一种新型

的弧形加筋板，其轴向和横向筋肋高度分别沿 ｘ和 ｙ 方向呈弧形曲线．如图 ３ 所示，当径向筋肋中间部分高度

大于两侧高度时，刚度也会随之变化．可以推断，弧形设计的加强筋能改变结构的刚度分布，进而使轴向半波

均匀分布．因此，沿轴向加筋板体可以实现同步失效，其材料利用率也得到了明显提高．为了建立该模型，本
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文采用了二次函数来描述弧形加强筋高度的变化，弧形加强筋高度 ｚ 与纵坐标 ｘ 之间的关系如下：
　 　 ｚ ＝ ａｘ２ ＋ ｂｘ ＋ ｃ ． （１７）

上式边界条件为

　 　
ｚ ＝ ｈｅ，　 　 ｘ ＝ ± Ｌ

２
，

ｚ ＝ ｈｍ，　 　 ｘ ＝ ０ ．

ì

î

í
ïï

ïï
（１８）

将式（１８）代入式（１７），可得到

　 　 ｚ ＝
４（ｈｅ － ｈｍ）

Ｌ２ ｘ２ ＋ ｈｍ， （１９）

式中， ｈｅ 表示加强筋末端高度，ｈｍ 表示加强筋中部高度．如图 ４ 所示，当 ｈｍ ＞ ｈｅ 时，加强筋具有凸弧形形状；
当 ｈｍ ＜ ｈｅ 时，加强筋呈凹弧形；当 ｈｍ ＝ ｈｅ 时，弧形加强筋退化为传统等直加筋．

图 ３　 弧形网格加筋板

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ａｒｃ ｇｒｉｄ ｓｔｉｆｆｅｎｅｄ ｐｌａｔｅ

图 ４　 带凸筋和凹筋的弧形加筋板示意图

Ｆｉｇ． ４　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｉｆｆｅｎｅｄ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ｃｏｎｖｅｘ ａｎｄ ｃｏｎｃａｖｅ ａｒｃ ｒｉｂｓ

１．３　 平铺刚度法

对于非均匀分布的加筋肋，传统的内力等效法无法得到精确的刚度系数．因此，可以采用能量等效的方

法，将非均匀高度加筋肋等效为均匀高度加筋肋，其等效刚度系数可通过应变能公式获得．弧形加强筋可分

为凸型和凹型两种，当加强筋为凸型 （ｈｍ ＞ ｈｅ） 时，其应变能为

　 　 Ｕ ＝ １
２ ∫ｖσ ｘε ｘｄｖ ＝

１
２

ε ｘ∫
ｖ

Ｅ
ｂ
（ε ０

ｘ ＋ ｚκ ｘ）ｄｖ ＝
Ｅε ｘ

２ｂ ∫
１ ／ ２

－１ ／ ２
∫Ｈ／ ２＋ｈ（ｘ）

Ｈ／ ２
（ε ０

ｘ ＋ ｚκ ｘ） ｔｄｚｄｘ ＝

　 　 　 　
Ｅｔε ｘ

２ｂ
Ｌ

ｈｅ ＋ ２ｈｍ

３
æ

è
ç

ö

ø
÷ ε ０

ｘ
æ

è
ç ＋ １

２
Ｈ（ｈｅ ＋ ２ｈｍ）

３
＋

３ｈ２
ｅ ＋ ８ｈ２

ｍ ＋ ４ｈｅｈｍ

１５
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｋｘ

ö

ø
÷ ； （２０）

外力的功可以表示为

　 　 Ｗ ＝ １
２

Ｎｘε ｘＬ ． （２１）

根据能量守恒定律，可得如下公式：

　 　 Ｎｘ ＝
Ｅｔ
ｂ

ε ｘ

ｈｅ ＋ ２ｈｍ

３
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

（ｈｅ ＋ ２ｈｍ）Ｈ
３

＋
３ｈ２

ｅ ＋ ８ｈ２
ｍ ＋ ４ｈｅｈｍ

１５
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （２２）
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其刚度系数为

　 　 Ａｓｔ
１１ ＝ Ｅｔ

ｂ
ｈｅ ＋ ２ｈｍ

３
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

ＥＡｓ

ｂ
， （２３）

　 　 Ｂｓｔ
１１ ＝ Ｅｔ

２ｂ
（ｈｅ ＋ ２ｈｍ）Ｈ

３
＋

３ｈ２
ｅ ＋ ８ｈ２

ｍ ＋ ４ｈｅｈｍ

１５
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｚｓ

ＥＡｓ

ｂ
． （２４）

当加强筋处于弯曲状态时，凸加强筋的应变能为

　 　 Ｕ ＝ １
２

κ ｘ ∫１ ／ ２
－Ｌ ／ ２
∫Ｈ／ ２＋ｈ（ｘ）

Ｈ／ ２
σ ｘｚｔｄｚｄｘ ＝

Ｅｔｋｘ

２ｂ
（ｈｅ ＋ ２ｈｍ）Ｈ

６
＋

３ｈ２
ｅ ＋ ８ｈ２

ｍ ＋ ４ｈｅｈｍ

３０
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｌε ０

ｘ
æ

è
ç ＋

　 　 　 　
５ｈ３

ｅ ＋ １６ｈ３
ｍ ＋ ６ｈ２

ｅｈｍ ＋ ８ｈｅｈ２
ｍ

１０５
＋

（３ｈ２
ｅ ＋ ８ｈ２

ｍ ＋ ４ｈｅｈｍ）Ｈ
３０

＋
（ｈｅ ＋ ２ｈｍ）Ｈ２

１２
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｌｋｘ

ö

ø
÷ ； （２５）

外力做的功为

　 　 Ｗ ＝ １
２

ＭｘｋｘＬ ． （２６）

根据能量守恒定律，由方程求出刚度系数如下：

　 　 Ｄｓｔ
１１ ＝ Ｅｔ

３ｂ
５ｈ３

ｅ ＋ １６ｈ３
ｍ ＋ ６ｈ２

ｅｈｍ
＋ ８ｈｅｈ２

ｍ

３５
＋

（３ｈ２
ｅ ＋ ８ｈ２

ｍ ＋ ４ｈｅｈｍ）Ｈ
１０

＋
（ｈｅ ＋ ２ｈｍ）Ｈ２

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 　 　 　
ＥＩｓ
ｂ

＋ ｚ２ｓ
ＥＡｓ

ｂ
． （２７）

当加强筋处于扭转状态时，应变能可表示为

　 　 Ｕ ＝ １
２

Ｇ
ｂ

Ｊ
ｋｘｙ

２
ｋｘｙ

２
＝ Ｇ
８ｂ

ｋ２
ｘｙ ∫１ ／ ２

－Ｌ ／ ２

ｔ３

３
ｈ（ｘ） － ３．３６ｔ４

１６
＋ ３．３６ｔ８

１９２
１

ｈ４（ｘ）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ ＝

　 　 　 　 Ｇ
８ｂ

ｋ２
ｘｙＬ

（ｈｅ ＋ ２ｈｍ） ｔ３

９
－ ３．３６ｔ４

１６
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 １．１２Ｇｔ８

２１０ｂｈ４
ｍ

ｋ２
ｘｙＬ

８ｈ３
ｍ ＋ １０ｈｅｈ２

ｍ ＋ １５ｈ２
ｅｈｍ

２４ｈ３
ｅ

＋ ５
１６

ｈｍ

ｈｍ － ｈｅ
ｌｎ

２ｈｍ － ｈｅ ＋ ２ ｈｍ（ｈｍ － ｈｅ）
ｈｅ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ； （２８）

外力的功可以表示为

　 　 Ｗ ＝ １
２

Ｍｘｙ

ｋｘｙ

２
Ｌ ． （２９）

根据能量守恒定律，可求出刚度系数为

　 　 Ｄｓｔ
６６ ＝ Ｇ

２ｂ
ｈｅ ＋ ２ｈｍ( ) ｔ３

９
－ ３．３６ｔ４

１６
＋æ

è
ç

　 　 　 　 １．１２ｔ８

２８ｈ４
ｍ

８ｈ３
ｍ ＋ １０ｈｅｈ２

ｍ ＋ １５ｈ２
ｅｈｍ

２４ｈ３
ｅ

＋ ５
１６

ｈｍ

ｈｍ － ｈｅ
ｌｎ

２ｈｍ － ｈｅ ＋ ２ ｈｍ（ｈｍ－ｈｅ）
ｈｅ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ö

ø
÷÷ ＝

ＧＪｓ

２ｂ
． （３０）

当加劲肋为凹形时 （ｈｍ ＜ ｈｅ）， 板体的局部屈曲总是发生在板体中部．为了评估凹肋对刚度的贡献，利
用面积等效方法引入了一个等效因子 ｋ ．因此，凹式加强筋的应变能可以表示为

　 　 Ｕ ＝ １
２ ∫Ｖσ ｘε ｘｄｖ ＝

Ｅｔε ｘ

２ｂ
Ｌ

ｋｈｅ ＋ ２ｈｗ

３
æ

è
ç

ö

ø
÷ ε ０

ｘ ＋ １
２

Ｈ（ｋｈｅ ＋ ２ｈｍ）
３

＋
３ｋ２ｈ２

ｅ ＋ ８ｈ２
ｍ ＋ ４ｋｈｅｈｍ

１５
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｋｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （３１）

其中

　 　 ｋ ＝
ｈｅ ＋ ２ｈｍ

３ｈｅ
． （３２）

同样，根据能量守恒定律，刚度系数为

　 　 Ａｓｔ
１１ ＝ Ｅｔ

ｂ
ｋｈｅ ＋ ２ｈｍ

３
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

ＥＡｓ

ｂ
， （３３）
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　 　 Ｂｓｔ
１１ ＝ Ｅｔ

２ｂ
（ｋｈｅ ＋ ２ｈｍ）Ｈ

３
æ

è
ç ＋

３ｋ２ｈ２
ｅ ＋ ８ｈ２

ｍ ＋ ４ｋｈｅｈｍ

１５
ö

ø
÷ ＝ ｚｓ

ＥＡｓ

ｂ
． （３４）

加强筋处于弯曲状态时，应变能表示为

　 　 Ｕ ＝ １
２

κ ｘ ∫１ ／ ２
－Ｌ ／ ２
∫Ｈ／ ２＋ｈ（ｘ）

Ｈ／ ２
σ ｘｚｔｄｚｄｘ ＝

　 　 　 　
Ｅｔκ ｘ

２ｂ
（ｋｈｅ ＋ ２ｈｍ）Ｈ

６
＋

３ｋ２ｈ２
ｅ ＋ ８ｈ２

ｍ ＋ ４ｋｈｅｈｍ

３０
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｌε ０

ｘ ＋æ

è
ç

　 　 　 　
５ｋ３ｈ３

ｅ ＋ １６ｈ３
ｍ ＋ ６ｋ２ｈ２

ｅｈｍ ＋ ８ｋｈｅｈ２
ｍ

１０５
＋

（３ｋ２ｈ２
ｅ ＋ ８ｈ２

ｍ ＋ ４ｋｈｅｈｍ）Ｈ
３０

＋
（ｋｈｅ ＋ ２ｈｍ）Ｈ２

１２
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｌｋｘ

ö

ø
÷ ．

（３５）
同理，刚度系数为

　 　 Ｄｓｔ
１１ ＝ Ｅｔ

３ｂ
５ｋ３ｈ３

ｅ ＋ １６ｈ３
ｍ ＋ ６ｋ２ｈ２

ｅｈｍ
＋ ８ｋｈｅｈ２

ｍ

３５
æ

è
ç ＋

（３ｋ２ｈ２
ｅ ＋ ８ｈ２

ｍ ＋ ４ｋｈｅｈｍ）Ｈ
１０

＋
（ｋｈｅ ＋ ２ｈｍ）Ｈ２

４
ö

ø
÷ ＝

　 　 　 　
ＥＩｓ
ｂ

＋ ｚ２ｓ
ＥＡｓ

ｂ
． （３６）

当加强筋处于扭转状态时，其应变能可表示为

　 　 Ｕ ＝ Ｇ
８ｂ

ｋ２
ｘｙ ∫１ ／ ２

－Ｌ ／ ２

ｔ３

３
ｈ（ｘ） － ３．３６ｔ４

１６
＋ ３．３６ｔ８

１９２
１

ｈ４（ｘ）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ ＝

　 　 　 　 Ｇ
８ｂ

ｋ２
ｘｙＬ

（ｋｈｅ ＋ ２ｈｍ） ｔ３

９
－ ３．３６ｔ４

１６
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 １．１２Ｇｔ８

２１３ｂｈ４
ｍ

ｋ２
ｘｙＬ ５

ｈｍ

ｋｈｅ － ｈｍ
ａｒｃｔａｎ

ｋｈｅ － ｈｍ

ｈｍ

æ

è
çç ＋

１５ｋ２ｈ２
ｅｈｍ ＋ １０ｋｈｅｈ２

ｍ ＋ ８ｈ３
ｍ

３ｋ３ｈ３
ｅ

ö

ø
÷ ． （３７）

同样，可以得到刚度系数为

　 　 Ｄｓｔ
６６ ＝ Ｇ

２ｂ
（ｋｈｅ ＋ ２ｈｍ） ｔ３

９
－ ３．３６ｔ４

１６
æ

è
ç ＋

　 　 　 　 １．１２ｔ８

２１０ｈ４
ｍ

５
ｈｍ

ｋｈｅ － ｈｍ
ａｒｃｔａｎ

ｋｈｅ － ｈｍ

ｈｍ

＋
１５ｋ２ｈ２

ｅｈｍ ＋ １０ｋｈｅｈ２
ｍ ＋ ８ｈ３

ｍ

３ｋ３ｈ３
ｅ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ö

ø
÷÷ ＝

ＧＪｓ

２ｂ
． （３８）

同样地，横向筋条的刚度系数也可按上述方法推导．根据平铺刚度法求解弧形加筋板，加筋板的整体结

构刚度可由蒙皮和筋肋叠加而成，即

　 　 Ａ ＝

ＥＨ
１ － μ ２

＋
ＥＡｓ

ｂ
ＥμＨ
１ － μ ２ ０

ＥμＨ
１ － μ ２

ＥＨ
１ － μ ２

＋
ＥＡｒ

ｄ
０

０ ０ ＥＨ
２ １ ＋ μ( )

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

， （３９）

　 　 Ｂ ＝

ＥＡｓ

ｂ
ｚｓ ０ ０

０
ＥＡｒ

ｄ
ｚｒ ０

０ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

， （４０）
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　 　 Ｄ ＝

ＥＨ３

１２ １ － μ ２( )
＋
ＥＩｓ
ｂ

＋
ＥＡｓ

ｂ
ｚ２ｓ

ＥμＨ３

１２ １ － μ ２( )
０

ＥμＨ３

１２（１ － μ ２）
ＥＨ３

１２（１ － μ ２）
＋
ＥＩｒ
ｄ

＋
ＥＡｒ

ｄ
ｚ２ｒ ０

０ ０ ＥＨ３

１２（１ ＋ μ）
＋
ＧＪｓ

２ｂ
＋
ＧＪｒ

２ｄ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

． （４１）

矩形板的平衡方程为

　 　
Ｎｘ，ｘ ＋ Ｎｘｙ，ｙ ＝ ０，
Ｎｙ，ｙ ＋ Ｎｘｙ，ｘ ＝ ０，
Ｍｘ，ｘｘ ＋ ２Ｍｘｙ，ｘｙ ＋ Ｍｙ，ｙｙ ＋ （Ｎｘｗ，ｘｘ ＋ ２Ｎｘｙｗ，ｘｙ ＋ Ｎｙｗ，ｙｙ） ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（４２）

当矩形板发生屈曲时，其挠度、内力和内弯矩均会产生一个极小的线性增量，可写成初始量＋增量的形

式．因此当屈曲发生时，挠度、内力和内弯矩可表示为

　 　
ｕ ＝ ｕ０ ＋ ｕ１，
ｖ ＝ ｖ０ ＋ ｖ１，
ｗ ＝ ｗ０ ＋ ｗ１，

ì

î

í

ï
ï

ïï

　
Ｎｘ ＝ Ｎｘ０ ＋ Ｎｘ１，
Ｎｙ ＝ Ｎｙ０ ＋ Ｎｙ１，
Ｎｘｙ ＝ Ｎｘｙ０ ＋ Ｎｘｙ１，

ì

î

í

ï
ï

ïï

　
Ｍｘ ＝ Ｍｘ０ ＋ Ｍｘ１，
Ｍｙ ＝ Ｍｙ０ ＋ Ｍｙ１，
Ｍｘｙ ＝ Ｍｘｙ０ ＋ Ｍｘｙ１ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（４３）

则相应的应变分量增量可以写为

　 　

ε ０
ｘ１ ＝ ｕ１，ｘ，

ε ０
ｙ１ ＝ ｖ１，ｙ，

γ ０
ｘｙ１ ＝ ｕ１，ｙ，

ì

î

í

ï
ï

ïï

　
κ ｘ１ ＝ － ｗ１，ｘｘ，
κ ｙ１ ＝ － ｗ１，ｙｙ，
κ ｘｙ１ ＝ － ｗ１，ｘｙ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（４４）

将上式代入平衡方程中，并将方程线性化，消去满足初始平衡方程的项，并忽略高阶小项和包含壳初始转角

（ｗ０，ｘ 和 ｗ０，ｙ） 的项，则平衡方程变为

　 　
Ｎｘ１，ｘ ＋ Ｎｘｙ１，ｙ ＝ ０，
Ｎｙ１，ｙ ＋ Ｎｘｙ１，ｘ ＝ ０，
Ｍｘ１，ｘｘ ＋ ２Ｍｘｙ１，ｘｙ ＋ Ｍｙ１，ｙｙ ＋ （Ｎｘ０ｗ１，ｘｘ ＋ ２Ｎｘｙ０ｗ１，ｘｙ ＋ Ｎｙ０ｗ１，ｙｙ） ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（４５）

对位移进行偏导计算，并将物理方程和几何方程代入平衡方程最终可解得临界屈曲荷载表达如下：

　 　 Ｐｃｒ ＝
１

（ｎβ） ２ Ｔ３３ －
Ｔ１１Ｔ２３Ｔ３２ ＋ Ｔ２２Ｔ１３Ｔ３１ － Ｔ１２Ｔ１３Ｔ２３ － Ｔ２１Ｔ１３Ｔ３２

Ｔ１１Ｔ２２ － Ｔ１２Ｔ２１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （４６）

其中

　 　

Ｔ１１ ＝ Ａ１１（ｍα） ２ ＋ Ａ３３（ｎβ） ２， Ｔ１２ ＝ Ａ１２ｍｎαβ ＋ Ａ３３ｍｎαβ， Ｔ１３ ＝ － Ｂ１１（ｍα） ３，

Ｔ２１ ＝ Ａ２１ｍｎαβ ＋ Ａ３３ｍｎαβ， Ｔ２２ ＝ Ａ２２（ｎβ） ２ ＋ Ａ３３（ｍα） ２， Ｔ２３ ＝ － Ｂ２２ｎ３β ３，

Ｔ３１ ＝ － Ｂ１１（ｍα） ３， Ｔ３２ ＝ － Ｂ２２（ｎβ） ３，

Ｔ３３ ＝ Ｄ１１（ｍα） ４ ＋ （Ｄ１２ ＋ ２Ｄ３３ ＋ Ｄ２１）（ｍα） ２（ｎβ） ２ ＋ Ｄ２２（ｎβ） ４ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（４７）

２　 弧形加筋板的轻量化设计

临界屈曲载荷作为加筋板等结构的一项重要的设计指标，常被用于结构的初始设计阶段．因此，本节将

基于平铺刚度法并结合粒子群优化算法对弧形加筋板进行轻量化设计———即在满足承载力约束条件下，使
结构质量 Ｍ 最小，其相应的轻量化公式如下：

　 　
ｆｉｎｄ　 ｄ，
ｍｉｎ　 Ｍ，
　 ｓ．ｔ．　 Ｐ０ － Ｐｃｒ ≤ ０，

ì

î

í

ïï

ïï

（４８）

其中， ｄ ＝ ［Ｈ，ｔ，ｈｅ１，ｈｍ１，ｈｅ２，ｈｍ２，Ｎａ，Ｎｃ］，Ｈ 为板厚，ｔ 为筋条宽度，ｈｅ１ 和 ｈｍ１ 为纵向筋条端部和中部高度，ｈｅ２

和 ｈｍ２ 为横向筋条端部和中部高度，Ｎａ 和 Ｎｃ 为纵筋数和横筋数，Ｐ０ 为设计临界荷载，大小为 １４ ｋＮ ／ ｍ ．
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弧形加筋板的相关设计参数及其设计范围如表 １ 所示．此外，为验证该模型的准确性，以有限元法为参

考，应用商业软件 ＡＢＡＱＵＳ 进行分析验证．
本文采用了粒子群优化算法进行优化设计，粒子群优化算法的种群数取为 １００，优化迭代次数取为 ５０．

在每次迭代过程中根据平铺刚度法预测临界屈曲荷载值，同时将优化结果代入 ＡＢＡＱＵＳ 进行验算．考虑到效

率和精度，网格大小取 ８ ｍｍ，计算出的结果精度和计算时间均能够满足要求．当优化迭代结果满足收敛条件

后即可认为最优设计满足设计要求，否则将继续进行迭代搜索，直到满足迭代终止条件后停止搜索，最终输

出最优解．
表 １　 弧形加筋板参数的验证与设计空间

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｖａｌｉｄａｔｉｏｎ ａｎｄ ｄｅｓｉｇｎ ｓｐａｃｅ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ａｒｃ ｒｉｂ ｓｔｉｆｆｅｎｅｄ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｐｌａｔｅｓ

Ｈ ／ ｍｍ ｔ ／ ｍｍ ｈｅ１ ／ ｍｍ ｈｍ１ ／ ｍｍ ｈｅ２ ／ ｍｍ ｈｍ２ ／ ｍｍ Ｎａ Ｎｃ

ｌｏｗｅｒｂｏｕｎｄ １ ５ ５ ２０ ２０ ５ ３ ４

ｕｐｐｅｒｂｏｕｎｄ ４ １５ ２０ ８０ ８０ ２０ １０ １０

表 ２　 传统加筋板和弧形加筋板优化

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ ａｎｄ ａｒｃ ｒｉｂ ｓｔｉｆｆｅｎｅｄ ｐｌａｔｅｓ

Ｈ ／ ｍｍ ｔ ／ ｍｍ ｈｅ１ ／ ｍｍ ｈｍ１ ／ ｍｍ ｈｅ２ ／ ｍｍ ｈｍ２ ／ ｍｍ Ｎａ Ｎｃ
ｃｒｉｔｉｃａｌ ｌｏａｄ
Ｐｃｒ ／ （ｋＮ ／ ｍ）

ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｍａｓｓ
Ｍ ／ ｋｇ

ｉｎｉｔｉａｌ ｄｅｓｉｇｎ １．１０ １３．００ ２４．００ ２４．００ ２４．００ ２４．００ ３ ３ １３．５ ７．９１

ｌｉｇｈｔｗｅｉｇｈｔ ｄｅｓｉｇｎ
（ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ）

１．００ ８．１３ ２５．４０ ２５．４０ ２５．４０ ２５．４０ ３ ４ １４．１ ６．８２

ｌｉｇｈｔｗｅｉｇｈｔ ｄｅｓｉｇｎ
（ａｒｃ ｒｉｂ ｓｔｉｆｆｅｎｅｄ）

１．００ ６．００ ５．００ ６６．１４ ２５．０８ １３．３５ ３ ４ １４．１ ５．４２

　 　 加筋板优化结果如表 ２ 所示． 从表 ２ 中可以看出， 优化后的弧形加筋板质量为 ５．４２ ｋｇ， 比初始设计的

７．９１ ｋｇ 降低了 ３１．５％，比传统非弧形加筋板质量降低了 ２０．５％．由此可以推断，弧形加筋板的优化效果优于

传统加筋板，其材料的潜力得到进一步深入挖掘．此外，采用平铺刚度法计算出弧型加筋板的临界屈曲载荷

为 １４．０５ ｋＮ ／ ｍ，而采用有限单元法计算出弧形加筋板的临界屈曲载荷为 １４．２７ ｋＮ ／ ｍ，二者相对误差仅为 １．５％，
满足精度要求．这说明使用本文所推导的平铺刚度法可以准确预测弧形加筋板的临界屈曲荷载．

图 ５　 优化历程

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｐｒｏｃｅｓｓ

图 ５ 给出了传统加筋板与弧形加筋板的优化迭代历程及其对应的屈曲模态．可以看出，结合平铺等效刚

度法的优化迭代收敛速度较快，且较为稳定，计算效率较高．通过对两种加筋板的屈曲变形云图的比较，可以

看出传统加筋板的屈曲变形主要发生在板边的中间部分，而弧形加筋板的屈曲波形沿板边分布更为均匀．因
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此，弧形加筋板更容易实现同步破坏，其材料利用率更高．

３　 总　 　 结

伴随着航天装备大型化、承载重型化的发展趋势，薄壁承载结构的强度与轻量化设计之间的矛盾逐渐突

出．因此，本文从同步失效的概念出发，设计了一种新型的弧形加筋板结构．新型弧形加筋板的主要目的是提

高其承载能力，实现轻量化设计．同时给出了基于弹性大挠度理论的平铺刚度法，通过与 ＡＢＡＱＵＳ 的结果进

行对比，验证了平铺刚度法的可靠性．在此基础上，结合平铺刚度法和粒子群优化算法，对线性屈曲状态下的

弧状加筋板进行了轻量化设计．
算例表明，所提出的弧型加筋板比传统加筋板具有更高的性能，同时基于平铺刚度法能准确预测临界屈曲

载荷．结果表明，与传统的优化设计相比，弧形加筋板优化后的质量比传统加筋板优化后的质量降低了 ２０．５％，
具有更好的优化效果．弧形加筋板可以更好地提高材料利用率和结构承载能力， 获得更大的实际效益．
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